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I. 

Der  Winkelspiegel. 

Genaueres  über  Lage  und  Anzahl  der  Bilder  eines  in 
seine  Oeffnung  eingefuhrten  Gegenstandes. 

Von 

L.  Mack. 

(Mit  einer  Figur.) 


Bezüglich  der  Erscheinungen  am  Winkelspiegel  wird  als  Fun- 
damentalaufgabe anszusprechen  Bein  die  folgende. 

Gegeben  sei  die  Oeffnung  des  Winkelspiegels  in  beliebig  be- 
stimmter Grösse,  und  ebenso  beliebig  bestimmt  die  Lage  eines  in 
jene  eingefuhrten  leuchtenden  Punktes.  Für  die  sich  ergebenden 
Bilder  desselben,  welche  in  zwei  charakteristisch  verschiedene  Reihen 
zerfallen,  soll  ermittelt  werden:  1)  die  Lage  jedes  einzelnen  mit  ge- 
setzmässiger  Bestimmtheit,  2)  je  die  Anzahl  der  in  einer  Reihe  be- 
findlichen, 3)  die  Anzahl  aller  zusammen,  4)  die  eigentümlichen 
Verhältnisse  ihrer  gegenseitigen  Lage;  jo  die  entsprechende  Angabe 
mathematisch  formulirt  in  der  Art,  dass  ihre  Abhängigkeit  von  den 
gemachten  Voraussetzungen  völlig  klar  liege. 

Wie  diese  Fundamentalaufgabe  auch  nur  mit  Bezug  auf  Kr.  3) 
streng  gelöst  wird,  so  zeigt  sich,  dass  in  einer  Menge  von  Fällen, 
bei  bestimmt  gegebener  Oeffnungsgrösse,  die  Gcsammtzahl  der  Bilder 
eines  die  beiden  Einzelspiegel  bestrahlenden  Punktes  bald  grösser, 
bald  kleiner  wird,  jenachdem  dieser  Punkt  seine  Stellung  zwischen 
beiden  verändert.  Hieraus  folgt,  dass  für  einen  ausgedehnten 
Gegenstand,  der  in  die  Oeffnung  eingeführt  ist,  einige  der  zu  er- 
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wartenden  Erscheinungen  durchaus  nicht  so  einfach  sich  gestalten, 
als  man  gewöhnlich  sich  vorstellen  möchte;  es  ergibt  sich  also  die 
Forderung,  dass  auch  aber  diese  Erscheinungen  genügende  Aufklärung 
gegeben  werde. 

Sieht  man  nun  auf  das  in  unsern  Lehrbüchern  Gebotene,  so  wird 
Niemand  behaupten  wollen,  dass  es  auch  nur  den  Forderungen  der 
Fundamentalaufgabe  (zu  schweigen  von  den  weiter  anzuknüpfenden) 
genüge.  Vielmehr  wird  mau  zugeben  müssen,  dass  jene  sowol  in 
Betreff  der  Genauigkeit  als  der  Vollständigkeit  gar  Mauches  zu 
wünschen  übrig  lassen,  wie  denn  selbst  von  eigentlichen  und  starken 
Irrtümern  oder  Verstössen  auf  diesem  Gebiete  Verschiedenes  zu  be- 
richten wäre. 

Sucht  man  nach  Originalarbeiten  Uber  den  fraglichen  Gegenstand, 
so  findet  sich  eine  solche  von  Bertin  in  den  annales  de  chimie  et  de 
physique,  sörie  III,  tome  29,  pagc  257  ...  262;  Paris  1850.  — Der 
Verfasser  berührt  zunächst  die  Notwendigkeit  des  Aufräumens  mit 
landläufigen  falschen  Angaben,  will  übrigens  wesentlich  nur  auf  die 
Frage  nach  der  Gesammtzabl  der  Bilder  eines  einzelnen 
Lichtpunktes  sich  cinlassen.  Dass  diese  immer  eine  begrenzto 
sei,  will  er  mit  wenigen  Worten  klar  machen.  Er  hebt  auch  ganz 
richtig  den  Umstand  hervor,  an  welchen  zu  diesem  Behuf  auzuknüpfen 
ist;  indes  einen  wirklichen  Beweis  gibt  er  keineswegs.  — Behufs 
der  Erreichung  seines  Hauptzwecks  unterscheidet  er  zwei  Hauptfälle, 
jeden  mit  zwei  Unterfällen.  Hiernach  betrachtet  er  vier  besondere 
Figuren,  und  das  von  ihnen  Abzulescndc  sofort  in  allgemeine  Angaben 
umzusetzen,  und  zuletzt  einen  Gcneralsatz  Uber  die  Gcsammthcit  der 
Bilder  auszusprechen.  Dieser  ist  zwar  streng  richtig,  aber  nicht 
übersichtlich;  und  sein  zweiter  Teil  ist  nicht  bestimmt  genug  und 
nicht  in  solcher  Weise  gefasst,  dass  sofort  für  jede  gegebene  Oeff- 
nnngsgrösse  und  jede  gegebene  Lage  des  eingeführten  Lichtpunkts  die 
Zahl  der  sich  ergebenden  Bilder  unzweideutig  zu  gewinnen  wäre. 

Aus  neuester  Zeit  ist  in  Poggcudorffs  Annalen,  Band  VII,  Stück  2, 
pag.  103  ...  eine  russisch  geschriebene  Arbeit  angczcigt:  M Pawloff, 
Untersuchung  der  Frage  über  die  Bilder  in  zwei  zu  einander  ge- 
neigten ebenen  Spiegeln.  Der  Berichterstatter  sagt  kurz : indem  der 
Verfasser  zuerst  nachweist,  dass  die  Anzahl  der  Bilder  immer  eino 
begrenzte  ist,  zeigt  er  weiter,  wie  für  jode  Lage  der  Spiegel  und  für 
jede  Lage  des  leuchtenden  Punkts  diese  Zahl  zu  bestimmen  ist.“ 

Dass  bei  Pawloff  wie  bei  Bertin  so  und  so  viele  Forderungen 
der  Fundamentalaufgabe  unerfüllt  geblieben  seien,  ist  aus  den  ge- 
machten Mitteilungen  zur  Genüge  zu  ersehen;  ich  möchte  aber  das 
besonders  horvorheben,  dass  weder  bei  Bertin,  noch  bei  Pawloff 
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(nach  der  Poggcnd.  Angabe)  irgend  Erhebliches  Uber  die  Eigentüm- 
lichkeiten der  gegenseitigen  Lage  der  Bilder  zu  finden  sei.  Gerade 
aber  diese  Eigentümlichkeiten,  namentlich  bei  denjenigen  zwei  Bildern 
hervortretend,  welche  als  letzte,  jedes  von  einem  der  Einzelspiegel 
geliefert  werden,  sind  im  höchsten  Grade  überraschend.  Schon  ihre 
Ermittlung  und  Hervorhebung  dürfte  für  die  Berechtigung  der  hier  zu 
veröffentlichenden  Arbeit  sprechen,  wenn  man  auch  bezüglich  der  arith- 
metischen Frage  mit  dem  Richtigen,  was  schon  Bertin  gegeben  hat, 
sich  beruhigen  wollte.  Uebrigens  ist  gegenwärtige  Arbeit  in  dem 
Sinne  gemeint,  dass  sowol  die  oben  ausgesprochene  Fuudameutal- 
aufgabe  vollständig  gelöst,  als  auch  der  weiteren  an  sie  geknüpften 
Forderung  genügt  werde. 

Bei  der  hier  durebgeführten  Art  der  Untersuchung  und  Darstel- 
lung wird  der  aufmerksame  Leser  nach  gezeichneten  Figuren  so  wenig 
Verlangen  tragen,  dass  er  selbst  diejenige  überflüssig  finden  könnte, 
welche  zur  Veranschaulichung  gewisser  Definitionen  und  Bezeichnungen 
beigelegt  ist;  welche  übrigens  immerhin  dienen  mag,  um  bei  den  ver- 
schiedensten Gestaltungen  oder  Einteilungen  des  Operationsfeldes  die 
Orieutirung  in  diesem  zu  erleichtern. 


§ 1. 

Winkelspiegel  heissteine  Zusammenstellung  zweier  undurch- 
sichtigen Planspiegel,  in  der  Art  angeordnet,  dass  die  allein  spie- 
gelnden Vordertlächen  dorselbeu  zwischen  sich  einen  hohlen  Flächen- 
winkel « 180°)  haben. 

Dieser  Flächenwinkel  und  seine  Scheitelkante  UV  werden  be- 
ziehungsweise alsOeffnung  und  A x e des  Winkelspiegels  bezeichnet. 

Die  allein  spiegelnden  Vorderflächen  sind  zu  denken  als  zwei 
aus  UV  entspringende  Ebenenstücke,  die  sich  beliebig  weit  er- 
strecken: UVA  den  ersten  Planspiegel  abgebeud,  UVB  den 

zweiten. 

Zu  den  Ebenenstücken  UVA,  UVB  sind  ihre  über  UV  hinauf- 
gehenden Erweiterungen  UFSl,  UVVi  einzuführen,  jede  derselben 
rein  geometrisch  gedacht. 

Bei  jeder  der  Vollebenen  AUV 81,  BUV SB  heisst  vordere 
Seite  diejenige,  an  welcher  die  zugehörige  Halbebene  ihre  spiegelnde 
Kraft  entwickelt. 

l» 
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§ 2. 

Soferu  hinter  einem  der  Einzelspiegel  ein  Bild  erscheint,  ber- 
vorgerufen  durch  einen  von  ihm  befindlichen  Gegenstand,  möge  sol- 
ches kurz  ein  diesem  Spiegel  zugehöriges  Bild  genannt 
werden. 

Wenn  nun  ein  leuchtender  Punkt  P frei  innerhalb  der  Oeffnung 
des  Winkelspiegels  sich  befindet,  so  sind  zunächst  die  zwei  Bilder 
in’s  Auge  zu  fassen,  deren  jedes  durch  einen  der  Spiegel  für  sich, 
ohne  Mitwirkung  des  andern,  entsteht.  Diese  zwei  niemals  fehlenden 
sind  notwendig  von  einander  getrennt.  Jedes  liegt  symmetrisch  zu 
der  Ebene  desjenigen  Spiegels,  dem  cs  zugehört.  Diese  zwei  Bilder 
heissen  die  Bilder  erster  Orduuug. 

Jedes  von  ihnen,  wenn  cs  vor  dem  Spiegel  liegt,  dem 
cs  nicht  zugehört,  verhält  sich  diesem  gegenüber  wie  ein  leuch- 
tender Gegenstand,  von  welchem  gedachter  Spiegel  ein  neues  (hinter 
ihm  liegendes)  Bild  liefert  — ein  Bild  zweiter  Ordnung. 

Von  jedem  der  beiden  Bilder  zweiter  Ordnung  wird  derjenige 
Spiegel,  dem  es  nicht  zugehürt,  möglicher  Weise  (wenn  es  eben  vor 
ihm  liegt)  ein  neues  Bild  geben  — ein  Bild  dritter  Ordnung-, 
u.  s.  w. 


Um  jedes  dieser  Bilder  sowol  bezüglich  seiner  Zugehörigkeit  zu 
einem  bestimmten  der  zwei  Einzelspiegel,  als  nach  seiner  Ordnung 
kenntlich  zu  machen,  gebrauchen  wir  die  Bezeichnung  Pm'  für  das  zu 
dem  ersten  Spiegel  gehörige  Bild  mter  Ordnung,  dagegen  Pm"  für 
sein  zum  zweiten  gehöriges  derselben  Ordnung.’  Demgemäss  werden 
die  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  des  Punkts  P hier  der  Reihe 
nach  benannt  werden  Pj',  Ps',  ...;  die  znm  zweiten  gehörigen 
der  Reihe  nach  Ps",  Pj"  . . . 

Da  immer  das  vou  einem  Gegenstand  erhaltene  Spiegelbild  sym- 
metrisch mit  jenem  liegt  bezüglich  der  Ebene  des  zugehörigen  Spie- 
gels, so  ist  hieraus  zunächst  folgendes  allgemein  Bekannte  zu  ent- 
nehmen. 

Alle  durch  das  Zusammenwirken  beider  Einzelspiegel  sich  er- 
gebenden Bilder  des  Punktes  P befinden  sich  in  derjenigen  Ebene, 
welche  durch  P normal  zu  der  Axe  UV  zu  führen  ist,  die  einen 
Durchschnittspuukt  O mit  jener  gibt.  Auch  haben  alle  solche  Bilder 
denselben  Abstand  von  O wie  P selbst;  sie  liegen  mit  P auf  der 
Peripherie  eines  um  0 als  Mittelpunkt  zu  beschreibenden  Kreises. 
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Mit  diesem  Ortskreise  der  Bilder  von  P bat  jedes  der  ans  Axe 
UV  entspringenden  Ebenenstücke  UVA,  UVW,  UVB,  UV 'S  seinen 
bestimmten  Dnrcbschnittspunkt;  diese  Punkte  selbst  sollen  der  Reihe 
nach  mit  A,  li,  5b  bezeichnet  sein,  und  bei  jedem  der  Paare  (A, 
VI),  (B,  8)  ist  zu  beachten,  dass  es  zwei  Gegenpunkte  des  Kreises 
enthält.  (Siehe  Figur.) 

Auf  dem  zwischen  beiden  Spiegelflächen  selbst  begriffenen  Bogen- 
sttick  APB  beben  wir  ausser  P noch  hervor  den  Halbirungspunkt  M 
desselben;  so  auch  den  Punkt  ij,  welcher  zu  P symmetrisch  mit 
Bezug  auf  die  Gerade  OM  liegt.  Zu  diesen  Punkten  erscheinen  be- 
ziehungsweise 8,  8o  als  ihre  Gegonpunkte  auf  dem  Bogenstück 
Vl'JJl®  , welches  zwischen  den  zwei  Ebenenstücken  t/KVl , UVS  be- 
griffen ist.  Hierbei  die  Möglichkeit  Vorbehalten,  dass  P und  P0  in 
M zusammenfallen,  und  demgemäss  8,  in  5K. 

Es  liegt  nahe  auch  die  Radien  oiuzuführen,  die  aus  O nach  den 
erwähnten  Peripheriepunkten  gehen.  Von  diesen  sind  uns  zunächst 
OA,  OB  aus  dem  Grunde  besonders  wichtig,  weil  sie  die  Spuren  der 
zwei  Einzelspiegel  in  der  Ebene  der  Bilder  des  Punktes  P sind, 
während  zugleich  der  (hohle)  Winkel  AOB  die  Grösse  2a  der  Ooff- 
nung  des  Winkelspiegels  darstellt. 

Für  jedes  der  Bilder  des  Punktes  P ist  seine  Lage  vollständig 
bestimmt,  einesteils  durch  die  Länge  des  von  O nach  solchem  Bilde 
gehenden  Fahrstrahles,  welche  Länge  gleich  OP  selbst  ist,  — andern- 
teils  durch  die  Grösse  des  Winkels,  um  welchen  gedachter  Fahrstrahl 
von  der  Spur  (OA  oder  OB)  des  bezüglichen  Spiegels,  auf  der  Rück- 
seite des  letzteren,  abweicht. 

Jeder  derartige  W’nkel  soll  hier  durch  eine  absolute  Zahl  dar- 
gestellt werden,  welche  auf  den  Grad  als  Einheit  sich  bezieht.  — 
Ist  nun  ein  Winkel  AOP, , -=  if>  angegeben,  so  heisst  dies,  dass  man 
aus  der  Lage  OA  in  dio  Lage  OP,  kommo  durch  eine  Drehung  um 
ip°,  in  der  Richtung  über  OS  nach  Ol 1;  dagegen  eine  Angabe  Wkl. 
BOP„"  — tu  besagt,  dass  man  ans  der  Lage  OB  in  die  Lage  OPy 
komme  durch  eine  Drehung  um  a>°  in  der  Richtung  Uber  0V1  nach 
OS. 

Anmerkung.  Vorstehender  § hält  streng  fest  die  ganz  be- 
stimmte Voraussetzung,  dass  der  Punkt  P frei  innerhalb  der  Oeff- 
nung  des  Winkelspiegels  liege,  d.  h.  in  keiner  der  zwei  spiegelnden 
Flächen  UVA,  UVB  selbst  sich  befinde.  — Es  mag  gut  sein  sich 
klar  zu  machen,  wie  ganz  anders  gegenüber  von  solchem  Punkt  P 
die  Verhältnisse  für  einen  andern  leuchtenden  Punkt  sind,  wenn 
dieser  in  der  Fläche  eines  der  zwei  Einzelspiegel  selbst  — immerhin 
seitwärts  von  der  Axe  UV  — gegeben  ist. 
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Angenommen,  der  Punkt  A des  ersten  Einzelspiegels  sei  ein 
leuchtender. 

Sofern  nun  A vor  dem  zweiten  Spiegel  liegt,  so  entsteht  gewiss 
hinter  diesem  ein  Bild  A von  A in  derselben  Weise  abstammend 
wie  P,"  von  P;  und  von  A"  sind  weitere  Bilder  A,',  A3",  At'  ... 
in  derselben  Weise  herzuleiten  wie  von  P"  hergeleitet  werden  P,', 
Ps",  Pt'  ...  jedes  folgende  aus  dem  nächst  vorhergehenden. 

Dass  das  Licht  des  Punktes  A von  dem  ersten  Spiegel  selbst, 
dem  er  angehören  soll,  auch  reflectirt  werde,  wird  man  nicht  sagen 
wollen,  man  wird  also  von  einem  Bilde  A3  nicht  zu  sprechen  haben. 
Jedenfalls  aber  müsste  dieses  mit  A selbst  identisch  gesetzt  werden, 
und  von  A,'  wären  durchaus  keine  weiteren  Bilder  des  Punktes  A 
hcrzuleiten,  als  die  vorhin  angeführten  A,",  A,',  As",  At'  ... 


§ 3. 

„Um  nun  Genaueres  über  Lage  und  Anzahl  sämmtlicher  zu  P 
„sich  ergebenden  Bilder  entwickeln  zu  können,  stellen  wir  zunächst 
„folgende  Betrachtung  an“. 

Sei  irgend  ein  zum  ersten  Spiegel  gehöriges  Bild  Pm'  gedacht, 
zu  welchem  der  zweite  noch  das  Bild  Pm+i"  gebe.  Der  Fahrstrahl 
OPm',  hinter  dem  ersten  Spiegel  liegend,  weiche  von  dessen  Spur- 
linie OA  um  einen  Winkel  V ab.  Indes  muss  OPm’,  damit  das  Bild 
Pmfi"  entstehen  könne,  vor  dem  zweiten  Spiegel  liegen,  von  der 
Spur  OP  desselben  abweichend  um  den  Betrag  DOA-\-AOPm\  d.  h. 
um  2o+if>.  Dieselbe  Abweichung  von  OB , aber  hinter  dem  zweiten 
Spiegel,  muss  der  Fahrstrahl  OPm+ 1"  haben , d.  h.  es  muss  Winkel 
DOPm+i"  — 2o-f-ig  sein.  — So  findet  sich  der  also  lautende 

Hauptsatz. 

„Wenn  das  zu  dem  einen  Einzelspiegel  gehörige  Bild  mterOrd- 
„nung  des  Punktes  P seinen  Fahrstrahl  hinter  die  Spur  gedachten 
„Spiegels  zurückweichen  lässt  um  einen  Winkel  tp,  so  muss  das  etwa 
„entstehende,  zu  dem  andern  Spiegel  gehörige  Bild  (m-j-l)ter  Ord- 
„nung  seinen  Fahrstrahl  hinter  dessen  Spur  zurückweichen  lassen 
„um  2«-J-ip;  hiebei  unter  2a  die  Oeffnungsgrösse  des  Winkelspiegels 
„gedacht“. 

Sei  nun  cp,  die  Abweichung  des  Fahrstrahls  OP  von  der  Spur 
OA  nächst  gegen  OB  hin,  und  <p2  die  Abweichung  desselben  Fahr- 
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Strahls  von  OB  gegen  OA  hin,  so  ist  offenbar  zunächst  für  die  zwei 
Bilder  I\',  P"  anzugeben 

Winkel  AOP = <p„  BOP"  — <p,. 

Au  diese  zwei  einfachsten  Angaben  sind,  mit  Anwendung  des 
vorigen  Hauptsatzes,  sofort  zu  knüpfon  die  zwei  Reihen  von  Angaben 

L 

Winkel  AOP,'  = <p, 

AOP = 2o-(-iPs 
A OP,'  =-  4a  -f-  <p, 

• 

AOPim- 1'  “ 2 (m — 2)2«-)-<Pi 

A OfW  = (2m  — l)2«4-<Ps 


n. 

Winkel  BOP"— cp, 

BOP,"  = 2a  + <j>j 
BOP,"  = 4a-f  <p, 


BOPspn-i"  — (2m  — 2)  2a  -f  <p, 

BOPim"  — (2m  — l)2a-f  qp. 

Bei  jeder  der  vorstehenden  Reihen  ist  zu  sehen,  dass  sio  ver- 
möge ihres  arithmetisch-geometrischen  Bildnngsgesetzcs  bis  ins  Un- 
endliche fortzuführen  ist;  und  in  diesem  Fortgang  werden  die  immer 
wachsenden  Winkel  AOP'  BOP”  über  jede  zu  gebende  Grösse  Un- 
ausgeführt. 

Hiedurch  ist  mit  Bezug  auf  jeden  der  zwei  Einzelspiegel  die 
t’rage  angezeigt,  ob  die  Anzahl  der  ihm  zugehörigen  Bilder  von  P 
(wie  es  ja  scheinen  möchte)  eine  unendlich  grosse  sein  werde  oder 
nicht. 


§ 4. 

„Angesichts  voriger  Frage  Bind  sofort  folgende  Beschränkungen 
„zu  betonen , welche  für  die  Lagen  der  Bilder  des  Punktes  P sich 
„ergeben1'. 

1)  Jedes  der  znm  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  P\  da  es  nur 
hinter  diesem  Spiegel  sein  kann,  ist  angewiesen  auf  den  Halbkreis- 
bogen  A®91,  dessen  Grenzpunkte  A,  91  sind. 
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Ebenso  jedes  der  Bilder  P"  ist  angewiesen  auf  den  Bogen  -SU®, 
dessen  Grenzpunkte  11,  © sind. 

2)  Im  Grenzpunkt  Sl  des  Bogens  A'BVl  kann  niemals  ein  Bild 

V sich  befinden. 

Denn  zunächst  ist  klar,  dass  1\'  nicht  in  H sein  könne.  — 
Sollte  aber  ein  Bild  /’«'  (mit  n > 1)  zu  Stande  kommen,  so  müsste 
cs  hervorgernfen  sein  durch  ein  Bild  Pn- j".  Die  Punkte  P»  , P»-i" 
müssten  zn  der  Ebene  des  ersten  Spiegels,  in  welcher  Pn'  mit  % 
vereinigt  sein  sollte,  symmetrisch  liegen;  es  müsste  also  Pn-\"  eben- 
falls in  ?1  sein.  Aber  in  der  Lage  W befindlich  kann  ein  leuchten- 
der Punkt  Pn-i"  keine  reflexiousfähigen  Strahlen  an  die  spiegelnde 
Fläche  WA  gelangen  lassen.  Also  ein  Bild  PH’  an  der  Stelle  H ist 
unmöglich. 

Ebenso  zeigt  sich  die  Unmöglichkeit  eines  Bildes  P"  an  der 
Stelle  «9. 

3)  Auch  im  Grenzpunkt  A des  Halbkreisbogens  A©A  kann  kein 
Bild  P'  erscheinen. 

Denn  zunächst  überzeugt  man  sich,  dass  Px'  nicht  in  A sein 
könne.  — Sollte  aber  ein  Bild  Pn'  (mit  n > 1)  in  A zn  Stande 
kommen,  so  würde  dies  die  Existenz  eines  Bildes  voraus- 

setzen, welches  den  zwei  sich  widersprechenden  Forderungen  ge- 
nügen müsste:  einesteils  hinter  der  Ebene  des  zweiten  Spiegels  zu 
liegen,  andernteils  mit  A znsammenzufallen. 

Ebenso  zeigt  sich  die  Unmöglichkeit  eines  Bildes  P"  an  der 
Stelle  11. 

4)  Sieht  man  auf  das  Bogenstück  SUDi©,  welches  den  zwei  Halb- 
kreisen ASB»,  111 l©  gemeinschaftlich  ist,  so  zeigt  jeder  zwischen 

VI  und  SB  liegende  Punkt  desselben  die  Eigenschaft,  frei  sowohl 
hintor  der  einen  als  hinter  der  andern  der  zwei  Spiegelebenen  zu 
liegen,  so  dass  kein  Licht  von  ihm  an  die  eine  oder  die  andere  der 
zwei  spiegelnden  Flächen  UVA , l7Kß  gelangen  könne.  Hienach  ist 
zu  sagen: 

Wenn  ein  zum  ersten  oder  zweiten  Spiegel  gehöriges  Bild  des 
Punktes  P irgendwo  auf  dem  Bogen  SISDI©  zwischen  seinen  End- 
punkten sich  befindet,  so  gibt  es  kein  Bild  höherer  Ordnung,  welches 
als  ein  von  dem  erstgedachten  Bilde  abgeleitetes  zu  finden  wäre. 

5)  Was  insbesondere  die  Grenzpunkte  ®,  © des  BogenB  W5DI© 
betrifft,  so  ist  leicht  zu  sehen:  es  mag  zwar  in  © ein  zum  ersten 
Spiegel  gehöriges  Bild  P„'  entstehen,  aber  von  diesem  aus,  mit  © 
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in  der  Ebene  des  zweiten  Spiegels,  und  seitwärts  von  der  Abteilung 
UVB  liegt,  kann  kein  Bild  sich  ergeben.  Desgleichen  mag 

immerhin  an  der  Stelle  S1  ein  zum  zweiten  Spiegel  gehöriges  Bild 
Pm"  sich  befinden,  aber  es  ist  kein  Pm+i  von  ihm  herznleiten. 

Jedes  Bild  P'  oder  P",  von  welchem  kein  Bild  höherer  Ord- 
nung abzuleiten  ist,  heisst  nach  Bertin  ein  improductives;  jedes 
andere  mag  ein  productives  heissen. 

Ans  vorstehenden  besonderen  Angaben  ergibt  sich  nun  die  um- 
fassende : 

I)  „Jedes  Bild  P'  liegt  auf  dem  Halbkreisbogen  AW\  frei 
„zwischen  seinen  Grenzpunkten  A,  8;  und  zwar  jedes  productive 
„zwischen  A und  SB,  jedes  improductive  von  SB  bis  vor  51“. 

„Jedes  Bild  P"  liegt  auf  dem  Halbkreisbogen  üTO  frei  zwischen 
„seinen  Grenzpunkten  B,  SB;  und  zwar  jedes  productive  zwischen 
„ B und  8,  jedes  improductive  von  W bis  vor  SB“. 

Sieht  man  jetzt  auf  den  Flächenwiukel  zwischen  den  Ebenen- 
atlicken  t7F8,  UVfS,  so  ist  auch  zu  sagen: 

II)  „Ein  Bild  P'  oder  P"  des  Punktes  P ist  immer  dann  und 
„nur  dann  improductiv,  wenn  es  entweder  frei  zwischen  den  Ebcncn- 
,, stücken  UV 8,  UV SB,  oder  in  einem  von  diesen  sich  befindet“. 

Der  hiemit  scharf  bestimmte  Ort  der  improductiven  Bilder  heisse 
der  todte  Raum. 

Durch  die  Angaben  I)  und  II)  ist  man  zunächst  auf  die  Mög- 
lichkeit solcher  Lagen  von  P hingewiesen,  bei  welchen  eine  be- 
grenzte Zahl  für  die  zu  dem  einen  Spiegel  gehörigen  Bilder  sich  er- 
gibt, und  ebenso  eine  begrenzto  für  die  zu  dem  andern  gehörigen. 

Wo  nun  diese  Möglichkeit  verwirklicht  ist,  mag  ja  das  letzte 
Bild  von  P,  welches  durch  letzte  Reflexion  an  einem  der  Einzel- 
spiegel als  ihm  zugehöriges  sich  ergibt,  kurz  als  das  zu  diesem 
Spiegel  gehörige  G r e n z b i 1 d von  P bezeichnet  werden. 


§ 5. 

„Verbinden  wir  jetzt  die  Lehren  der  §§  3.  und  4.,  so  gelingt  es 
„vollständige  Klarheit  über  die  am  Schluss  des  § 3.  aufgeworfene 
„Frage  zu  geben,  ob  nämlich  für  die  Bilder  P ■ und  P"  immer  je 
„eine  begrenzte  Anzahl  sich  ergebe  oder  nicht“. 
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Wir  wollen  zu  dem  Behuf  vorerst  an  die  Bilder  P'  uns  halten, 

und  wir  wollen  für  den  (ersten)  Spiegel,  zu  welchem  sie  gehören, 

sogleich  die  nähere  Bestimmung  treffen,  er  solle  der  dem  Punkt  P 

etwa  nähere  sein ; womit  <p,  ^ « statuirt  ist.  — Sofort  sind  folgende 
Bemerkungen  zu  machen. 

Ist  x irgend  eine  ganze  Zahl,  welche  den  nach  § 3.  I.  entwickelt 
zu  denkenden  Wert  des  Winkels  AOPx'<C.  180  macht,  so  ist  jeder 
der  Punkte  P,',  1\'  ...  P*'  ein  Bild  von  P;  und  diese  Bilder  liegen 

der  ßeihe  nach  auf  dem  Bogen  A'ÖB  zwischen  A und  B. 

Ist  x sogar  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  den  Wert  A01‘X'<C_  180 
macht,  so  ist  notwendig  AOPx |i  entweder  = 180  oder  > 180. 
Alsdann  gilt  von  den  Punkten  P/  ...  Px'  noch  dasselbe  wie  vorhin, 
es  ist  aber  sogleich  das  Weitere  hervorzuheben  was  folgt. 

Die  Angabe  AOP*+i  = 180,  wenn  sie  zutrifft,  verweist  den  Punkt 
Pz\i‘  an  die  Stelle  B,  wo  nach  § 4.  I)  niemals  ein  Bild  P'  erschei- 
nen kann. 

Die  Angabe  AOPx\  i'  > 180,  wenn  sie  zutrifft,  und  wenn  zugleich 
AOPx fi' -=360  sich  zeigt,  verweist  den  Punkt  Px+i'  auf  eine  zwischen 
91  und  A liegende  Stelle  des  HalbkreisbogenB  BIM,  d.  h.  an  eine 
Stelle  vor  dem  ersten  Spiegel,  wo  ebenfalls  kein  Bild  P'  erscheinen 
kann. 

Um  also  sicher  zu  sein,  dass  die  Zahl  der  Bilder  P’  eine  be- 
grenzte sei,  genügt  es  offenbar,  die  folgende  Behauptung  streng  zu 
beweisen. 

([■Wenn  x die  grösste  natürliche  Zahl  ist,  welche  den  Winkel 
AOPx  <180  macht,  und  wenn  von  den  zwei  hiemit  allein  verträg- 
lichen Angaben  AOPx\\'  — 180  und  AOPx+ 1'>  180,  die  letztere  zu- 
trifft, so  muss  damit  zugleich  bestehen  die  Angabe  AOP%±\  <C  360. 

Diess  lässt  sich  in  der  Tat  beweisen;  man  hat  aber  zu  dem  Bc- 
hufc  getrennt  zu  behandeln  die  zwei  Fälle:  x ungerade  und  x gerade. 

Erster  Fall:  x ungerade. 

Da  die  zwei  Angaben  bestehen  sollen 

a)  AOPx'  < 180,  b)  AOPx\\  > 180, 
und  da  nach  § 3.  die  Entwicklungen  stattfinden 

a')  AOPx  — (*— 1)2«  + ¥>„  V)AOPz+i'  = x.  2a  -f  q>t 
so  haben  wir  hier 

a")  (x  — l)2a-|~<p,  <[  180  und  b")  x . 2a  -j-  (ps  > 180. 
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Für  x = 1 
ohno  Weiteres 

d.  h. 


(weil  ja  immer  2«  < 180  und 

x . 2a  -f-  <Pi  < 360 
AOPr+l'  <360. 


9>s  < 2a) 


bat  mau 


Ist  vielmehr  dio  ungerade  Zahl  x > 1,  so  dient  uns  die  aus  a") 
herrnleitende 

x.2a  — <p2  < 180, 

welche  durch  Verdopplung  beider  Seiten  übergeht  in 

O (x.2a  + <ps)-f  (x.2a-3,j>2)<360. 

Da  jetzt  x mindestens  = 3 sein  soll,  so  ist  hier  (x.  2a  — 3<jps)  sicher 
positiv,' und  da  am)  unzweifelhaft 

x.  2a-f-<p,  < 360 

gibt,  so  ist  wieder 

AOPx+i'  < 360. 

Zweiter  Fall:  x gerade. 

Da  zu  den  zwei  Angaben 

a)  AOfV<  180,  4)  AOFz+i'  > 180 

jetzt  die  Entwickelungen  gehören 

a')  AOP =■  (x — l)2a-f-<P»,  b')  AOPz+\' — x.2a-j-<p„ 

so  haben  wir  hier 

a")  (x  — 1)2« -f- <p,  < 180  nud  b")  x. 20+9!  > 180. 

Die  a")  ist  sofort  überzuführen  in 


wonach  auch 


x . 2«  — < 180, 


a")  (x.2a-\-<p,)-\-(x.2a  — 3<j>,)  < 360. 

Da  nun  x mindestens  = 2 sein  soll,  und  da  <p,  ^ a substituirt 

ist,  so  hat  man  hier  (x.2a  — 3<pj)  sicher  positiv,  und  dio  &"')  gibt 
unzweifelhaft 

x.  2a -f-  <j>!  < 360 

d.  h.  eben 

AOiVfi'<  360. 

Nachdem  hiemit  die  Behauptung  für  alle  Fälle,  wo  <p,  ^ a, 

streng  bewiesen  ist,  hat  man  ihr  gemäss  und  kraft  deB  Nächstvorher- 
gehenden vorerst  den  Satz: 
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0)  Wenn  der  Punkt  P gegen  die  zwei  Einzelspiegel  so  liegt, 

dass  i p,  ^ o,  so  ist  die  Zahl  der  Bilder  P'  eino  begrenzte  * , und 

zwar  ist  x die  grösste  uattlrliche  Zahl,  welche  die  nach  § 3.  zu  denkende 
Entwickelung  des  Winkelwertes  AOP,'<  180  macht. 

Ist  nun  Pt  im  Sinne  dieses  Satzes  das  letzte  der  Bilder  P\  so 
sind  für  den  Winkel  AOPx'  (der  immer  < 180)  als  drei  mögliche 
Fülle  zu  beachten 

< 

AOPx  — — 180  — 2«. 

> 

Für  jeden  dieser  drei  Falle  ist  jetzt  zu  zeigen,  dass  auch  ein 
Grenzbild  P"  sich  einstelle. 

1)  Ist  Winkel  AOPx'  < 180—  2«,  liegt  also  das  Gronzbild  Pi 
frei  ausserhalb  des  todten  Raumes,  so  ist  nach  § 4.  gemäss  ein  Bild 
Pi+i"  aus  ihm  herzuleiten;  aber  ein  Bild  Fx\i'  ist  so  gewiss  u. - 
möglich,  als  ein  Bild  Pz+ 1'  nicht  vorhanden  ist. 

Und  hiebei  hat  man  nach  § 3. 

Wkl.  BOPx+i  ■=  AO/V+2«,  d.  h.  < 180. 

2)  Ist  Winkel  AOPi  = 180  — 2«,  liegt  also  das  Gronzbild  P 
in  SB,  so  ist  (nach  § 4.)  zwar  kein  PM+ 1"  lierzulcitcn  aus  Pi,  wol 
aber  ein  Bild  Px"  aus  Px- 1';  und  man  erhält  hiebei 

Wkl.  BOPx  — AOPi  -f-2a,  d.  b.  <180. 

3)  Ist  Winkel  AOPx'~^>  180 — 2a,  so  sei  die  — positive  — Dif- 
ferenz 180  — AOP'  bezeichnet  mit  tp. 

Da  nun  gemäss  der  gemachten  Annahme  Pi  frei  innerhalb  des 
todten  Raumes  liegt,  so  ist  nach  § 4.  ein  Bild  P*+i”  unmöglich. 
Gewiss  aber  ist  die  Existenz  des  Px-i",  von  welchem  Pi  abstammt, 
und  fraglich  ist  nur,  ob  auch  noch  Punkt  Pi'  ein  Bild  sei.  Die 
Entscheidung  dieser  Frage  hängt  davon  ab,  ob  t gerade  sei  oder 
ungerade. 

Ist  x gerade,  so  besteben  nach  §3.  für  die  Punkte  Pi,  Px"  die 
Angaben 

Wkl.  AOPi  = (x  — l)2«  + <ps 
BOPx"  = (x  — l)2o  -f-ip,. 

Diese  lassen  (wegen  cp,  5 g’a)  erkennen,  dass  BOPi'  AOP,', 

somit  < 180;  und  man  sieht,  dass  Pi'  so  gut  wie  Pi  ein  Bild  von 
P sei. 
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Ist  aber  * ungerade,  so  hat  mau  vielmehr  die  Angaben 

Wkl.  A OP,'  — (*  — 1)2 a + 9>, 

HOP"  -=  (*—  l)2a+<p, 

somit 

BOP,"  = AOP,' + <p,— <p,. 

> 

Jenachdem  nun  <p2  — q>t  (immer  < 2o)  sich  = zeigt,  wird  der 

< 

> 

Winkel  BOP,"  (immer  < 360)  sich  — 180  finden.  Und  hieraus  ist 

< 

bei  unserer  Annahme  der  ungeraden  * in  aller  Stronge  zu  schliessen, 
dass  zu  Grenzbild  P,  auch  als  richtiges  Grenzbild  entweder  P,~ i" 
oder  P,"  hinter  dem  zweiten  Spiegel  sich  ergebe. 

Zu  jeder  der  eben  erörterten  Annahmen  1),  2),  3),  welche  die 
allein  möglichen  sind,  zeigt  sich  offenbar  eine  bestimmte  natürliche 
Zahl  y als  Ordnungszahl  eines  Grenzbildes  P," . 

Diese  Zahl  y,  entweder  =*  *-)-l,  oder  = *,  oder  —*  — 1 sich 
findend,  ist  auch  gewiss  die  grösste  natürliche  Zahl,  welche  den 
nach  § 3.  entwickelt  zu  denkenden  Winkelwert  BOP,"  < 180  macht, 
Denn  wenn  auch  noch  BOP,\ i"<180  sein  könnte,  so  könnte  ja 
Pr"  nicht  das  Grenzbild  sein,  als  welches  es  doch  erwiesen  wurde. 

Jetzt  die  Ergebnisse  vorstehender  Untersuchung  znsammenfassend 
erkenut  mau  für  jede  frei  innerhalb  des  Winkelspiegels  angenom- 
mene Lage  des  P (<p,  = <p,)  die  Giltigkeit  der  Sätze: 

> 

I)  ,. Sowohl  für  die  Bilder  P'  ergibt  sich  immer  eine  begrenzte 
, Anzahl  »,  als  für  die  Bilder  P"  eine  begrenzte  Anzahl  t>;  immer 
„nämlich  u als  die  grösste  natürliche  Zahl,  welche  den  nach  §3.  ent- 
wickelt zu  denkenden  Winkelwort  AOP„' 180  macht,  ™ und  v 
„als  die  grösste  natürliche,  welche  dasselbe  mit  Bezug  auf  BOP" 
„leistet“. 

II)  „Die  Ordnungszahlen  u und  v der  Grenzbilder  PM\  P"  sind 
„immer  entweder  einander  gleich  oder  nur  um  Eins  verschieden.“ 

Was  übrigens  die  Gleichheit  von  u und  v betrifft,  so  ist  schon 
aus  Obigem  und  späterhin  noch  genauer  zu  sehen,  dass  sie  nicht 
bloss  in  den  Fällen  mit  <p,  — tpi  eintreten  wird,  in  welchen  sie 
freilich  (wegeu  vorhandener  Symmetrieverhältnisse)  als  selbstverstftud- 
sich  sich  darbietet. 
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Anmerkung  1.  Sofern  in  obiger  Untersuchung  bei  vorkommen- 
dem Px-i"  die  Zahl  x gleich  Eins  würde,  wäre  natürlich  nnter  PQ" 
der  leuchtendo  Punkt  P selbst  zu  denken. 

Anmerkung  2.  „Der  obige  Hauptsatz  I)  bietet  bereits  eine  immer 
„zum  Ziel  führende  Methode  dar  zur  Auflösung  der  Aufgabe:  aus 
„gegebenen  Werten  von  2a,  <p1,  <p,  die  entsprechenden  Zahlen  « und 
„v  zu  ermitteln“. 

Will  man  z.  H.  u ermitteln,  so  ist  davon  auszugehen,  dass  u 
(bei  Pu)  entweder  eine  ungerade  Zahl  oder  eine  gerade  uj  sein 
muss.  Mit  Bezug  auf  die  erste  Möglichkeit  ist  gemäss  dem  § 3.  zu 
suchen 


u,  als  grösste  ungerade  Zahl,  welche  der  Ungleichung  genügt 

1)  (u,  — 1)  2a  -j-  qjj  < 180 ; 
mit  llezug  auf  die  andere  Möglichkeit  ist  zu  suchen 

u2  als  grösste  gerade  Zahl,  welche  der  Ungleichuug  genügt 

2)  (uj  — l)2a-f-qPs  < 180. 

Aus  1)  und  2)  ergibt  sich 

180-|-2a — ®. 

u,  = grösste  ungerade  Zahl  unter  dem  Quotientenwerte • 

l80+2ct — 

«*■=  grösste  gerade  Zahl  unter  dem  Quotientenwerte  \,a 

Von  den  zwei  hiemit  bestimmten  Zahlen  u,,  uj,  ist  die  grössere  für 
u zu  wählen. 

Man  bemerke  die  für  den  Fall  <pt  — qp,  + a sich  ergebende  Ver- 
einfachung. 


§ 6. 

Jetzt  vollkommen  davon  überzeugt,  dass  für  die  optische  An- 
wendung jede  der  Reihen  I),  II)  des  |3.  eine  begrenzte  sei,  wollen 
wir  auf  dio  genauere  Untersuchung  derselben  eingehen. 

Im  Sinne  der  Allgemeinheit  der  zu  erwartenden  Ergebnisse  lassen 

< 

wir  dahin  gestellt,  ob  qp,  — <ps  sei;  wir  halten  nur  immer  fest  die 

Voraussetzungen:  2a  zwischen  0 uud  180,  qp,  und  qp*  je  > 0, 
«Jh  + <Pt  “ 2a. 
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Zunächst  beschäftigen  wir  uns  mit  der  ersten  jener  Reihen, 
welche  die  Angaben  darbictet 

Winkel  AOP,'  -=  cp, 

AOPt'  = 2a  + cp, 

AOPa' 

AOPzm- ~~  (2m  — 2)2a-j-(p, 

A OPa„;  = (2m  — 1)2«  -f  cp„ 

AOPsm-t l'  = 2m.  2«  -J-  cp, 


Da  in  vorstehenden  Auswertungen  der  Reihe  nach  die  Winkel- 
werte  2«,  4«,  6a  ...  eine  so  ausgezeichnete  Rolle  spielen,  so  em- 
pfiehlt es  sich,  dieselben  zu  entsprechender  Darstellung  in  der  Orts- 
ebene der  Bilder  P'  zu  bringen.  — Zu  dem  Behuf  werden  auf  dem 
Halbkreisbogen  AiöW,  auf  welchen  die  sämmtlichcn  Bilder  beschränkt 
sind,  der  Reihe  nach  die  Punkte  £,,  Ls,  La  ...  L„  so  genommen, 
dass  die  einzelnen  Bogen  AL, , L,  LtL.s  ...  Z,„_i  L„  jo  gleich  2« 
seien,  (d.  h.  die  Gradzahl  2«  haben),  während  der  letzte  ent- 
weder auch  gleich  2«  ist,  oder  einen  unter  2a  liegenden  Wert  cu  hat. 
Jetzt  die  Radien  OL„  OLa  ...  OL„  eiugeführt,  so  sieht  man,  dass 
die  W'inkel  2«,  4«,  6«  ...  der  Reihe  nach  durch  die  WiukclfÄcher 
A OL, , AOLg,  AOL,  ...  dargcstellt  sind.  Zugleich  hat  man  vor  sich 
der  Reihe  nach  die  Wiukolfächer  AOL„  L,  OL,  ...  LH-\OLH,  L„OVl. 
Diese  zeigen  sich  so  wichtig,  dass  wir  sie  bezeichnen  wollen  als 
die  zu  dem  ersten  Spiegel  gehörigen  Hilfsfächer:  er- 
stes, zweites  ...  (n-f-l)tos.  Das  letztgenannte  heisse  auch  das  zu 
diesem  Spiegel  gehörige  Schlussfach. 

Sofern  nun  jeder  der  Winkel  cp,  und  cp2  einen  Wert  zwischen 
0 und  2a  hat,  so  sind  an  ihr  abwechselndes  Vorkommen  in  den 
obigen  Auswertungen  der  Winkel  AOP'  folgende  Bemerkungen  zu 
knüpfen. 

Zunächst  bei  dem  ersten  Hilfsfach  AUL,  ist  ersichtlich,  dass  das 
Bild  P,  frei  in  demselben  liegt,  so  zwar,  dass  sein  Fahrstrahl  OPt' 
von  dem  ersten  Grenzradius  des  Faches  um  cp,  abweicht. 

Sieht  man  auf  irgend  ein  Hilfsfach  ungerader  Ordnung  (2m — 1), 
welches  zwischen  den  Radien  OL^m-i  und  OLim- 1 liegt,  so  ergibt 
sich,  dass  P2m_j'  frei  innerhalb  solches  Hilfsfaches  liegt,  so  zwar, 
dass  O/Vm- 1 von  dem  ersten  Grenzradius  desselben  OLim-i  um  cp, 
abweieht. 
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Fasst  man  desgleichen  in’s  Ange  ein  Hilfsfach  gerader  Ordnung 
(2>n)  mit  Grenzradien  OLim-i,  Ol/tm , so  ist  zu  sehen:  /W  liegt 
in  demselben,  so  zwar,  dass  OPiJ  von  OLvm-i  um  qp3  abweicht. 

Sieht  man  endlich  auf  dass  Schlussfach  A»0H,  dessen  Ordnungs- 
zahl (n-f-1)  ist,  so  hat  man  zunächst  fllr  den  Fall  A»Ofl  = 2tr  zu 
bemerken , dass  jenes  genau  sich  verhalte  entweder  wie  ein  voran- 
gehendes Hilfsfach  ungerader  Ordnung  oder  wie  ein  vorangehendes 
gerader,  jenachdem  n + 1 ungerade  ist  oder  gerade.  Also  muss  in 
solchem  Fache  ein  Bild  P„+i  liegen  und  so  liegen,  dass  der  Fahr- 
strahl 0/»n'  dem  Fahrstrahl  OL,,  entweder  um  qp,  oder  um  qp, 
voraus  ist,  jenachdem  n-f-1  ungerade  ist  oder  gerade. 

Wenn  dagegen  der  Winkel  A» OB  eine  Grösse  u>  unter  2n  hat, 
dann  hat  mau  mit  den  Gleichungen 

A OLn  ■=  n . 2er 
AO'H  = n ,2o-(-  w 

zusammen 

entweder  AO/*;-i' = n.2a-f-qp,  bei  ungerader  n-j- 1 
oder  AOLn+i  — n . 2a -f-  qps  bei  gerader  n-f-1, 

und  cs  zeigt  sich  sofort:  das  Grenzbild  J Vji'  kommt  in  dem  Schluss- 
fache  dann  und  nur  daun  zu  Stande,  wenn  entweder  n-f-1  ungerade 
und  qz,  < »,  oder  wenn  n-f-1  gerade  und  ip2  < u;  und  der  Fahr- 
strahl OP»  ft'  weicht  von  dem  ersten  Grenzradius  OLn  dieses  Faches 
entweder  um  qp,  oder  um  qps  ab,  jenachdem  n-f-1  ungerade  oder 
gerade. 

Hienach  ergeben  sich  folgende  Sätze  über  Lage  und  Ordnungs- 
zahl jedes  einzelnen  Bildes  P\  insbesondere  des  Grenzbildes. 

I)  „Jedes  der  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  P'  liegt  frei 
„in  demjenigen  Hilfsfach  dieses  Spiegels,  welches  dieselbe  Ordnungs- 
zahl bat  wie  das  Bild;  und  der  Fahrstrahl  OP'  des  Bildes  weicht 
„von  dem  ersten  Grenzradius  des  Faches  entweder  um  qp,  oder  um 
„qps  ab,  jenachdem  die  Ordnungszahl  ungerade  ist  oder  gerade.  Das 
„Greuzbild  findet  sich  freiliegend  entweder  in  dem  Scblussfachc  oder 
„in  demjenigen  Hilfsfache,  welches  letzterem  zunächst  vorangeht.“ 

II)  „Ist  u die  grösste  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  des 
„Quotientenwertes  180:  2r  liegt,  und  wird  immer  unter  Pj  das  zu 
„dem  ersten  Spiegel  gehörige  Greuzbild  verstanden,  so  sind  über  seine 
„Ordnungszahl  u uud  seine  Lage  die  folgenden  Angaben  zu  machen.“ 

1)  Ist  180:2«  eine  ganze  (die  Eins  übertreffeude)  Zahl  n-f-1, 
so  ist  jedenfalls  » = n-f-1;  aber  man  hat 
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a)  bei  ungerader  n 

Winkel  AOPJ  ^ n.2a-\-<p„  d.  h.  auch  ®0/V  = <p, 

b)  bei  gerader  n 

Winkel  AOPu  = n.2«-f-qp„  d.  h.  anch  tÜOPu'  = q,t, 

2)  Wenn  die  Division  180:2«  einen  Rest  tu  lässt,  so  dass 
180  = n.2«-(- so  hat  man 

a)  bei  ungerader  n 

entweder  mit  t pt  a die  Angaben 

“ = » + l.  AOPJ  = n.2«-)-<pj,  H OPu'=a  — <ps 

» 

oder  mit  o>s  ^ tu  die  Angaben 

u “a*  ni  AOPu  — (n  — l)2«-f~9)i,  ÜOPur  =» 

b)  bei  gerader  n 

entweder  mit  ept  <!  °>  die  Angaben 

u“»+li  AOPu  — ».2«-|-qp„  «O/V  = o)  — ijp, 

oder  mit  t»  die  Angaben 

n = n,  AOPu  =”  (»  — l)2«-f“<Ps,  ÜX == 


Die  in  unsrem  § vorangestellte  Tafel  der  Winkel  AOP,'  und 
ihrer  Auswertungen  fordert  für  sich  zur  Vergleichung  von  je  zwei 
nächst  benachbarten  Gliedern  der  Winkelreihe  auf.  Da  ergeben  sich 
zunächst  folgende  Bemerkungen. 

Die  Differenz  AOP%'~ AOPt'  findet  sich  =(2o  — (p1)  + (ps=2y1; 
und  ganz  dasselbe  ergibt  sich  für  AOPim'—  AOPim-i.  Dagegen  die 
Differenz  AOP3' — AOPs'  findet  sich  = (2«  — <j>s) -f- <j>,  = 2<p, , und 
dasselbe  ergibt  sich  für  AOPim+i'  — AOPi„'. 

Man  erkennt  also  allgemein: 

III)  „Der  Bogenweg  von  einem  Bilde  P'  ungerader  Ordnung  zu 
„dem  nächst  folgenden  gerader  Ordnung  ist  immer  = 2ps ; dagegen 
„ der  Weg  von  einem  Bilde  gerader  Ordnung  zu  dem  nächst  folgeu- 
„deu  ungerader  Ordnung  ist  immer  =*  2qp,.“ 

ArcS.  d.  Math.  u.  Pbja.  2.  Keihe,  Teil  II.  2 
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Wird  auch  die  Summe  von  je  zwei  nächst  benachbarten  Glie- 
dern in  Betracht  gezogen,  und  beachtet  man  immer,  dass  <Pj+ips  = 2a, 
so  erhält  man  ein  bemerkenswertes  Ergebniss  bezüglich  der  Hälfte 
solcher  Summe.  Man  findet 

a)  \(AOPim-i'-\-AOPim'  ) = (2m  — l)2a  = AOLim-l 

b)  {(AOPim  -|- AOibm+j')  — 2m. 2a  =■  AOL^p,. 

Da  nun  nach  voriger  Nummer  III)  anzugeben  ist 

a')  \(AUl>i„'—AOI\m- 1')  = 
b')  UAOD^+i’-  AOiW)  = 

so  ergibt  sich  durch  Verbindung  einesteils  der  Angaben  a,  a',  an- 
dernteils  der  b und  b',  mit  Beiziehung  der  Linien  OL : 

IV)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  P'  liegen  symmetrisch 
„zu  der  Scheidelinie  OL  derjenigen  zwei  Hilfsfächer  des  ersten  Spie- 
gels, welchen  sie  selbst  einwohnen.  Von  dieser  Linie  nämlich 
„weichen  die  aus  O gehenden  Fahrstrahlen  solcher  Bilder  entweder 
„beide  um  <j>s  oder  beide  um  <pt  ab,  jenachdem  das  bezügliche  Bilder- 
„paar  entweder  besteht  aus  einem  Bilde  ungerader  Ordnung  mit 
„nächst  folgendem  gerader,  oder  aus  einem  Bilde  gerader  Ordnung 
„mit  nächst  folgepdem  ungerader.“ 

Das  heisst  auch : 

„Je  zwei  Bilder  Pi  und  Pzy\  liegen  so  gegen  einander,  wie 
„wenn  Pz\\  ein  Spiegelbild  von  Pi  wäre,  durch  einen  Planspiegel 
„hervorgerufen,  dessen  Ebene  mit  derjenigen  der  Geraden  OLz  und 
„UV  zusammeufiele.“ 

Wenn  man  bei  Betrachtung  der  vorangestellten  Tafel  endlich 
auf  irgend  zwei  solche  Glieder  sieht,  welche  nur  durch  ein  einziges 
zwischenliegcndes  getrennt  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  Dif- 
ferenz zwischen  solchen  immer  einfach  ■=  4a  sei.  Danach  besteht 
die  Angabe: 

V)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  P'  von  ungerader  Ord- 
„uung  haben  zwischen  sich  das  Bogenintervall  4a;  und  ebenso  je 
„zwei  nächst  benachbarte  von  gerader  Ordnung.“ 


Ganz  dieselbe  Art  von  Erörterung,  wie  sie  so  eben  für  die  Reihe  I) 
des  § 3.  durchgeführt  wurde,  ergibt  sich  mit  selbstverständlichen  Ab- 
äuderungen  für  die  dortige  Reihe  II),  welche  die  folgenden  Angaben 
darbieto*: 
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Winkel  ÜOP,"  =»  <p2 

BOP2"  =2«+^ 

BOPim—i"  = (2m — 2)2«  -f-  <p2 

BOPim"  = (2m — 1)2«  gPj 

ÖOftn)]  =2m.2«4'9>s 

Zu  diesen  Angaben  wird  mau  in  dem  Ortskreiso  der  Bilder  des 
Punktes  1’,  hinter  der  Spurlinie  OB  des  zweiten  Spiegels  der  Reihe 
nach  einführen  die  Radien  01tl,  OIt3  ...  OItM,  so  zwar,  dass  die 
Winkel  BORt  7f, ORt  ...  Q„_i Olt,,  jeder  gleich  2a  seien,  während 
der  zuletzt  sich  anschliessendo  RnO'ü  entweder  gleich  2a  ist,  oder 
eine  Grösse  io  unter  2a  hat.  Mau  erhält  demgemäss  zum  zwei- 
ten Spiegel  gehörige  Hilfsfächer,  die  den  ebenso  vielen 
und  ebenso  grossen  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  analog  sind;  man 
erhält  namentlich  auch  als  zum  zweiten  Spiegel  gehöriges 
Schlussfach  das  mit  RnOlS  zu  bezeichnende,  welches  immer  den- 
selben Winkel  2a  oder  w fasst,  wie  das  zu  dem  ersten  Spiegel  ge- 
hörige Ln01'..  Sofort  überzeugt  man  sich,  dass  für  die  Bilder  P" 
und  namentlich  für  das  Grenzbild  P,"  folgonde  Sätze  I a)  ...  V a) 
sich  ergeben  müssen,  welche  don  vorigen  I)  ...  V)  analog  sind. 

Ia)  „Jedes  der  zum  zweiten  Spiegel  gehörigen  Bilder  P"  liegt 
„frei  in  demjenigen  Hilfsfach  dieses  Spiegels,  welches  dieselbe  Ord- 
nungszahl hat  wie  das  Bild;  und  der  Fahrstrahl  OP"  des  Bildes 
„weicht  von  dem  ersten  Grenzradius  des  Faches  entweder  um  <ps 
„oder  um  <p,  ab,  jenaebdem  die  Ordnungszahl  ungerade  ist  oder  ge- 
„rade.  Das  Grcuzbild  findet  sich  freiliegend  entweder  in  dem  Schluss- 
„fach  oder  in  demjenigen  Hilfsfach,  welches  diesem  zunächst  vorangeht.“ 

II  a)  „Ist  n diu  grösste  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  des  Quo- 
„tientenwertes  ISO; 2a  liegt,  und  wird  immer  unter  Pt"  das  zu  dom 
„zweiten  Spiegel  gehörige  Grenzbild  verstanden,  so  sind  über  seine 
„Ordnungszahl  v nud  seine  Lage  die  folgenden  Angaben  zu  machen.“ 

1)  Ist  180:2a  eine  (die  Eins  übertreffende)  ganze  Zahl  »+1, 
so  ist  jedenfalls  v =-  n-f-1,  aber  man  hat 

a)  bei  ungerader  n 

Winkel  BOB,"  n.2a-f-<pj,  d.  h.  auch  SB  OiV'  = <ps 

b)  bei  gerader  « 

Winkel  BOP,"  — n . 2«-f  g>„  d.  h.  auch  !80/»"=  90,. 

s* 
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2)  Wenn  die  Division  180:2«  einen  Kost  <o  lässt,  so  dass 
180  = n.2«  + a>,  so  erhält  man 

a)  bei  ungerader  « 
entweder  mit  <jp,  < a die  Angaben 

v — n-J-1,  B OP,"  = n . 2o  -f- <pu  ® OP,"  — ro  — <j>l 

oder  mit  <p,  a die  Angaben 

v = «,  W'=(n-l)2«+i|P11  «30iV'=  ra  + g), 

b)  bei  gerader  n 

entweder  mit  (ps  < o>  die  Angaben 

v •=>  n+1,  BOP"  = n.2a  + <p2,  tyOP"  — a — <pt 

oder  mit  <j>,  o>  die  Angaben 

v = n,  HOP"  ~ («  - 1)2«  + vly  'HO Pr”  — a + g>2. 

lila)  „Der  Weg  von  einem  Bilde  P"  ungerader  Ordnung  zu 
„dem  nächst  folgenden  gerader  ist  immer  = 2g>,;  dagegen  der  Weg 
„von  einem  Bilde  P"  gerader  Ordnung  zu  dem  nächst  folgeudou  un- 
„gerader  ist  immer  = 2<p,.“ 

IV  a)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  P"  liegen  symmetrisch 
„zu  der  Scheidelinie  OB  derjenigen  zwei  Hilfsfächer  des  zweiten 
„Spiegels,  welchen  sic  selbst  oinwohnon.  Von  dieser  Linie  nämlich 
„weichen  die  aus  O gehenden  Fahrstrahlon  solcher  Bilder  entweder 
„beide  um  <p,  oder  beide  um  <ps  ab,  jenachdem  das  bezügliche  Bil- 
„derpaar  entweder  besteht  aus  einem  Bilde  ungeiader  Ordnung  mit 
„nächst  folgendem  gerader,  oder  aus  einem  Bilde  gerader  Ordnung 
„mit  nächst  folgendem  ungerader.“ 

Das  heisst  auch: 

„Je  zwei  Bilder  Px",  /»+ 1"  liegen  so  gegeneinander,  wie  wenn 
„Fsfi"  ein  Spiegelbild  von  P"  wäre,  durch  einen  Planspiegel  ber- 
„vorgerufen,  dessen  Ebene  mit  derjenigen  der  Geraden  ORx  und  UV 
„zusammentiele.“ 

V a)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  P"  von  ungerader 
„Ordnung  haben  zwischen  sich  das  Bogenintervall  4«;  und  ebenso 
,je  zwei  nächst  benachbarte  von  gerader.“ 
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Anmerkung.  Durch  leichte  Uoberlegung  ist  zu  finden,  wie 
manchfaltige  Constructioncu  aus  Sätzen  des  vorstehenden  § zu  ent- 
nehmen sind,  und  wie  weit  letztere  für  das  Verst&ndniss  der  Er- 
scheinungen an  parallelen  Spiegeln  sieh  verwerten  lassen. 


§ 7. 

Die  Sätze  des  vorigen  § sind  hinreichend,  um  alle  Fragen  über 
Zahl  und  Lage  zu  beantworten,  welche  auf  die  Reihe  der  Bilder  P' 
für  sich  allein,  oder  auf  die  Reihe  der  P"  allein  sich  beziehen 
mögen;  es  wird  sich  aber  auch  darum  noch  handeln, 
diese  zwei  Reihen  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung 
weiter  zu  untersuchen.  Dieser  Untersuchung  mag  nur 
noch  vorausgehen  einegenauercBetrachtungderLinien 
OL  und  OR , von  welchen  leicht  zu  erkennen  ist,  dass  sie  nicht 
bloss  die  Bedeutung  geometrischer  Hilfslinien , sondern  eine  eigene 
optische  Bedeutung  haben. 

Zuerst  nämlich  überzeugt  man  sich,  dass  die  Linie  OL„  hinter 
dem  ersten  Spiegel  liegend,  ein  diesem  zugehöriges  Bild  der  OB  sei, 
und  ebenso  zeigt  sich  die  OR, , hinter  dem  zweiten  Spiegel  liegend, 
als  ein  diesem  zugehöriges  Bild  der  OA. 

Von  der  in  § G.  gegebenen  Vorschrift  für  die  Construction  der 
» Linien  OL  und  der  ebenso  vielen  OR  ergibt  sich  nun  erstlich  eine 
Reibe  von  Gleichungen,  die  auf  wiederholte  Abbildungen  OL, , OR3, 
OL3,  OR 4 ...  von  OB  sich  beziehen: 

Winkel  BOA  = 2«  = AOL, 

LtOB  = 4a  = BOR s 
R,OA  -=  6a  = AOL3 
L3OB  = 8«  = BOR, 


zweitens  eine  Reihe  von  Gleichungen,  die  auf  wiederholte  Abbildungen 
OR „ Oi„  OR3,  OL 4 ...  von  OA  sich  beziehen 

Winkel  AOB  = 2a  = BOR, 

R,OA  = 4a  — AOLt 
L%OB  = 6«  = BOR., 

R3OA  ■=  8a  — AOL, 
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Dazu  gewinnt  man  leicht,  nach  der  Weise  des  § 5.  schliessend  die 
Ueberzengnng,  dass  die  Linien  OL  und  die  OR  zusammongenommen 
alle  diejenigen  seien,  in  welchen  überhaupt  die  OA  und  OB  sich 
abbilden  können;  immer  unter  n die  grösste  natürliche  Zahl  ver- 
standen, welche  unterhalb  des  Quotientenwertes  180:2a  liegt. 

Daher  ist  mit  völliger  Bestimmtheit  zu  behaupten: 

I)  „In  Gestalt  der  Radien  0LX  . . . OL*  hat  man  sämmtliche 
„Bilder,  welche  der  erste  Spiegel  (UVA)  von  den  Linien  OA  und 
„0/i  geben  kann,  so  zwar,  dass  eino  Linie  OLx  als  Bild  von  OB 
„oder  OA  erscheint,  jenachdem  x ungerade  oder  gerade.  — Ebenso 
„in  Gestalt  der  Linien  ORi  ...ORn  hat  man  sämmtliche  Bilder,  welche 
„der  zweite  Spiegel  von  den  Linien  OA , OB  geben  kann,  so  zwar, 
„dass  eine  Linie  ORx  als  Bild  von  OA  oder  OB  erscheint,  jenachdem 
„x  ungerade  oder  gerade.“ 

An  diesen  Satz  knüpft  sich  mit  leichter  Begründung  der  weitere. 

II)  „Von  den  Spiegeln  UVA,  UVB  erhält  man  als  ihre  sämmt- 
„lichen  zu  dem  ersten  Spiegel  (UVA)  gehörigen  Abbildungen  die  n 
„Scheinspiegel  UKLX,  UKLX , UKLS  ...  so  zwar,  dass  ein  Schein- 
Spiegel  UVLz  immer  eine  Abbildung  von  UVB  oder  UVA  ist,  je- 
„nachdem  x ungerade  oder  gerade.  — Und  von  denselben  Spiegeln 
„UVA,  UVB  erhält  man  als  ihre  sämmtlichen  zu  dem  zweiten  Spiegel 
„(UVB)  gehörigen  Abbildungen  die  n Scheinspiegel  UVR, , UVRt, 
„ UVR3  ...  so  zwar,  dass  ein  Scheinspiegel  UVRX  immer  eine  Ab- 
bildung von  UVA  oder  UVB  ist,  jenachdem  x ungerade  oder  gerade“. 


§ 8. 

„Bezüglich  der  Linien  OL,  OR  ist  jetzt  angezeigt,  auch  dio  Lago 
„dor  einen  Reihe  gegen  die  andere  in’s  Auge  zu  fassen“. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  OL , ...Ol*  der  Reihe  nach  zu  den 
„OR,  . . . ORn  symmetrisch  sind  mit  Bezug  auf  Axe  MOtyt. 

Weitere  Bestimmungen  werden  davon  abhängig  sein,  wie  weit 
die  zwei  letzten  Olk,  Oru  vorgeschoben  sind,  beziehungsweise  gegen 
OS1,  O'i)  hin.  Das  hängt  selbst  davon  ab,  ob  dio  Division  180:  2a 
(welche  jedenfalls  die  Zahl  n liefern  muss)  entweder  aufgehe  oder 
einen  Rest  <a  lasse.  Bei  letzterem  sind  die  drei  Möglichkeiten 
> 

tu  = a zu  unterscheiden,  sind  beziehungsweise  durch  die  Angaben 

< 

c»  — a-j-ea,  <o  =>  a,  cs  = a — ca  darznstellen , wo  e jeden  positiven 
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echten  Brach  bedeutet.  Dieses  berücksichtigt,  so  orhält  man  vier 
charakteristisch  verschiedene  Angaben: 

1)  Ist  180—  (n-fl)2a,  so  ist  die  Ol,  in  der  Lage  OB  zu 

linden,  die  OR,  in  o®,  Dje  zwei  Reihen  der  Linien  Ol  und  OR 
sind  also  völlig  getrennt,  zn  verschiedenen  Seiten  der  Axe  MO  jft, 
während  dagegen  die  zwei  Schlussfächer  L„Ol j,  8 vollständig  Zu- 

sammenfällen (jedes  = 2a). 

2)  Ist  180  — n . 2a -(- (a -j- c“) , so  fallen  OL,  und  ORn  beide 
frei  zwischen  Oil  und  058,  übrigens  näher  an  OB,  OR,  näher 
an  OV1.  Die  zwei  Reihen  der  Linien  OL  und  OR  sind  auch  nun 
völlig  getrennt  durch  die  Axe  M02R , die  von  keiner  erreicht  wird. 
Die  zwei  Schlussfächer  aber  haben  das  Winkelfeld  L,OR,  (—  2 ea) 
und  nur  dieses  gemeinschaftlich. 


3)  Ist  180  — n.2a  + a,  so  sind  OL„,  OR,  vereinigt  in  der 
Linie  03K,  in  welcher  also  die  zwei  Reihen  (sonst  getrennt  wie  sie 
sind)  zusammenstossen.  Die  zwei  Schlussfächer  haben  die  Linie  OäJl, 
und  nur  diese,  gemeinschaftlich. 

4)  Ist  180  — n.  2a-\-(a  — ea),  so  fallen  immerhin  Ol,  und  OR, 
frei  zwischen  Oil,  04),  aber  OL,  näher  an  Oil,  OR,  näher  an  04). 
Jede  der  zwei  Linienreihen  OL,  OR  greift  über  die  Axe  A/oSJi  hin- 
über. Die  andere  hinein.  Die  zwei  Schlussfächer  sind  völlig  getrennt 
durch  das  Winkelfeld  L,OR„  welches  (=  2ca)  zwischen  ihnen  liegt. 

Sofern  nun  aber  das  Grenzbild  P,  des  Punktes  P in  das  Schluss- 
fach L,Oll  fallen  kann,  aber  nicht  muss,  und  das  Grenzbild  P"  in 
das  Fach  L,Oiö  fallen  kann,  aber  nicht  mnss:  so  ist  gemäss  Obigem 
auch  bezüglich  der  Bilder  P‘  und  P"  zu  denken,  dass  für  ihre  wei- 
tere Untersuchung  es  von  Bedeutung  sein  müsse,  überall  jeno  vier 
Fälle  zu  beachten , in  welchen  der  Quotient  180 : 2a  sich  befinden 
kann. 


Anmerkung  1.  Zu  den  Gleichungen,  welche  als  charakteristisch 
in  den  obigen  Fällen  2,  3,  4 auftreten,  ist  eine  Bemerkung  zu  machen, 
welche  auch  weiterhin  zu  berücksichtigen  ist,  wo  es  sich  darum  han- 
deln wird,  die  ganzen  Zahlen  n und  2»  mit  Bezugnahme  auf  die 
Quotienten  180:2a  und  360:2a  auszudrücken. 


Sofern  ein  solcher  Quotient  ein  unechter  eigentlicher  Bruch  ist 
soll  (nach  sonst  üblicher  Weise)  die  grösste  in  ihm  enthaltene  ganze 

[1801  F3601 

-5-  ’ I ~2tt  I dargestellt  werden.  Nun 

ist  zn  sagen 
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also 


ad  2)  Da  hier  180  = n.  2a -|-(a -)-«>),  so  ist 

n+6+!)’  ?-=2n+i+e 


180 
2a  ' 


-RfJ-  —ET 


ad  3)  Da  hier  180  — n.2a-|-a,  so  ist 

360 

2a 


180 

“2a 


«+*,  ^”2»  + l 


also 


ri8°i 

” “ L 2«  > 


o 360  , 

2«=  2«-!. 


also 


ad  4)  Da  hier  180  = n.2a  + (a  — ea),  so  ist 

n+(ä~§)'  + 

»-m  ms 


180 

2a 


Anmerkung  2.  Die  Angaben  des  obigen  § sind  natürlich  auch 
massgebend  für  das  volle  Verständniss  des  Auftretens  der  zu  den 
Spiegeln  UV'A,  UVB  sich  gesellenden  Schcinspiegel. 

Mit  Bezug  hierauf  ist  dem  ersten  der  dort  unterschiedenen  Fälle 
cino  besondere  Wichtigkeit  zuzuschreiben. 

Seine  genaue  Betrachtung  führt  auf  folgenden  bemerkenswerten 


Lehrsatz. 


Wenn  zwei  wirkliche  Planspiegel  UVA,  UVB  zwischen  sich  einen 
hohlen  Winkel  haben,  der  als  aliquoter  Teil  von  180°  sich  darstellt 
180 


, so  gilt  die  Behauptung:  in  der  über  UV  hinausgehenden 


n-j-1 

( UVB  1 

Erweiterung  des  wirklichen  Spiegels  \ ^ > sieht  man  einen  Schein- 

spiegcl,  welcher  als  eine  zn  dem  Spiegel  gehörige  Abbildnng 

(entweder  des  Spiegels  UVB  oder  des  UVA  1 , . 

(entweder  des  Spiegels  UVA  oder  des  UVB  ) orkannt  wlrd’  jenacl1' 
dem  n ungerade  oder  gerade  ist. 

,.Man  sieht  leicht,  dass  nnd  wie  dieser  Satz  sich  benutzen  lasse 
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„um  einen  vorgeblichen  Wiukel  von  --  | ^ auf  diese  Grosso  zu  prü 
„fen,  oder  einen  Winkel  von  dieser  Grösse  herzustcllen“. 


§ 9. 

„Wenn  wir  jetzt  näher  auf  die  gegenseitige  Beziehung  eingohcn 
„wollen,  welcho  zwischen  den  Bildreihen  P'  und  V"  stattfindot,  so 
„wird  es  hauptsächlich  darum  sich  handeln,  die  Sätze  II)  und  II a) 
„des  § 6.  zu  verbinden“. 

Bei  Einleitung  dieses  Geschäfts  zeigt  sich  sofort,  dass  überall 
Rücksicht  zu  nehmen  sei  auf  das  Verhältniss  der  Winkel  <p:  und  <pa 
zu  2«  und  zu  dem  etwa  auftretenden  w.  Hiedurch  wird  man  darauf 
hingeleitet,  dass  man  behufs  grösserer  Uebersichtlichkeit  und  Klar- 
heit der  Darstellung  eine  Teilung  der  Arbeit  vorzunehmen  habe,  so 
zwar,  dass  zunächst  der  Fall  <p,  — <Pi  — « erörtert  werde,  dann  erst 

die  Behandlung  der  übrigen  Fälle  mit  qj,  ^ <?.,  kommen  solle. 

Für  alle  Fälle  mag  übrigens  die  Bemerkung  vorausgeschickt 
werden.  Sofern  die  Ordnungszahlen  «,  v zusammengehöriger  Gronz- 
bilder  7’,,',  1\"  gewonnen  sind,  hat  mau  freilich  in  Gestalt  der  Summe 
w- (—  v die  Gesamratzahl  aller  zusammengehörigen  Bilder  P'  und  P" 
Will  man  aber,  wie  hier  geschehen  soll,  mit » die  Gesammtzahl  aller 
mit  dem  Auge  zu  unterscheidenden  Bilder  des  P bezeichnen,  so  ist 
die  Angabe  «=■«-)-»  nur  daun  zu  machen,  wenn  keine  zwei  Bilder 
vereinigt  sind.  Dagegen  wird  — 1 anzugeben  sein,  wenn 

(wie  es  Vorkommen  wird)  ein  einziges  Bild  P'  mit  einem  einzigen 
P"  zur  Vereinigung  gelangt.  — Dieser  Sinn  der  Bezeichnung  t soll 
in  der  weiteren  Darstellung  durchaus  festgohalten  werden. 


§ 10. 

Um  jetzt  die  Annahme  qp,  = qps  = a vollständig  zu 
discutiren,  so  hat  mau  ihr  gemäss  den  Punkt  P (nebst  P0)  in 
der  ausgezeichneten  Lage  37;  es  bandelt  sich  also  um  die  Abbildungen 
37',  M"  eben  des  Punktes  37,  für  welche  die  nach  § 3 I),  II)  zu 
bildenden  Winkelangaben  einfach  lauten 

I. 

Winkel  A037/=  a 
AOMi"—  3a 
AOM3‘  ba 
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AOMx  — (*  — l)2a  + a 
II. 

Winkel  00m/'—  a 
BOM 3« 

BOM/’  = 6a 

BO  Mt  = (z  — 1 )2a  -j-  a 


Man  bemerkt,  dass  die  xtc  Angabe  unter  I),  wie  unter  II)  ihre 
Form  nicht  ändert,  ob  nun  z ungerade  ist  oder  gerade.  Man  mag 
auch  bemerken,  wie  sehr  hienach  bei  der  Annahme  Ti  “ <Ps  “ « die 
Untersuchung  des  § 5.  und  die  Lösung  der  in  dortiger  Anmerkung 
behandelten  Aufgabe  sich  vereinfacht  hätte. 

Sowol  aus  vorstehenden  Winkelangaben  als  aus  dem  in  § 6.  dar- 
gelegtun  entnimmt  man  die  Richtigkeit  der  sofort  zu  machenden,  mit 
bisheriger  Bezeichnungsweisc  auszusprecheuden  Angaben. 

Sofern  OLn  die  letzte  der  Linien  OL  ist,  so  erhält  man  als  zum 
ersten  Spiegel  gehörige  Bilder  des  M jedenfalls  die  n Bilder  M /, 
J/j'  ...  MH'  der  Reihe  nach  in  den  Halbirungslinien  der  Winkel 
AOLlt  L1ols  ...  Ln-\OLn  d.  h.  in  Mitten  der  n ersten  Hilfsfächer, 
die  zu  dem  ersten  Spiegel  gehören.  Ein  weiteres  Bild  Af„+i'  findet 
sich  innerhalb  des  Winkels  LnOi I (im  Schlussfach  des  ersten  Spie- 
gels) dann  und  nur  dann,  wenn  dieser  Winkel  entweder  = 2a  oder 
doch  >a;  denn  nur  in  jedem  dieser  zwei  Fälle  ist  Winkel  Mn' OMn +i' 
in  der  Grösse  2a  und  so  zu  construireu,  dass  Radius  OMn±\'  frei 
innerhalb  des  Winkels  L„Oü  fällt,  somit  (vgl.  § 4.  und  3.)  einen 
letzten  brauchbaren  Ort  für  ein  Bild  Af„+i'  abgibt.  — Hienach  is^ 
leicht  auch  zu  übersehen,  wie  die  zum  zweiten  Spiegel  gehörigen1 
Bilder  M"  in  den  bezüglichen  Hilfsfächern  dieses  Spiegels  sich  er- 
geben. Es  sind  ihrer  ebenso  viele  wie  der  Bilder  M’,  und  je  zwei 
gleichbezifferte  Bilder  Mx'  , Mr"  liegen  symmetrisch  zu  der  Geraden 
MO% J(,  wonach  auch  die  zwei  Bogenwege  21  Mx\  ©A/x”  einander  gleich 
gefunden  werden. 

Will  man  noch  Genaueres  über  die  Bilder  M',  M"  ermitteln, 
so  sind  bezüglich  des  Quotienten  180:2a  die  vier  in  § 8.  hervor- 
gehobenen Fälle  zu  unterscheiden.  Diese  Unterscheidung  durch- 
führend,  kann  man  für  jeden  Fall  zunächst  gemäss  den  Sätzen  II) 
und  II a)  des  § 6.  die  gemeinschaftliche  Ordnungszahl  u der  beiden 
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Grcnzbildcr  M„\  M, H"  angeben  — bestimmt  mit  Rücksicht  auf  den 
Quotienten  180:2k  und  den  etwa  mitspielenden  Divisionsrest.  Zu- 
gleich bietet  sich  dar  der  absolute  Wert  jedes  der  gegenläufigen  und 
gleichgrossen  Bogenwege  S1A/«',  und  bienach  ist  nicht  bloss 

die  genaue  Lago  jedes  der  zwei  Grenzbilder  bekannt,  sondern  auch 
die  Lage  des  jedenfalls  in  Bi  halbirten  Bogenweges  Af«\  M„"  zu 

finden.  Denn  jenachdcm  HA/»'  -f-  18  A/»''  ^ 2k  sich  darbietet,  ist 

absolute  Bogenlänge  MU'MU"  = ± { 2«  — 
anzugeben,  während  die  etwa  zutreffende  Gleichung 
SU/»'  + '8M„"  = 2k 

offenbar  auf  A/„'Af„"=*  0 führt  und  die  Vereinigung  der  zwei  Bilder 
M,,',  A/„"  in  Bi  anzeigt. 

An  die  gedachten  Angaben  ist  auch  die  vollkommene  Anschauung 
der  gegenseitigen  Lage  der  zwei  Bildorreiheu  (.'/’)  nnd  (M" ) zu 
knüpfen,  endlich  die  Zahl  « entweder  ■=*  2»  oder  = 2u — 1 anzu- 
geben und  in  passendster  Form  (vgl.  § 8.  Anmerkung)  zu  entwickeln. 

Geht  man  nun  die  einzelnen  Fälle  in  Kürze  durch,  so  zeigt  sich 
Folgendes. 

Erster  Fall:  180  -=  («-f*l)2«,  oder  360:2k  2n-|-2. 

Man  erhält 

u — n + 1 — 180:2k 

VIM„'  s=  k "=*  SIBi, 
mfu  - k = BBi, 

= 0. 

Die  Grcnzbildcr  M»,  Mj'  sind  in  'Bi  vereinigt.  Die  zwei  Bilder- 
reihen stossen  in  Bi  zusammen,  während  sic  im  übrigen  getrennt 
liegen.  Somit  aus 

2u  ■=  2«  + 2 ■=*  360:2k 

folgt 

s = 2u  — 1 — (360:2k)  — 1. 

Die  hiehcr  gehörigen  Wcrto  von  2k°  sind  alle  zu  entnehmen  aus 
der  Reihe 


90°;  60°;  45**;  36°;  30°;  25,  7 ...  »;  ... 
deren  allgemeines  Glied  ist 

180°  , 360°  . „ „ 

i+1  oder  £+5  m,t  x = 1’  2’  3’  4 ••• 
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Zweiter  Fall:  180  = n.2«+(o  + c«),  oder  360  : 2a  -= 
(2n  -f- 1)  -j-  e. 

Man  erhält 

" = " + 1“[S]  + 1 

%MJ  = ea 

MU’MU"  ■=  2(a  — ea). 

M„'  liegt  zwischen  SI  und  31?,  Mn"  zwischen  lö  und  3)?. 

Jede  der  zwei  Bilderreihen  greift  über  3Ji  hinaus.  Kein  Bild  M' 
ist  mit  einem  M"  vereinigt.  Also 

*”  2»-=  2»+2  = ^j  + l. 


Dritter  Fall:  180  = n.2a-f- a,  oder  360:2a  = 2k  + 1. 
Man  erhält 


Vif»'  = = 2a 

il„’  M»  = 2a. 


M„‘  liegt  in  $*,  M„"  in  VI.  Jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Er- 
reichung des  Punktes  3k  auf.  Kein  Bild  M'  mit  einem  M"  ver- 
einigt. 

» = 2m  =■  2n  — (360:2a) — 1. 


Die  hicher  gehörigen  Werte  von  2a°  sind  alle  zu  entnehmen  aus 
der  Reihe 

120°;  72»;  51,  42  ...  40°  ... 


deren  allgemeines  Glied  ist 


V ierter 

2m  -(-  (1  — c). 


360« 

2*  + l 

Fall:  180 


mit 


x = 1,  2,  3 ... 
n . 2a  (a  — ea) 


oder 


360  : 2a  — 


Man  erhält 


Vif»  — *A/„''  -=  2a  — ea 
M»M»  = 2(a  — ea). 

M„'  liegt  zwischen  8 und  21?,  M»"  zwischen  81  und  21?.  Jcdo  der 
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zwei  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  SW  auf.  Kein 
Bild  M'  mit  einem  M"  vereinigt. 


» = 2u  — 2«  = 


Angesichts  obiger  Angaben  mag  nur  Folgendes  noch  besonders 
hervorgehoben  werden. 

I)  „In  jedem  Fall  werden  die  Grenzbilder  Mu"  beide  im 
„todten  Baum  gefunden.  Die  Grenzlinien  OB,  OSÖ  desselben  er- 
reichen sic  dann  und  nur  dann,  wenn  180:2b  den  Rest  « lässt, 
„d.  h.  360:2«  eine  gauze  ungerade  Zahl  ist;  hiebei  jo  das  zu  dem 
„einen  Spiegel  gehörige  Grenzbild  in  der  Ebene  des  andern  Spiegels 
„(in  seiner  Spurlinie)  erscheinend“. 


II)  Die  Vereinigung  zweier  Bilder  M',  M"  kommt  dann  und 
„nur  dann  zu  Staude,  wenn  180:2a  eine  ganze  Zahl,  d.  h.  360:2« 
„eine  gerade  Zahl  ist ; da  sind  die  Gi  cuzbilder  A/i,',  Af„"  in  SW  ver- 
einigt. Die  grösste  Oeffuuug  des  Winkelspiegols,  durch  die  solche 
„Vereinigung  horbeigefilhrt  wird,  ist  die  von  90°“. 


Anmerkung.  Die  zu  den  Fällen  1 und  3 erhaltenen  Reihen 
der  Werte  von  2«  sind  zu  verbinden  zu  der  Reihe 


120»;  90»;  72»;  60»;  51,42»...;  40»;  ...  ... 

Um  an  sie  die  den  Fällen  2,  4 entsprechenden  Werte  zuknüpfeu, 
hätte  man  vor  ihren  Anfang  alle  zwischen  180»  und  1209  liegen- 
den Werte  zu  stellen,  sodann  aber  zwischen  je  zwei  weiteren  nächst- 
benachbarten Gliedern  alle  möglichen  Zwischenwerte  einzuschalten. 


§ 11. 

„Jetzt  wollen  wir  der  Aufgabe  näher  treten,  die  Sätze  II)  und 
„II a)  des  § 6.  in  dem  Sinne  zu  verbinden,  dass  vollkommene  Klar- 
heit über  alle  diejenigen  Fälle  verbreitet  werde,  wo  die  Winkel  g>, 
„und  <p4  ungleich  sind“;  hiebei  die  feste  Bestimmung  treffend,  dass 
der  kleinere  von  beiden  der  mit  <pt  bezeichnete  ( POA ) sei. 

Für  die  Ausführung  gedachter  Verbindung  ist  es  nun  wesentlich, 
nicht  nur  die  in  § 6.  betonte  Unterscheidung  der  geraden  und  der 
ungeraden  n fest  zu  halten , sondern  auch  für  den  Rest  o> , wo  er 
vorkommt,  die  drei  Möglichkeiten  o>  =■«-)-  ea,  to  = «,  o>  = « — e« 
in  derselben  Weise  zu  berücksichtigen,  wie  schon  im  § 8.,  dann  in 
§ 10.  mit  grösstem  Nutzen  geschehen  ist.  — Ist  nämlich  to  = « + e«, 
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so  weisen  die  Sätze  II)  des  § G.  darauf  hin,  dass  man  für  <PjO«) 

unterscheide,  ob  entweder  <C  ° -f-  ea,  oder  <p„  a-}-«a,  woran 

die  entsprechenden  Angaben  für  <p,  (gemäss  der  Gleichung  <p,  -f-  <ps 
= 2a)  sich  knüpfen. 

Ist  aber  ta—  o — ea,  so  verlangen  jene  Sätze  vielmehr,  dass  bei 
« o)  unterschieden  werde  , ob  entweder  <p,  < « — ca  oder 

9p,  ^ a — ca;  woran  die  entsprechenden  Angaben  über  qps  zu  knüpfen 

sind.  Wird  Solches  beachtet,  so  überzeugt  man  sich,  dass  es  zwölf 
charakteristisch  verschiedene  Fälle  sind,  die  wir  noch  zu  erörtern 
haben;  und  dieselben  sind  gemäss  dem  Gesagten  mit  ihren  Cbarak- 
terisirungeu  aufzuführcu  wie  folgt: 

1)  180  = (n-j-l)2a,  n ungerade 

2)  180  «=  (»»  + 1)2b,  n gerade 

3)  180  — « . 2a  -j-  (ß  -f-  ea),  » ungerade,  <p2  < a -f-  ea 

4)  180  — n,2a-j-(a-)-ea),  « ungerade,  g>8  ^>a-|-ea 

5)  180  = n.2a-|-(a-|-ea),  « gerade,  <p8  <C  a-j-ca 

6)  180  = n . 2a  -J—  (« — (—  ca),  n gerade,  q p8  a+ca 

7)  180  = n.2a-f-a,  n ungerade 

8)  180  = n . 2a  -J-  a,  « gerade 

9)  180  = n.2a-{-(a  — ea),  n ungerade,  qpx  a — ea 

10)  180  = 7i'2a-|-(a  — ea),  n ungerade,  <p,  <a-«a 

11)  180  =■  n.2a  + (a—  ea),  n gerade,  qp,  a — ea 

12)  180  = n.  2a-j-(a  — ea),  n gerade,  <px  < a — ea. 

Für  joden  dieser  Fälle  ist  die  Bestimmung  der  Zahlen  u und  v 
aus  den  entsprechenden  Angaben  der  Sätze  II)  und  II  a)  des  § 6. 
sofort  zu  entnehmen;  so  auch  die  der  absoluten  Werte  der  (gegen- 
läufigen) Bogeuwege  'HP,,'  'i)Pv".  — Der  für  »IfV  sich  darbietende 
Wert  wird  für  den  Punkt  P«  sogleich  die  Entscheidung  darüber 
geben,  ob  derselbe  frei  innerhalb  des  todten  Baumes  (W.  SIO'B), 
oder  auf  der  Grenze  (O-B)  desselben,  oder  frei  ausserhalb  liege,  da 

< 

diesen  drei  Lagen  beziehungsweise  die  Angaben  BF,,'  — 2a  entspre- 
chen; und  ebenso  dient  die  Wertangabe  von  SB P,"  mit  Bezug  auf  den 
Punkt  P".  — Aus  den  Werten  beider  Bogenwege  muss  dann  immer 
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sowol  die  Länge  des  Bogens  PJP",  als  die  (wie  sich  zeigen  wird) 
so  sehr  bemerkenswerte  Lage  seines  Halbiruugspunktes  zu  ermitteln 
sein.  Letztere  Anfgabe  hat  natürlich  keine  so  einfache  Lösung,  wie 
sie  im  § 10.  unter  den  dortigen  einfacheren  Umständen  sich  dar  bot; 
erstere  kann  immerhin  nach  der  dortigen  Methode  auch  behandelt 
werden.  — Für  gegenwärtigen  § mag  als  allgemeine  Methode  der 
Auflösung  beider  Aufgaben  zumal  empfohlen  werden  die  fol- 
gende. Man  benutzt  die  absoluten  Werte  der  gegenläufigen  Bogeu- 
wege  3 Pj,  9)JV,  um  aus  ihnen  für  die  beiden  Punkte  Pu',  P"  so- 
wol die  absolute  Differenz  als  die  Summe  von  zwei  gleichläufigen 
Bogenwegen  herzuleiteu,  durch  welche  sie  von  einem  und  demselben 
der  Punkte  ¥1,  © aus  erreicht  werden.  Jene  Differenz  ist  eben  die 
Bogenlänge  PjP"  selbst;  die  gedachte  Summe  oder  vielmehr  ihre 
Hälfte  lässt  sofort  die  Lage  des  fraglichen  Halbirungspuuktes  erken- 
nen. — Uebrigens  gestatten  verschiedene  der  jetzt  zu  behandelnden 
zwölf  Fälle,  je  nach  ihrer  Eigentümlichkeit  eine  einfachere  Erledi- 
dung  der  gedachten  Aufgaben;  wie  man  sich  sogleich  überzeugen 
wird. 

Erster  Fall:  180  *=*  (»i-)-l)2<r,  oder  360: 2a  = 2« -f- 2,  mit 
ungerader  n. 

Man  findet 

u = n-j-l  = 180:2«,  «iV  = g>,  — SPJj 
» =n+l,  ©P."  = <ps  = ©© ; 

d.  h.  Pu,  Pt"  vereinigt  in  ©. 

u-j-o  = 2n-)-2 
, = u + e — 1 — (360:2«)— 1. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2«  sind  zu  entnehmen  aus  der 
Reihe 

90°;  45°;  30°;  22,  5»  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist  180°:(*-}-l)  mit  * = 1,  3,  5 ... 

Zweiter  Fall:  180  ==  (n-|-l)2rt,  oder  360:2a  = 2«-j-2,  mit 
gerader  n. 

Man  findet 

u = „-fl  « 180:2«,  «i>„' - cp,  = »$0 
v — n -f 1,  ©P„"  = q>t  = ©©„ ; 

d.  h.  Pu' , Pt"  vereinigt  in 

u -j-  v “ 2n  *f  2 

* = u-f  w — 1 = (360: 2«)  — 1. 
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Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2«°  zu  entnehmen  aus  der 
Reihe 

• 60»;  36°;  25,  71°  20°  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist  180°:(*  + 1)  mit  * — 2,  4,  6 ... 

Dritter  Fall:  180  — «.  2« + («-(-««),  oder  360:2«  — 2n+l-(-e, 
mit  ungerader  n; 

«Ps  <«  + ««,  < p,  >«—««. 

Man  findet 

» = » + 1 = r^j  + l,  8lP„'  = « + «<*  — <jp2  < 2« 
e — n-|-l,  ©P,,"=  a-J-ea — qp,  <^2«; 

d.  h.  P„',  Pr",  beide  frei  innerhalb  des  todten  Raumes. 

Mit  Hilfe  von 

ISP,,'  = 2«  — 81 /V  — « — ««  -f-  9PZ 

kommt  auch 

©P„'+©P/'  = 2<pt  = 28© 

8P„'—  ©P„"  - 2«  — 2««; 

d.  h.  Bogen  Pu' Pc"  halbirt  in  ©,  seine  Länge  = 2(«  — ca). 

Aus  8P«' > 8P,"  sieht  man,  dass  jede  der  'zwei  Bilderreihen 
über  '41  hinausgreift  in  die  andere  hinein.  Kein  Bild  P’  mit  einem 
P"  vereinigt. 

2n  + 2 = f^>]  + l- 

Vierter  F all:  180  = ».  2« + (a -{-««),  oder  360:2«  — 2«-f-l-}-e, 
mit  ungerader  «; 

<pa  « -J-  e«,  <Pi  ^ « — ««. 

Man  findet 

“ = « = [^)],  »P«'=  o+««+<ps  > 2« 

e>  — «-J-1,  ©45,/'=«-}-««  — <p,  <C  2«; 

d.  h.  Pu  frei  ausserhalb  des  todten  Raumes;  Pc"  frei  innerhalb. 

Mit  Hilfe  von 

8 \P,"  = 2«  — ©Pt"  = « — ««  + ?, 

kommt  auch 

8P„'  + «P„"  = 4«  - 28© 

«/*«'-  21  Pt"  ~ 2«  + 2e«  - 2 <f, ; 

d.  h.  Bogen  P„'P,"  halbirt  in  8,  seine  Länge  = 2(«  + ««  — ?>,). 
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Jode  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  © 
auf.  Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

» + „ =2* -fl  ~ [j^j. 

Fünfter  Fall:  180  = » . 2« -f- (a -f- ca),  oder  360 : 2a «=» 
mit  gerader  n; 

cp$  a -f-  ca,  <pt  a — ca* 

Man  findet 

»=„  + l = [fj  + 1,  817’,,'.=  a + ea  — ip,  < 2ß 
v = n -f- 1 87V  = b -f-  tia  — qp2  2a 

d.  h.  Pu',  Pt",  beide  frei  innerhalb  des  todten  Raumes. 

Mit  Hilfe  von 

81 P"  = 2a  — 87',"  ■=  « — «a-j-ipj 

kommt  auch 

SUV'+8f7V  ■=  2<pä  = 2«% 

’ÜPv'—WPu'  = 2b— 2cb; 

d.  h.  Bogen  Pu  P"  halbirt  in  ©0,  seine  Länge  =>  2(a  — ca). 

Aus  815)3,'' > S17V  folgt:  jede  der  2 Bilderreihen  greift  über  iß0 
hinaus.  Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

--+*—+« =ra+>- 


Sechster  Fall:  lüO^n^B-l-fn-l-ea),  oder  360: 2a  = (2n-|-l )-)-«, 
n gerade; 

qpa  a-f-ea,  <Pi  ^ a — eo. 

Man  findet 

““"+I=l3?]+1’  9>1  < 2ß 

v = n,  ©Jj"=  a-|-ea-|-<Pj  2a; 

d.  h.  Pu  frei  innerhalb  des  todten  Raumes;  7,"  frei  ausserhalb. 

Mit  Hilfo  von 

8P«=  2b  — 81P«’“  b — «B-j-ipj 

87V'+87V  = 4a  = 2881 

»ft"  — 8 P,,’  ■=  2«  -)-2ca  — 2rp, ; 


kommt  auch 


d.  h.  Bogen  Pu  Pt"  halbirt  in  81,  seine  Länge  ■=  2(a-|-ee — <p,). 

Jede  der  2 Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  81  auf. 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

Areh.  der  Metli.  n.  Pl.yu  2.  Reihe,  Teil  II.  3 
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. « , r360"l 

‘ = «+»  = 2«+l  = |_2^  J. 

Siebenter  Fall:  180  ■=  n.2a-|-“i  oder  360:2«  = 2n-\-l,  n 
ungerado. 

Man  findet 

“ — » •=■  | ^tt  |,  9IP,.'  -=  «+ g>2  > 2« 
r = n+1,  93  P/'  = a — g>,  < 2«, 

d.  h.  Pu'  frei  ausserhalb  deB  todten  Raumes;  P,"  frei  innerhalb. 

Mit  Hilfe  von 

an"  <=  2«— ©p,"  = «+g), 

kommt  auch 

ap.'+ap,"  = 4«  = 2.a» 
fflfV  — ap,"  = 2« — 2<ply 

d.  h.  Bogen  Pu  Pt"  balbirt  in  9),  seine  Länge  -=  2(«  — g),). 

Jede  der  2 Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  9)  auf. 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

s = u-j-f  =■  2u-(-l  = 360:2«. 

Alle  bieher  gehörigen  Werte  von  2«  zu  entnehmen  aus  der  Reihe 
120«;  51,  42°  32,  72“  ...;  24“  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist 
360“ 

te+i  mit  a 3>  5 - 

Achter  Fall:  180  =-  2a-|-a,  oder  360:2«  = 2n-f-l,  n gerade 
Man  findet 

« ->  „+i  = |[^]+1,  81P,.' =■«  — <?!<  2« 

V — 7t,  ©P»"  = a + g>2  > 2«, 

d.  h.  Pu'  frei  innerhalb  dos  todton  Raumes;  P,"  frei  ausserhalb. 

Mit  Hilfe  von 

©P„'  — 2«  — 9IP«'  ■=  « -j-  <p , 

kommt  auch 

SP,"+  ©P„'  = 4«  = 2S91 
©P,"  — SPU'  = 2«  — 2g>, ; 
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d.  h.  Bogen  P„'  P"  halbirt  in  VI ; seine  Länge  — 2(a  — <pt). 

Jede  der  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  VI  auf. 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2o°  zu  entnehmen  aus  der  Reihe 


72°:  40°;  27,6°...;  21,17°... 
deren  allgemeines  Glied  ist 


Neunter 

2n-|-(l  — e),  n 


360° 
2z -fl 


mit 


Fall:  180 
ungerade ; 


z=2,  4,  6 ... 
n . 2a  -f  (o  — cot) , oder 


360:2«  — 


<p,  a — ca,  q>,  ^ « + «“• 

Man  findet 

u = n — Vl/V  “ « — e«-f  <p2  <;  2« 

v — n,  S P„"  —«  — ««- f <p,  < 2«, 

d.  h.  P"  frei  innerhalb  des  todttn  Raumes,  iV  entweder  frei  inner- 
halb oder  an  Grenze  0©. 


Mit  Hilfe  von 

«P„"  — 2«  — ©P„"  - a + e«  — sp, 

kommt  auch 

«LP„'-f  «iV'  = 2tpt  - 24lipo 
fflP,/  — HP,"—  2a  — 2e«; 


d.  h.  Bogen  P„'P„"  halbirf  in  ©c;  seine  Länge  = 2(o— ca). 


Aus  VI/’,,'  > HP,"  folgt;  jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Er- 
reichung von  ©o  auf.  Kein  Bild  P'  mit  P"  vereinigt. 


s ■=  u -f  v = 2 n = 


Zehnter  Fall:  180=n.2«-f («— e«),  oder  360: 2«=2n+  (1— e), 
n ungerade; 

tp,  < « — ««,  <p2  > o-f  ca. 

Man  findet 

«=»»=•  JjgQ,  SP«'=  « — ea-f  qoj  > 2« 

» = n-f  1,  ©Pc"  = a — c«  — q>t  < 2a, 

d.  h.  P«'  frei  ausserhülb  des  todten  Raumes;  P."  frei  innerhalb. 

3* 
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Mit  Hilfe  von 

HP,"  = 2o — a-J-ea-f-qp, 

kommt  auch 

a/V+ HP„"  = 4a  = 2»», 

HP.'  — HP,*=  2a  — 2ea  - 2<p, ; 

d.  h.  Bogen  P,/Pt"  halbirt  in  SB;  seine  Länge  ■*=■  2 (a  — ca  — qp,). 

Jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  iS 
auf.  Koin  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

* “ ,‘+u  = 2«+l  “ + 1- 

Elfter  Fall:  180  = n.2a-f(a  — ca),  oder  360:2a *=  2n+(l-e), 
n gorade; 

<p,  a — ca,  qp2  ^ a + ea. 

Man  findet 

“-"-[i?]’  aiV 2“ 

v = n,  S8P„"-=  a — ea-J-9>s  2a. 

d.  h.  Pu'  frei  innerhalb  des  todten  Raumes.  P,"  frei  innerhalb  oder 
au  der  Grenze  OS. 

Mit  Hilfe  von 

SP,/  = 2a  — HP,,'  = a-f-ca  — qp, 

kommt  auch 

«P/'  + SÜP«’  = 2<p,  - 2S<P 
®P„"  — 'BP«'  -=  2a -2e«, 

d.  h.  Bogen  P„'Pt"  halbirt  in  $ ; seine  Längo  = 2(a  — ca). 

Aus  iöPr"  ">  ffi/V'  folgt:  jede  der  zwei  Bilderreihon  hört  vor 
Erreichung  des  Punktes  1)3  auf.  Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  ver- 
einigt. 


Zwölfter  Fall:  180  — n.2a-|-(a  — ca),  oder  360:2a 
2n-f-  (1  — e),  n gerade; 

qPi  < a — ca.  qp2  > a-|-ea. 

Man  findet 
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u = » + 1 = [3^)  + 1»  */’«'=  o — eo—<Pi  < 2 a 

v — n,  8)iV'  = a — c«-j-9P,  > 2a; 

d.  h.  Pu'  frei  innerhalb,  P"  frei  ausserhalb  des  todten  Raumes. 

Mit  Hilfe  von 

»iV  =»  2a  — *P„'  — a + ea+ip, 

kommt  auch 

®/V'+»/V  = 4«  = 2®a 
SP/'  — ®P„'  — 2«  — 2ea  — 2<p, ; 

d.  h.  Bogen  P„'Pt"  halbirt  in  3;  seine  Länge  = 2(a — ea  — <p,). 

Jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  * auf.  Kein 
Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

.-tt+.-2»+1-[g]  + l. 

Anmerkung.  Die  zu  den  Fällnn  1,  2,  7,  8 gegebenen  Reihen 
der  Werte  von  2a0  sind  zu  einer  einzigen  zu  vcrbindeu.  Alle  übrigen 
Werte,  welche  den  übrigen  acht  Fällen  entsprechen,  wird  man  leicht 
gemäss  den  Charakterisirungen  dieser  Fälle  bestimmen,  und  man 
kann  sie  an  die  vorhin  gedachto  Reihe  teils  durch  Voranstellung 
teils  durch  Einschaltung  anknüpfen. 

§ 12. 

Die  Untersuchung  im  vorigen  § ist  zwar  unter  der  bestimmten 
Voraussetzung  durchgeführt  worden,  dass  von  den  Winkeln  91,,  <pt 
der  erstgenannte  der  kleinere  sei.  Indes  ist  aus  jener  ioicht  zu  er- 
kennen die  Richtigkeit  der  alsbald  auszusprechenden  allgemeinen 

Sätze,  welche  für  <p,  ^ gemeint  sind. 

Bei  diesen  ist  nur  immer  streng  festznhalten : n die  grösste  ganze 
Zahl  unterhalb  des  Quotientenwertes  180:2a  (der  selbst  >1  sein 
muss),  2n  die  grösste  gerade  Zahl  unterhalb  des  Quotientenwertes 
360:2a  (der  selbst  > 2 sein  muss).  Und  im  übrigen  sind  die  bisher 
gebrauchten  Bezeichnungen  in  dem  bisherigen  Sinne  festzuhalten. 

Die  bezüglichen  allgemeinen  Sätze  (für  ^ ?.)  lauten: 

I)  „Was  die  Ordnungszahlen  der  Grenzbilder  P«',  P"  betrifft, 
„so  ist  entweder  jede  gleich  »+1,  oder  jede  gleich  n,  oder  dio  eine 
„gleich  n+1,  die  andere  gleich  n.“  Und  zwar 
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1)  Die  Angabe  u = o — n-f-1  gilt  sowol  in  jedem  der  Fälle, 
wo  180:2«  eine  ganze  Zahl  ist,  als  in  jedem  solchen,  wo  die  Division 
180:2a  einen  Best  (a-f-ea)  lässt,  der  sogar  den  grösseren  der  Winkel 
(fi,  f , übertrifft.  (§  11.  j 1,  2,  3,  5). 

2)  Dio  Angabe  » = «==«  gilt  in  jedem  derjenigen  Fälle,  wo 
die  Division  180:2a  einen  Best  (a  — ca)  lässt,  welcher  höchstens  den 
kleineren  der  Winkel  p„  ?s  erreicht.  (§  11,;  9,  11). 

3)  Die  Angabe  u ^ v (mit  =■  2n-j-l)  gilt  in  jedem  der 

übrigen  Fälle,  wo  nämlich  die  Division  180: 2a  einen  Best  lässt, 
welcher  sich  befindet  auf  dem  Wege  von  dom  grösserem  (mit  ein- 
begriffenen) der  beiden  Winkel  ? bis  vor  den  kleineren. 

Immer  aber,  wenn  die  Ordnungszahlen  der  Orenzbilder  ungleich 
sind,  ist  die  kleinere  an  den  bei  P näheren,  oder  an  den  von  P ent- 
fernteren Spiegel  geknüpft,  jenachdem  n ungerade  oder  gerade  ist. 

II)  „Was  dio  Lago  der  Grenzbilder  /V,  P"  gegen  don  todten 
„Baum  betrifft,  so  bestehen  folgende  Angaben.“ 

1)  Ist  u ■=  » = n-j-1’,  so  liegt  jedes  der  zwei  Grenzbilder  frei 
innerhalb  des  todton  Baumes.  (§  11.;  1,  2,  3,  5). 

2)  Ist  « = »■=«,  und  zwar  dadurch  herbeigeführt,  dass  der 
kleinere  der  beiden  Winkel  tf  grösser  ist  als  der  zu  180:2«  gehörige 
Divisionsrest,  so  liegt  ebenfalls  jedes  der  zwei  Grenzbilder  frei  inner- 
halb des  todten  Baumes.  (§  11.;  9,  12). 

3)  Ist  u ■=  v — n,  aber  dadurch  herbeigeführt,  dass  der  kleinere 
der  beiden  Winkel  q,  gleich  oben  gedachtem  Divisionsreste  ist,  so 
liegt  das  eine  der  Grenzbildcr  frei  innerhalb  des  todten  Baumes,  das 
andere  iu  einer  der  Linien  AOä,  £0ä,  und  zwar  in  der  bei  P nähe- 
ren, oder  in  der  von  P entfernteren,  jenachdem  n gerade  oder  un- 
gerade. 

4)  Ist  u ^ v,  so  ist  immer  das  eine  Grenzbild  frei  innerhalb 

des  todten  Baumes,  das  andere  frei  ausserhalb;  und  letzteres  ist 
immer  dasjenige  mit  der  kleineren  Ordnungszahl. 

III)  „Das  Bogonstück  P„'P"  hat  zum  Ilalbirungspunkt  immer 
„einen  der  vier  Punkto  iß,  iß0,  St,  ©;  hiebei  dio  Vorstellung  des 
„Halbirtseins  auch  dann  festzuhalten,  wenn  die  Punkte  P"  ver- 
einigt liegen;  „welches  letztere  dann  und  nur  dann  (§  11.;  1,  2) 
„zutrifft,  wenn  die  Division  180:2a  aufgeht.  Genauer  ist  zu  Bagen“ 
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1)  In  jedem  der  Fälle  » = v ist  es  einer  der  Punkte  iß,  iß0, 
welcher  die  gedachte  Rolle  spielt.  Und  zwar,  wenn  u =■  » = ?»-{—  1, 
so  fällt  diese  Rolle  dem  iß  oder  dem  iß0  zu,  jenachdem  n ungcrado 
oder  gerade  ist;  wenn  aber  u •=  v = n,  so  fällt  sio  dem  iß  oder  iß,, 
zu,  jenachdem  n gerade  oder  ungerade.  (§  11.;  1,  2,  3,  5,  9,  11). 

2)  In  jedem  der  Fälle  « ^ v ist  es  einer  der  Punkto  ®,  iß, 

welcher  den  Bogen  P„’ P"  halbirt.  Und  zwar  spielt  Sl  oder  SB  die 
gedachte  Rolle,  jenachdem  « oder  v die  grossere  der  zwei  Zahlen  ist. 

IV)  „Was  die  gegenseitige  Lage  der  Bilderreihen  \P') , (P") 
„betrifft,  so  ergeben  sich  dio  Behauptungen:“ 

1)  Die  zwei  Reihen  stossen  in  einem  der  Punkte  iß,  Sß„  zu- 
sammen, wenn  « = v = n-f-l  stattfindet  mit  180:2«  n+1;  und 

zwar  erfolgt  das  Zusammcnstossen  in  iß  oder  iu  iß0,  jenachdem  n 
ungerade  oder  gerade  ist. 

2)  Die  zwei  Reihen  greifen  in  einander  ein,  wenn  «=»o=j»+1 
stattfindet,  ohne  dass  180:2«  = n-j-1;  und  zwar  greifen  beide  gleich 
weit  über  iß  oder  über  iß0  hinaus,  jenachdem  n ungerade  oder  ge- 
rade. 

3)  Beide  Reihen  hören  von  einem  und  demselben  der  Punkte 
unter  gleichem  Abstand  von  ihm  auf,  wenn  u «=■  v >=»  »;  und 

zwar  spielt  iß  oder  iß0  die  bezügliche  Rolle,  jenachdem  » gerade  oder 
ungerade. 

4)  Boido  Reihen  hören  vor  einem  und  demselben  der  Punkte  a, 
SB,  unter  gleichem  Abstand  von  ihm  auf,  wenn  « und  v ungleich  sind ; 
und  zwar  spielt  SK  oder  sö  die  bezügliche  Rolle,  jenachdem  u oder  v 
die  grosse  Zahl  ist. 

V)  „Was  dio  Bogenlänge  P,t'P"  betrifft,  so  ist  sie  von  den 
„Grössen  <p„  <p2  ganz  unabhängig  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  einer 
„der  Punkto  iß,  iß0  cs  ist,  der  don  Bogen  P„'F"  halbirt.“  Iu  jedem 
derartigen  Falle  ist  P„'P"  entweder  —0  odor  — 2(«  — ea) ; der 
Wert  Null  nur  vorkommend,  wenn  180:2«  eine  ganze  Zahl. 

„Dagegen  ist  die  Bogenlängo  P»P"  von  qo,  odor  qp8  abhängig 
„in  allen  denjenigen  Fällen1,  wo  einer  der  Punkte  5t,  S cs  ist,  der 
„den  Bogen  PU’P"  halbirt.“  In  jedem  solchen  Fallo  ist  PH'P,<"  ent- 
weder ■=  « — cp,  oder  =a-f-c«  — <p,  oder  = a — ca  — q>-  uuter  <p 
den  kleineren  der  her  beiden  Winkel  qp,,  cpt  verstanden. 

Dass  durch  den  Uebergang  von  einem  der  zwölf  Fälle  des  § 11. 
eine  schroffe  Aenderung  der  Erscheinungen  bowirkt  werde,  ist  aus 
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jenem  § unmittelbar  zu  ersehen,  und  es  bedarf  dass  keiner  weiteren 
Ausführung.  Durcli  vorstehende  Angaben  ist  man  aber  darauf  hin- 
gewiesen,  gewisse  Aenderungen  und  mit  ihnen  verbundene  Behar- 
rungen horvorzuboben , welche  innerhalb  jedes  einzelnen  jener  zwölf 
Fälle  sich  zeigen,  während  doch  die  Bedingungen  seines  Zutreffens 
streng  festgehalten  werden.  Gemäss  vorigen  Angaben  III)  ...  V)  ist 
zu  behaupten: 

VI)  „Wenn  bei  gegebener  Ocffnung  des  Winkelspiegels  und  ge- 

{gleiche  } 

ungleiche ) Ordnungszahlen 
„für  die  zwei  Grenzbilder  vorhanden  sind,  so  ist  innerhalb  eines 
„zwischen  (immer  nach  § 11.  zu  bestimmenden)  Spielraums  der  Punkt 
„ P so  zu  bewegen,  dass  zwar  die  Grenzbilder  ihro  Lago  ändern,  und 

_ (die  Lage  seines  Halbiruugpunktes) 

„für  den  sie  verbindenden  Bogen  Länge  ) 

„sich  stetig  ändert,  dagegen  unverändert  bleiben  jene  beiden  Ord- 
nungszahlen und  |jj0  Lage  ,jes  Halbirungspunktes)  ^ene8  Rogens. 


§ 13. 

Wenn  man  die  Fälle  mit  g>1  = qp,  denjenigen  gegen- 
überstellt,  wo  <p,  y <ps , so  ist  auB  den  §§  10.  ...  12.  ersicht- 
lich, dass  jeder  Fall  der  einen  Art  sehr  wesentliche  Eigentümlich- 
keiten hervorkchrt  gegenüber  jedem  Fallo  der  andern.  Nur  die- 
jenigen Fälle  der  zweiten  Art,  wo  die  Ordnungszahlen  « und  t>  der 
beiden  Grenzbilder  einander  gleich  werden,  zeigen  eine  merkliche 
Verwandtschaft  mit  solchen  der  ersten  Art;  was  eben  damit  Zusam- 
menhänge dass  jeder  der  Fälle  mit  ip1  = als  ein  solcher  anzu- 
sehen ist,  wo  die  Punkte  iß,  ißo  in  3)1  sich  vereinigt  haben,  wie  ja 
P und  P0  in  M es  getan. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Grösse  der  angedeutenden  Unterschiede 
und  bei  dem  übersichtlichen  Charakter,  welchen  welchen  man  den 
Darstellungen  der  §§  10.  und  11.  zu  geben  suchte,  wird  man  darauf 
verzichten  wollen,  dass  weiterhin  Vcrgieichungen  und  Zusammen- 
fassungen der  beiderseitigen  Resultate  ausgeführt  werden. 

Nur  mit  Bezug  anf  die  Zahl  s,  auf  deren  Ermittlung  gewöhnlich 
das  grösste  Gewicht  gelegt  wird,  mag  das  geschehen;  es  mag  also 
noch  ausgesprochen  werden  folgende 
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Generalangabe 

Uber  die  Gesammtzahl  s der  dem  Auge  unterscheidbaren 
Bilder  ven  P. 


„Wenn  P irgendwie  frei  zwischen  den  beiden  Spiegeln  des  Wiu- 

< 

„kelspiegels  liegt,  so  dass  jede  der  drei  Möglichkeiten  <p,  = q>.  zu- 
„gelasscn  ist,  so  hat  mau  bezüglich  der  Zahl  s zn  behaupten: 

1)  Ist  180:2a  eine  ganze  Zahl  ]d.  h auch  3G0:2a  von  der 
Form  2n+2|,  so  ist  s = (3GO:  2«)  — 1. 

Die  hier  gemachto  Voraussetzung,  und  nur  diese  ist  es,  bei  wel- 
cher zwei  Bilder  des  P,  nämlich  die  Grenzbilder,  Bich  vereinigen. 


2)  Lässt  die  Division  180:2a  einon  liest  a-j-ea  jd.  h.  ist 
360:2a  von  der  Form  (2n+l)  + ej,  so  ist  « entweder  = 03-h 

[360*1 

•gjj-  I.  Ersteres  trifft  zu  dann  und  nur  dann,  wenn  jeder 

der  Winkel  cp, , qp2  kleiner  ist  als  jener  Rest;  es  trifft  also  nament- 
lich auch  zu,  wenn  qp,  ■=■  qp,  «=-  a. 


3)  Lässt  die  Division  180:  2a  den  Rest  a jd.  h.  ist  360: 2a  = 2n+l), 
so  ist  s entweder  =■  360:2a  odor  ■=  (360:2a) — 1.  Letzteres  trifft 
zu  dann  und  nur  dann,  wenn  tpt  = <ps  =■  a. 


4)  Lässt  die  Division  180:2a  einen  Rest  a — ca  jd.  h.  ist 

[360*1 

2a^  1+1 

[360”| 

2^-1.  Letzteres  trifft  immer  zu  bei  vorhandener  Gleich- 
heit der  Winkel  ip,  und  <p2:  bei  vorhandener  Ungleichheit  aber 
dann  und  nur  dann,  wenn  selbst  der  kleinere  mindestens  jenem  Reste 
gleich  ist. 


Man  bemerke  wol,  dass  vorstehende  Angaben  über  s ganz  un- 
abhängig davon  sind,  ob  die  liilfszahl  n eine  ungerade  oder  eine  ge- 
rade ist. 


§ 14. 

Die  Rolle,  welche  der  Punkt  SK  in  den  Sätzen  des  § 10.  spielt, 
ist  ganz  unmittelbar  an  den  Umstand  anzuknüpfen,  dass  die  dortige 
Voraussetzung  cp,  = <p2  eine  durchgängige!  Symmetrie  der  Erschei- 
nungen bewirken  muss. 
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„Sofern  aber  in  den  Sätzen  der  §§  11.  und  12.  auch  die  Punkte 
„T*.  !J}0,  ja  sogar  die  Punkte  21,  >U  eine  bis  zu  gewissem  Grad  ähn- 
liche Bolle  spielen  wie  'Ui,  so  ist  angezeigt,  darüber  noch  weiteren 
„Aufschluss  zn  suchen“.  Solcher  ist  in  der  Tat  ans  den  Sätzen  V) 
und  V a)  des  § 9.  zu  gewinnen,  denn  durch  diese  wird  man  auf  Linien 
aufmerksam  gemacht,  deren  jede  als  Symmctralaxe  fär  gewisse  Bilder 
P'  und  entsprechende  P"  erscheinen  muss.  Sie  ergeben  sich  wio 
folgt: 

1)  Die  Gerade  OP  halbirt  immer  den  Winkel  Pt'  OP,";  denn  eB 
ist  (vgl.  § 3.) 

einesteils  Winkel  POPt'  = POA  -j-y!0/’,'=  <p,  -f—  (2«  -)—  <gp2)  — 4er, 
anderntcils  Wkl.  POP,"-  POp+pOP"z=  ,,,-f  (2a-fg>,)  = 4a. 

Sofort  gemäss  § 10.,  V)  und  Va)  erkennt  mau,  dass  die  Bilder 
P,',  iy,  Vy  ...  der  Reibe  nach  mit  P,",  P4",  P,"  ...  symmetrisch 
liegen  bezüglich  der  Azo  PO'45. 

Demgemäss,  wenn  dio  Ordnungszahlen  u,  v der  Grenzbilder  P«’, 
P"  gleich  grosso  gorado  Zahlen  sind,  muss  für  den  Bogen  P„P" 
sein  Halbirungspunkt  in  ält  sich  ergeben,  und  auch  dio  Unabhängig- 
keit seiner  Läugo  von  rp,  und  <p,  ist  zu  begreifen. 

2)  Die  Gerade  OP0  halbirt  immer  den  Winkel  P^OPf-  denn 
es  ist 

einesteils  Wkl.  P0OP,'  =*  J’aOA-f~AOPt'  — <ps  </.,  = 2a, 
audornteils  Wkl.  P0O/j"=  P0Op-j- pOPj"  q?,  — f-*pB  ==  2a. 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  P/,  P3',  Pä'  ...  der  Beiho 
nach  mit  P1",  P3",  Ps"  ...  symmetrisch  liogen  bezüglich  der  Axe 

Demgemäss,  wenn  «,  v gleich  grosse  ungorado  Zahlen  sind, 
muss  für  den  Bogen  P«P"  sein  Halbirungspunkt  in  !J50  sich  er- 
geben, und  auch  die  Unabhängigkeit  seiner  Längo  von  ?t  und  ist 
zu  begreifen. 

3)  Die  Gerade  OA  halbirt  immer  den  Winkel  P,'OP,";  denn 
cs  ist 

einesteils  Wkl.  AOP,' *=  2n-f-<p„ 

andernteils  Wkl.  AOPt"=  AOP+  POP^' ^ 2a+<ff 

Sofort  erkennt  man,  dass  dio  Bilder  P,',  P/,  P6'  ...  der  Reihe 
nach  mit  den  Bildern  P,",  P3",  P5"  ...  symmetrisch  liegen  bezüglich 
der  Aze  A08. 
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Demgemäss,  wenn  u gerade  ist  und  um  Eins  grösser  als  v,  ist 
ersichtlich,  dass  der  Bogen  P"  seinen  Halhiruugspunkt  in  ¥1  haben 
muss-,  und  auch  die  Abhängigkeit  seiner  Läugo  von  <ps  wird  be- 
greiflich. 

4)  Die  Gerado  Oa  kalbirt  immer  auch  den  Winkel  P3'OP3'\ 

denn  cs  ist  , 

einesteils  Wkl.  AOP3'  _ 4n~{-  ip, 

anderntcils  Wkl.  AOP3”  = AOb-\-BOP3"  =*=  2<*-{-(2a-|-<>>I). 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  P3\  P3,  P/  ...  der  Reihe 
nach  mit  P3'\  Pt",  Pe"  . . . symmetrisch  liegen  bezüglich  der  Axe 
A0S1. 

Wenn  also  u ungerade  ist  und  um  Eins  grösser  als  v,  muss  der 
Bogen  Pu' Pt"  seinen  Halbiruugspuukt  in  ¥1  haben;  und  auch  die  Ab- 
hängigkeit seiner  Länge  von  i ist  begreiflich. 

Bezüglich  der  Geraden  Ob  findet  man  ebenso  gerechtfertigt  die 
Angaben: 

5)  Die  OB  halbirt  immer  den  Winkel  P3OPJ'  uud  ist  dessen 
Hälfte  gleich  2«-)-i pv  Hicnach  die  Bilder  P3',  P3  ...  sind  der 
Reihe  nach  zu  Ps",  J\",  P6"  ...  symmetrisch  bezüglich  der  Axe  BOB. 
Ist  also  u ungerade  und  um  Eins  kleiner  als  v,  so  muss  der  Bogen 
Pu' P,"  in  SÖ  halbirt  sein;  und  die  Abhängigkeit  seiner  Länge  von 
cpl  ist  ersichtlich. 

6)  Dio  Ob  halbirt  auch  den  Winkel  P3'OP3",  und  ist  dessen 
Hälfte  gleich  4a-j-ip2.  Hionach  die  Bilder  Ps',  P4',  Ee'  ...  sind  der 
Reihe  nach  symmetrisch  mit  P3",  P5",  P7"  ...  bezüglich  der  Axe 
BO'B.  Ist  also  « gerade  und  ums  Eins  kleiner  als  t>,  so  muss  der 
Bogen  Pu’P"  in  ib  halbirt  sein,  und  auch  dio  Abhängigkeit  soiner 
Länge  von  q>3  ist  begreiflich. 

Von  vorstehenden  Angaben  fällt  immerhin  ein  neues  uud  wesent- 
liches Licht  auf  sehr  wichtige  Bestandteile  der  in  den  §§  11.  und  12. 
gewonnenen  Sätze;  ja  diese  könnten  sogar  vollständig  von  jenem  her- 
geleitet worden.  Doch  dürfte  dio  hiemit  angedcutcte  Hcrleitung  in 
wesentlichen  Stücken  der  im  § 11.  durebgofübrten  Methode  uacli- 
stehen,  welche  dort  jedenfalls  als  die  nächst  liegende  und  ihres  Ei  • 
folges  vollkommen  sichere  sich  empfehlen  müsste. 
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§ 15. 

„Wenn  die  Oeffnung  2o°  des  Winkelspiegels  fest  gegeben  ist, 
„und  man  lässt  den  Punkt  P in  einer  zu  der  Axe  UV  senkrechten 
„Ebene  AOb  stetig  sich  bewegen“,  so  zwar,  dass  seine  Entfernung 
OP  von  der  Aio  sich  nicht  ändert,  und  dass  er  von  einer  Lage  aus 
dicht  bei  der  Spnr  Oa  des  ersten  Spiegels  bis  dicht  vor  der  Spor 
OB  hingeht;  so  ist  ans  den  hier  vorgetragenen  Lehren  immer  der 
Gang  der  zugehörigen  Bilder  P\  P"  anschaulich  zu  entnehmen,  ins- 
besondere das  die  Grcnzbilder  Px\  P”  Angehende,  ihre  Zahl  und 
Lago  Betreffende  genau  zn  verstohen. 

Das  ist,  wio  mau  sofort  erkennt,  kochst  einfach  in  den  Fällen, 
wo  360 :2«  die  Form  2»  -{-2  mit  ungerader  oder  mit  gerader  n hat, 
weniger  einfach  in  don  Übrigen,  von  welchen  wenigstens  ein  beson- 
ders vorsichtig  zu  behandelnder  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden 
mag. 

Sei 

2«°  — 78°,  « = 39. 

Aus  der  Angabe 

180  = 2.78  + 24 

sicht  mau,  die  bisherigen  Bezeichnungen  beibehaltend,  dass 
n *=  2,  o)  ~ a — ea  = 24,  ca  = 15,  o -J-  ea  = 54. 

Das  Beispiel  umfasst  die  Fälle  12)  und  11)  des  § 11.  nebst  ihren 
durch  Vertauschung  von  tp,  und  <p2  sich  ergebenden  Modificationen 
es  sind  hicnach  die  folgenden  Angaben  zu  machen,  welche  auch  mit 
Hilfe  des  § 3.  zu  controliren  sind. 

1)  Während  der  Winkel  AOP  von  einem  dicht  bei  Null  liegen- 
den Werte  an  stetig  wächst  bis  vor  24°,  hat  man  beständig  u -=■  3, 
v ■=  2.  Dio  Grcnzbilder  Ps',  P,"  bewegen  sich  beide  stetig  gegen 
den  feston  Punkt  81  hin,  P3'  innerhalb  des  todton  ßanmes,  Ps" 
ausserhalb,  beide  immer  gleich  weit  von  81  entfernt ; diese  Entfernung 
allmählich  alle  Werte  zwischen  Null  und  24°  annehmend. 

2)  Während  AOP  von  24°  an  stetig  wächst  bis  zn  54°  (=  78° 
— 24°),  ist  immer  u =•  e = 2.  Der  Bogen  zwischen  don  Grenzbildern 
Ps',  Pa"  ist  unveränderlich  gleich  48°,  sein  Halbirungspunkt  immer 
dor  mit  P sich  bewegende  Punkt  iß.  Die  Bewegung  des  Bogens 
P,"5pP/  ist  eine  Fortschiebung  in  der  Richtung  813)1® , so  dass  an- 
fänglich P,"  in  81  ist,  und  zuletzt  Ps'  in  ®. 

3)  Während  AOP  stetig  wächst  über  54°  hinaus  bis  dicht  vor 
78°,  ist  immer  »»2,  v >=  3.  Die  Grenzbilder  Ps',  Ps"  bewegen  sich 
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beide  stetig  von  dom  festen  Punkte  © weg,  P!  ausserhalb  des  todten 
Raumes,  Ps"  innerhalb ; beide  immer  gleich  weit  von  © entfernt,  diese 
Entfernung  allmählich  alle  Werte  zwischen  24°  und  Null  an- 
nehmend. 


§ 16. 

Nachdem  alles  Wesentliche  dargelegt  ist,  was  anf  die  Abbildungen 
des  einzelnen  Punktes  P sich  bezieht,  wollen  wir  irgend  ein  starres 
System  X von  Punkten  C,  D,  E .. . betrachten,  welches  in  die  Oeff- 
nung  (2a)  des  Winkelspiegcls  eingeführt  sei;  und  es  soll  für  die 
Punkte  C,  D,  E ...  der  Figur  X dahin  gestellt  bleiben,  ob  sie  in 
Einer  zu  der  Axe  UV  normalen  Ebene  sich  befinden  oder  nicht. 

Während  wir  nun  bic  bisherigen  Bezeichnungen  festhalten  oder 
ihnen  ganz  analoge  gebrauchen,  machen  wir  zunächst  die  besondere 
Annahme,  dass  der  Quotient  180:2a  eine  ganze  Zahl  n-(-l  sei.  Dann 
sind  gemäss  den  Sätzen  der  §§  6.,  7.  sofort  die  folgenden  Angaben 
zu  machen. 

I)  Als  zu  dem  ersten  Spiegel  gehörige  Abbildungen  der  Fignr 
X ergeben  sich  der  Reihe  nach  Figuren  X,',  Xä',  X8'  ...  X„',  X„+i', 
jene  eine  in  einem  der  n-|-l  Hilfsfächer  des  ersten  Spiegels,  welche 
der  Reihe  nach  sich  darbieten  als  Flächenwinkel , jeder  zwischen 
zwei  nächst  aufeinander  folgenden  der  »- 1-2  Ebenenstücke  UVA, 
U VLj , [71Xj  ...  UVEn,  UV  41.  — Und  mit  analogen  Bestimmungen 
erscheinen  als  zum  zweiten  Spiegel  gehörige  Abbildungen  der  Figur 
X die  mit  Xj",  Xs",  X3"  ...  X„",  £„+1"  zu  bezeichnenden. 

II)  Je  zwei  nächst  benachbarte  Abbildungen  X*',  Xi+i'  sind 
symmetrisch  mit  Bezug  auf  dio  sie  trennende  Ebene  (Scheiuspiegel) 
UVLi,,  so  zwar,  dass  den  Pnnktbildern  <V,  ß»',  Et  ...  der  Reihe 
nach  entsprechen  Ck^i,  -Di+i',  Et±i'  ...  — In  gleicher  Weise  sind 
X*",  X»+t"  symmetrisch  mit  Bezug  auf  die  Ebene  (Scheinspiegel) 
UVRk. 

III)  Jede  Abbildung  X'  oder  X"  von  ungerader  Ordnung  ist  sym- 
metrisch gleieh  dem  Urbild  X,  so  zwar,  dass  den  Punkten  C,  D, 
E ...  des  letzteren  entsprechen  die  in  X'  enthaltenen  Punktbilder 
C',  D\  £'...  und  ebensogut  die  in  X"  enthaltenen  C",  D",  E"  ... 

Daher:  alle  Abbildungen  X'  und  X"  von  ungerader  Ordnung 
sind  unter  sich  congruent,  so  zwar,  dass  in  jedem  Paare  derselben 
die  dann  einen  Partner  angehörigen  Bilder  der  Punkte  C,  D,  E ... 
der  Reihe  nach  entsprechen  den  im  andern  Partner  befindlichen 
Bildern  derselben  Punkte. 
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IV)  Jedo  Abbildung  E ' oder  E"  von  ungerader  Ordnung  ist 
congruont  mit  dem  Urbild  E,  so  zwar,  dass  mit  den  Punkten  0,  D, 
E ...  des  letzteren  beziehungsweise  zur  Deckung  zu  bringen  sind, 
sowol  die  in  E'  enthaltenen  Punktbilder  C' , D' , E'  ...  als  die  in 
E"  enthaltenen  C",  //',  E"  ... 

Daher  auch:  alle  Abbildungen  E'  und  E"  von  gerader  Ordnung 
sind  (in  selbstverständlichem  Sinne)  unter  sich  congrucnt. 

Den  Sätzen  der  § 10.,  II)  und  § 12.,  II)  gemäss  knüpft  sich 
hieran : 

V)  Die  Abbildungen  En+i',  beide  in  dem  Winkel  zwischen 

den  Ebenenstücken  11  VH,  UVU  eingeschlossen,  müssen  immer  voll- 
ständig vereinigt  sein,  so  zwar,  dass  dio  Punkte  <7»+ 1',  Dny 1', 
Ah fi'  ...  der  Reihe  nach  in  Ck+i",  Z>h+i",  £»+1"  ...  sich  linden. 

Indes  ist  hiebei  der  Unterschied  zu  berücksichtigen,  welcher 
sich  ergibt,  jenachdem  die  Zahl  n+1  ungerade  ist  oder  gerade. 

Wird  nämlich  diejenige  Ebene  beigezogen,  welche  durch  die  Axe 
UV  gehend,  hinter  den  beiden  Spiegelflächen  UVA , UVB  befind- 
lich, gleiche  Winkel  mit  denselben  macht,  so  ist  in  dem  Falle  der 
ungeraden  n-(-l  zu  bemerken:  das  Bild  (oder  das  mit  ihnen 

identische  E„ f i")  liegt  bezüglich  genannter  Ebene  zu  dem  Urbild  E 
symmetrisch,  so  dass  jede  der  Strecken  C’Cn+i',  DDny i',  EEny i'  ... 
durch  genannte  Ebene  senkrecht  halbirt  ist.  — Ist  aber  n-j-1  eine 
gerade  Zahl,  so  sind  E und  ^n+i'  in  solcher  gegenseitigen  Lage, 
dass  jede  der  Strecken  CCh+i',  DD»+i'  EEnyi  . . . durch  die  Gerade 
UV  senkrecht  halbirt  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Angabe  zeigt  sieb  an  folgenden  Bei- 
spielen: 

Ist  die  Oeffnung  2o°  = 60°)  |180:2«  ■=  3 ■=  n-j-1  j,  so  wird  als 
mittleres  Bild  eines  in  den  Winkelspiegel  mit  beiden  Augen  gleich- 
mässig  hineinsebauenden  Menschen  ein  solches  Menschenbild  erschei- 
nen, dessen  rechtes  Auge  die  Abbildung  von  dem  linken  Auge  des 
wirklichen  Menschen  ist. 

Hat  man  aber  2«°  = 90° j 180:2«  — 2 ™ » -J- 1 1 , so  wird  als 
mittleres  Bild  eines  iu  den  Winkelspiegel  mit  beigen  Augen  gleich- 
mässig  hineinschauonden  Menschen  ein  solches  Menschenbild  erschei- 
nen, dessen  rechtes  Auge  die  Abbildung  von  dem  rechten  Auge  des 
Urbildes  ist. 
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§ 17. 

Sei  jetzt  angenommen,  dass  die  Division  180:2a  einen  Rest  oi 
lasso  {180  = n , 2a  — {—  (o } , und  sei  eine  in  die  Oeffnnng  des  Winkel- 
spiegols  eingeführte  Figur  2 gedacht,  wie  im  vorigen  §. 

Das  (n-j-l)te  Hilfsfach  zum  ersten  Spiegel  wie  das  (n+l)te 
zum  zweiten  ist  nun  ein  Flächenwinkel  ■=  aj,  und  sofort  ist  zu  sagen : 

Es  erscheinen  jedenfalls  Abbildungen  2t'  ...  2n'  und  ... 
2H",  jede  als  eine  vollständige  Abbildung  von  2,  und  es  sind  für 
solche  ganz  dieselben  Bestimmungen  zu  geben  wie  im  vorigen  §. 

Was  aber  in  dem  (n+l)ten  Hilfsfach  (dem  Schlussfach),  zu  dem 
einen  oder  andern  Spiegel  gehörig,  zu  suchen  sei,  dass  ist  jetzt  näher 
zu  erörtern. 

Nach  den  §§  10.  und  12.  kann  irgend  ein  Punkt  P der  Figur  2 
so  liegen , dass  entweder  keines  der  Bilder  P„+i',  P„+i"  zu  Stande 
kommt,  oder  nur  ein  einziges , oder  beide.  Daher  ist  bei  jedem  der 
zwei  Schlussfächer  an  die  drei  Möglichkeiten  zu  denken,  dass  ent- 
weder gar  kein  Punkt  der  Figur  2 in  demselben  zur  Abbildung  ge- 
lange, oder  nur  ein  Teil  von  2,  oder  2 in  ganzer  Ausdehnung. 

Indes  ist  eine  Construction  anzugeben,  welche  geeignet  ist,  für 
jeden  Fall  eine  vollständige  Aufklärung  in  anschaulicher  Weise  zu 
gewähren. 

Aus  Axo  UV  werde  zunächst  innerhalb  des  n ten  Hilfsfaches  des 
ersten  Spiegels  ein  Ebenenstück  UV&  so  geführt,  dass  seine  Ab- 
weichung von  dem  Ebenenstück  UVL„  -=  to  sei.  Dann  ist  aus  § 6.i 
V)  zu  entnehmen:  was  von  der  Figur  2J  zwischen  den  Ebenen- 
stttcken  UV 2 und  UVLn  sich  befindet,  das  und  nur  das  erscheint 
auch  in  dom  Schlnssfache  zwischen  UVLn  and  UV  <t,  so  zwar,  das 
jedem  Punkte  C»'  ein  Punkt  Cn+i'  entspricht,  und  die  zwei  Punkte 
Ci,',  G.+T  zu  der  Ebene  UVL„  symmetrisch  liegen. 

Desgleichen  werde  aus  UV  innerhalb  des  nten  Hilfsfaches  des 
zweiten  Spiegels  ein  EbcnenstUck  UVW  so  geführt,  dass  seine  Ab- 
weichung von  dem  Ebenenstück  UVJi„  = ta  sei.  Was  dann  von  der 
Figur  2n"  zwischen  den  Ebenenstücken  UVdi  und  U TR„  sich  be- 
findet, das  und  nur  das  erscheint  auch  in  dem  Schlussfache  zwischen 
UV IiH  nnd  UV'i\  so  zwar,  dass  jedem  Punkt  CH"  ein  Punkt  C„+i" 
entspricht,  und  die  zwei  Punkto  Cn",  Cn+ i"  zu  der  Ebene  symme- 
trisch liegen. 
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Man  sieht  hieraus,  dass  unter  Umstünden  die  ganze  Leistung 
des  Winkclspiegcls  mit  Horvorbringung  der  Bilder  2„,  2„"  erschöpft 
ist,  dass  aber  unter  andern  Umstünden  Figuren  £„+i',  2„  ( i"  ent- 
stehen, welchen  so  und  so  viel  dazu  fehlte , vollständige  Bilder  von 
2 zu  sein. 

Um  für  solche  ihre  Beziehung  zu  2 genauer  zu  erkennen,  kann 
man  zwei  weitere  Hilfsebeneu  einführen,  beide  aus  UV  gehend,  in- 
nerhalb des  Winkelspiegels  selbst:  die  eine  U v£,  von  UVA  ab- 
weichend um  o,  die  andero  UV 3t,  von  UVB  abweichend  um  w.  — 
Sofort  sind  folgende  Angaben  zu  verstehen: 

I)  Ueber  die  etwa  zu  Stande  kommende  Figur  2n+ i'. 

Ist  »-j-1  eine  gerade  Zahl’,  so  wird  2n\ i'  congruent  sein  mit 
derjenigen  Fignr,  welche  von  2 abgegeben  wird  in  den  Flächen- 
winkel zwischen  den  Ebenenstücken  UVB,  UVSt,.  Genauer:  bleibt 
£„.pi'  in  fester  Verbindung  mit  den  zwei  Ebenenstücken  C/Vil,  UVLh, 
und  dreht  man  dieses  System  um  die  Axe  UV  (in  der  einen  oder 
andern  Richtung,  ohne  Gleitung)  bis  UVLn  mit  UVB  sich  vereinigt, 
so  wird  jeder  Punkt  CH+i'  der  Figur  Z„+l'  mit  dem  ihm  entspre- 
chenden C der  Figur  2 vereinigt  sein. 

Ist  aber  n-j-1  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  -£„+i'  symmetrisch 
gleich  sein  mit  derjenigen  Figur,  welche  von  2 abgegeben  wird  in 
den  Flächenwinkel  zwischen  den  Ebenenstücken  UVA,  I/Vfi,,  und 
es  existirt  eine  die  UV  enthaltende  Ebene,  mit  Bezug  auf  welche  jo 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  C„+i'  und  C symmetrisch  liegen. 

II)  Ueber  die  etwa  zu  Stande  kommende  Figur  2„+ \". 

Ist  n+1  eine  gerade  Zahl,  so  wird  2„  1 2"  congruent  sein  mit 
derjenigen  Figur,  welche  von  2 abgegeben  wird  in  den  Flächen- 
winkel zwischen  den  Ebenenstücken  UVA,  U VS,.  Gonauer;  bleibt 
2n+ 1"  in  fester  Verbindung  mit  den  zwei  Ebenenstücken  ETV9S, 
UV/ln,  und  dreht  man  dieses  System  um  die  Axe  UV  (in  der  einen 
oder  andern  Richtung,  ohne  Gleitung)  bis  U VR„  mit  IVA  sich  ver- 
einigt, so  wird  jeder  Punkt  C„+i"  mit  dem  ihm  entsprechenden  C 
der  Figur  2 vereinigt  sein. 

Ist  aber  n+1  oine  ungerade  Zahl,  so  wird  2u+i"  symmetrisch 
gleich  sein  mit  derjenigen  Figur,  welche  von  2 abgegeben  wird  in 
den  Flächenwinkel  zwischen  den  Ebenenstücken  UVB,  UV 3t,  und  es 
existirt  eine  die  Axe  UV  enthaltende  Ebene,  mit  Bezug  auf  welche 
je  zwei  einander  entsprechende  Punkte  C„pi"  nnd  C symmetrisch 
liegen. 
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§ 18. 

Ist  ein  Punktsystem  2 (so  wie  in  den  zwei  vorhergehenden  §§ 
eingeführt,  und  hat  man  180:2a  = n + l,  so  ist  klar,  dass  von  den 
Bildern  2t'  ...  2„'  und  2"  ...  2„"  keines  einen  Punkt  mit  dem 
andern  gemein  hat;  von  diesen  Bildern  kann  also  keines  irgendwie 
das  andero  stören.  Aber  auch  bei  den  Bildern  2„+ \ und  2„  + 1" 
trifft  letztere  Behauptung  zu.  Da  nämlich  jeder  Punkt  Pn\.\'  des 
einen  mit  demjenigen  Punkt  Pu±\'  des  andern  vereinigt  ist,  welcher 
denselben  Punkt  P des  Systems  2 abbildet  wie  jener,  so  wird  durch 
die  Vereinigung  der  Bilder  J£„+i'  2„+ i"  (innerhalb  des  todten  Rau- 
mes) eben  dafür  gesorgt,  dass  in  diesem  ein  einziges,  nicht  bloss 
ganz  eines,  sondern  sogar  in  Betreff  der  Helligkeit  begünstigtes  Bild 
von  2 sich  zeigt. 

Sehen  wir  dagegen  auf  irgend  einen  derjenigen  Fällo,  wo  (wie 
in  § 17.)  180  — n.2a-j-a),  so  ist  nur  von  den  Bildern  2t'...2n—i 
mul  2"  . . . 2„- 1"  unbedingt  zu  sagen , dass  keine  zwei  einander 
stören.  Was  dagegen  2,,'  und  2„"  betrifft,  so  sind  diese  zwar  ge- 
wiss vollständige  Bilder  von  2,  aber  bei  jedem  von  ihnen  ist  die 
Möglichkeit  zu  berücksichtigen,  dass  es  wenigstens  teilweise  in  den 
todten  Raume  falle,  auf  welche  vollends  und  £n+i"  in  ihrer 

ganzen  etwa  ergebenden  Ausdehnung  angewiesen  sind.  — Ist  nun  2 
irgend  ein  Punkt  innerhalb  des  todtcu  Raumes,  und  fällt  nach  2 ein 
Bild  P'  von  einem  dem  2 ungehörigen  Punkt  P,  so  sieht  man  leicht, 
dass  2 kein  Ort  ist,  sei  es  für  ein  anderes  Bild  P\  noch  für  ein 
Bild  P"\  namentlich  auch  kein  Ort  für  ein  Bild  Q',  welches  ein  von 
P verschiedener  Punkt  Q des  2 geben  möchte.  Dagegen  ist  immer 
die  Aufgabe  zu  lösen:  man  soll  innerhalb  der  Ocffnung  des  Winkel- 
spiegels einen  Punkt  Q suchen  von  solcher  Lage,  dass  er  ein  Bild  U" 
an  der  beliebig  gegebenen  Stelle  liefere,  wo  bereits  das  Bild  P'  sich 
befindet, 

Um  die  Auflösbarkeit  dieser  Aufgabo  und  dio  Einzigkeit  der  Auf- 
lösung streng  und  allgemein  zu  erweisen,  kann  mau  die  folgende  Be- 
trachtung anstellen , welche  wesentlich  an  den  Satz  IV  a)  des  § 6. 
auknüpft. 

Man  stelle  sich  der  Reihe  nach  vor  dio  aus  Axc  UV  entsprin- 
genden Ebenenstücke  t/ER,,  t/ERj  ...  bis  zu  demjenigen  UVRX, 
welches  als  letztes  vor  UV  I sich  darbieten  wird.  Nun  ist  zu  Punkt 
2 der  ihm  symmetrische  mit  Bezug  auf  Ebene  UVJt x zu  nehmen, 
zu  diesem  abgeleiteten  Punkt  wieder  der  ihm  symmetrische  mit  Bezug 
auf  Ebene  UVRX~ t,  zu  diesem  abgeleiteten  wieder  der  ihm  symmetrische 
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mit  Bezug  auf  Ebene  UVRX- j u.  s.  w.  Durch  diese  Veranstaltung 
wird  offenbar  jenseits  der  schliesslich  zu  benutzenden  Ebene  UV Ä„ 
innerhalb  der  Oeffnung  des  Winkclspiegels  ein  solcher  von  X abge- 
leiteter Punkt  gewonnen,  an  dessen  Stelle  ein  leuchtender  Punkt  Q 
gebracht  — genau  an  der  vorgeschriebenen  Stelle  X des  todten  Rau- 
mes ein  Bild  Q"  liefern  wird. 

Aus  dieser  Darstellung  erhellt,  dass  und  wie  immer  diejenigen 
Störungen  zu  ermitteln  sein  werden,  welche  bezüglich  der  Reinheit 
der  in  den  todten  Ranm  fallenden  Abbildungen  eines  Systems  £ sich 
ergeben  mögen. 

Im  übrigen  ist  gemäss  dem  zuletzt  Vorgetragenen  herzorzuhebeu, 
dass  freilich  die  besten  Leistungen  des  Winkclspiegels  im  Siuue  der 
Hervorbriugung  schöner  Bilder  eines  beliebig  ausgedehnten,  in  seine 
Oeffnung  eingeführten  Gegenstandes  dann  sich  ergeben  werden,  wenn 
der  Oeffuungswiukel  ein  absoluter  Teil  von  180°  ist. 
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Uebersicht  des  Inhalts. 


§ l. 
§ 2. 

§ 3. 


I 4. 
§ 5. 

§ 6. 

§ 7. 


§ 8. 

§ 9- 

§ 10. 

§ 11. 

§ 12. 


Vorwort. 

Erste  Definitionen. 

Erste  Orieutiruug  bezüglich  der  Bilder  eines  einzelnen  Punktes 
P\  Bezeichnungen ; zwei  Reiben  der  Bilder. 

Zu  jeder  Reihe  zwei  Formeln  gegeben,  wonach  die  Lage  jedes 
Bildes  (gerader  oder  ungerader)  Ordnung  sich  bestimmt  — 
Zwei  Reihen  von  Gleicliuugen  entsprechend  den  zwei  Bilder- 
reihen. An  sie  geknüpft  die  Frage  dor  Bilderzahl. 

Lehrsätze,  die  ihro  Lösung  vorberciten;  todter  Raum. 

Beweis  der  Begrenztheit  der  Bilderzahl  für  alle  Fälle.  Ent- 
sprechende Lehrsätze  und  Aufgabe. 

Lehrsätze  über  Zahl  und  Lage  der  Bilder  in  jeder  Reihe  für 
sich. 

Optische  Bedeutung  gewisser  im  vorigen  § eingegangenen 
Hilfslinien.  Durch  sie  die  Abbildungen  der  zwei  Einzelspiegel 
in  einander  bestimmt. 

Genaueres  über  diese  Abbildungen  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Hauptuntersuchung. 

Regulirung  des  Fortgangs  der  letzteren. 

Genauere  Untersuchung  der  Bilder  eines  in  der  Medianebene 
liegenden  Punktes;  vier  Fälle. 

Desgleichen  der  Bilder  eines  seitlich  von  der  Medianebeno 
liegenden;  zwölf  Fällo. 

Zusammenfassung  der  Ergebnisse  des  vorigen  § in  sechs  Haupt- 
sätzen. 

4« 
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§ 13.  Gegensatz  und  Verwandtschaft  der  Angaben  der  §§  11.  und 
12.  Generalregel  über  die  Bestimmung  der  Gesamtzahl  aller 
Bilder  eines  beliebig  wo  innerhalb  der  Oeffnung  eingeführten 
Lichtpunkts. 

§ 14.  Weitere  Aufklärung  Uber  den  Ursprung  einiger  Sätze  des 

§ 12. 

§ 15.  Die  möglichen  Aenderungen  der  Bilderzahl  eines  Punktes, 
wenn  er  innerhalb  der  unveränderlich  bleibenden  Oeffnung  des 
Winkelspiegels  sich  bewegt,  durch  ein  charakteristisches  Bei- 
spiel erläutert. 

§ 16.  Einführung  eines  Systems  von  Punkten  in  der  Oeffnung  des 
Winkclspiegcls.  Zunächst  diejenigen  Erscheinungen  betrachtet, 
welche  sich  ergeben,  wenn  die  Oeffnung  ein  aiiquoter  Teil 
von  180°  ist. 

§ 17.  Aufklärung  der  Erscheinungen  in  den  übrigen  Fällen. 

§ 18.  Die  unter  Umständen  sich  ergebenden  Störungen  der  Bilder 
durcheinander. 
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II. 


Zur  Integration  der  Gleichung 


d*u 

dx* 


Von 

Herrn  Otto  Ohnesorge. 


Das  Problem,  welches  in  der  vorliegenden  Abhandlung  behandelt 
wird,  ist  folgendes: 

Es  sind  sämtliche  reelle  Functionen  u zu  bestimmen,  von  der 

0*!i 

Beschaffenheit,  dass  sie  der  Gleichung  g-j  + — 0 genügen  und 

auf  einer  gegebenen  algebraischen  Curve  vorgeschriebene  Werte  an- 
nehmen. 

Die  allgemeine  Lösung  der  obigen  Gleichung  ist: 

« — *i(Ö  + fc(»l)> 

wo  i — x-\-iy  und  tj  = x — iy  gesetzt  ist.  Im  allgemeinsten  Falle 
sind  %,  sowol  wie  vollständig  willkürliche  Functionen,  soll  ihre 
Summe  jedoch  eine  reelle  Function  von  x und  y darsteilon,  so  müssen 
sie  einander  conjugirt  sein. 


§■  1. 

Ich  bestimme  zunächst  « so , dass  es  constant  ist  auf  einor  ge- 
gebenen Curve.  Ist  dies  der  Fall,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve 
Xilij-f-faO?)  = a Curvo  soll  jedoch  eine  algebraische  sein,  mit- 
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hin  muss  durch  diese  Gleichung  eine  algebraische  Rolation  zwischen 
£ und  ij  ausgedrückt  sein.  Hieraus  folgt  sofort  die  Form  der  Func- 
tion x,  wenn  die  obige  Gleichung  durch  eine  algebraische  Beziehung 
zwischen  | und  ij  für  jeden  Wert  von  a erfüllt  ist;  es  kann  dies 
nämlich  nur  daun  stattfinden,  wenn  % entweder  selbst  eino  algebrai- 
sche Function  oder  aber  höchstens  ein  elliptisches  Integral  erster 
Gattung  von  einer  algebraischen  Function  ist.  Besteht  aber  eino 
algebraische  Gleichung  zwischen  | uud  jj  nur  für  oineu  bestimmten 
Wert  von  o,  so  können  auch  transcendcnte  Functionen  höherer  Ord- 
nung auftreten. 

Nach  dieser  Betrachtung  kann  man  das  obige  Problem  auch  auf- 
fassen als  folgendes: 

Es  ist  eine  Function  zu  bestimmen,  deren  Additionstheorem  ge- 
geben ist. 

Ist  die  algebraische  Gleichung,  die  das  Additionstheorem  der 
beiden  Functionen  nrd  xs  herstellt,  so  beschaffen,  dass  dieses  Pro- 
blem überhaupt  eino  Lösung  besitzt,  so  ist  diese  Lösrng  leicht  zu 
finden,  da  der  Wog  hierzu  schon  von  Euler  gegeben  ist. 

In  der  Tat,  es  sei  <p(£,  i;)  = 0 die  Gleichung  der  Curve,  so  ist : 


Bestimmt  mau  nun  mit  Hilfe  der  Gleichung  <p(£,  r\)  = 0 £ als  Fuuc- 

0® 

tion  von  r\  uud  rj  als  t unction  von  £ und  ersetzt  ia  ^ die  v\  durch 
dw 

dio  | und  in  g-  die  £ durch  dio  ij,  oder  auch  umgekehrt,  so  ist 


entweder 

J Ir*  nud  ft  ==f%hl> 

oder 


ft  =y  4* 

' * 

oder  allgemeiner: 

f*  0® 

ti  Mgf  oder  = 

/£- 

0 

und 

f orj 

p dtp 

h~JMdr)rlr>  °der  ” 

rr 

d£ 
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wo  natürlich  auch  in  M , welches  eine  willkürliche,  jedoch  symme- 
trische Function  von  | und  rj  sein  muss,  entweder  die  4 durch  die 
t]  oder  die  rj  durch  die  4,  vermöge  der  Gleichung  <p(4,  t|)  = 0 zu 
ersetzen  sind. 


Die  Gleichung  der  Curve  ist  in  Bezug  auf  beide  Variable  vom 
» ten  Grade,  es  fragt  sich,  welche  von  den  «Wurzeln  zu  nehmen  sind. 
Die  Frage  erledigt  sich  dahurc'n,  dass,  wenn  4 = to(tj)  und  »?=-({) 
ist,  dass  alsdann  <o(t  (£))  = £ sein  muss.  Derartige  Wurzeln  existircn 
wie  später  bewiesen  werden  wird,  stets. 

Hat  man  die  Functionen  % so  bestimmt,  so  wird  der  Gleichung 
<p(4,  V)  =■  0 durch  die  Beziehung  Xi(f)  + Xt(v)  — “ Genüge  geleistet, 
bei  passender  Bestimmung  der  Constanten  o,  es  bleibt  nun  noch  zu 
beweisen,  dass  auch  die  erhaltenen  Functionen  & und  & einander 
conjugirt  sind. 


Die  Gleichung  <p(4,  ij)  = 0 ist  entstanden  aus  der  algebraischen 
Gleichung  y(x,y)  =0  dadurch,  dass  man  an  Stelle  von  x i(4  + ij), 

und  anstelle  von  y i-.(4,  t;)  gesetzt  hat.  Da  nun  ip(x, y)  eine  ratio- 
nale Function  von  x und  y ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass,  wenn 
,f(|,  tj)  eine  reelle  Function  von  4 und  r/  ist , sie  auch  symmetrisch 
ist  in  Bezug  auf  I und  r/:  es  ist  demnach,  wenn  4 = oj(ij)  eine  Wurzel 

dtp 

der  Gleichung  ist,  auch  r\  = o>(4)  eine,  ferner  ist  ^ dieselbe  Func- 

tion  von  4 und  rj  wie  ^ von  >;  und  4,  hieraus  folgt,  dass  jji  und 
Xt  dieselben  Functionen  sind. 


Ist  jedoch  <p(4, »;)  eine  complexe  Function,  so  lässt  sie  sich  stets 
auf  die  Form  bringen  ^4  -J-  «(4 — vj)Ä,  wo  A und  B rationale  und 
symmetrische  Functionen  sind.  Dieser  Ausdruck  gleich  null  gesetzt 
und  die  so  entstandene  Gleichung  nach  4 aufgelöst,  gebe  4 — a(ri) 
cs  folgt  hieraus,  dass  r\  = o>(4)— «(*;)  ebenfalls  eino Wurzel 
sein  muss. 


Nun  ist: 


3 <P  ,SB 


Cg 

dri 


SA 


Sb 


S -j-w+ü-y)^ 


substituirt  man  hierin  für  | und  für  rj  die  entsprechenden  Functionen 
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uud  trennt  zn  gleicher  Zeit  die  reellen  von  den  imaginären  Teilen, 
(immer  berücksichtigend,  dass,  wenn  B(to-\- ix)  = F-J-  iG  ist,  B(at—ix) 
= F — iG),  so  erhält  man: 


dtp 

df  ' 


C+  iD  + i(F+«G)+  »'(I  — <o+  ix)  (J+iK) 


(alles  Functionen  von  |) 

0„ 

g-  —C—iD— HF—  iG)  + »(<»  + ix  — >j)  (J—  iK ) 

(alles  Functionen  von  ij),  odor 

09  C — G — Jx  — K(S — D-f  J—  xK + (|  — ca ) J) 


C—  G — Jx+K(a  — r])  — »|£>  + J—  xK+(ti~  a)J\ 


31 

dtp 
dt] 

dtp  dtp 

Mithin  sind  gj  und  g^  conjugirto  Functionen,  also  auch 

/dtp  „ f*  dtp 

und  & = J M Sn'dr> 


da  auch  M durch  die  Substitution  | = ®(ij)  + ix(rj)  und  tj  = <a(J) 
— ix(£)  in  zwei  conjugirto  Fuuctionen  verwandelt  wird. 

Diese  Methode  lässt  sich  leicht  ausdelineu  auf  den  Fall , wo  » 
auf  der  gegebenen  Curve  nicht  coustant,  sondern  einer  beliebigen 
Function  gleich  wird. 


Es  sei  t(|.  rj)  die  gegebene  Fuuction,  so  wird  die  Gleichung  der 
Curve  enthalten  sein  in  der  Gleichung: 

Xi(l)  + &0l)  = r(ii  v), 
es  werden  also  die  beiden  Gleichungen: 

äf  + fcj  dr>  “ 0 

und 

identisch  sein  müssen,  also 


und 
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dt  dtp 

uW-Bj-  MdJ’ 

mithin  wird 

ef) ««  +f  ( M l~  ~ |)  *i- 

Auch  hier  ist  M eine  symmetrische  Function,  und  auch  hier  sind 
entweder  die  J durch  die  17,  oder  die  rj  durch  die  | vermöge  der 
Gleichung  <p(S,  17)  = 0 zu  ersetzen. 

Ist  t ebenfalls  eine  symmetrische  Function  oder  von  der  Form 
— r))D,  so  wird  auch«  eine  reelle  Function  von*  und  y sein. 

Uebrigens  kann  man  stets  eine  symmetrische  Function  herstellcn, 
die  auf  der  gegebenen  Curve  mit  r übereinstimmt. 

In  der  Tat,  es  sei  A irgend  eine  symmetrische  Function  von  J 
und  t],  ersetzt  man  nun  in  r(l,  //) , £ und  r/  durch  t und  <p  vermöge 
der  Gleichungen  t = t (|,  17)  und  <p  = g>  (|,  17),  so  wird  x(£,  ri)—r ,(!,?), 
auf  der  gebenen  Curve  aber  wird  q>  = 0,  also  x nur  eine  Function 
von  t,  mithin  symmetrisch  in  Bezug  auf  I und  17. 

Die  gefundene  Function  ist  insofern  noch  willkürlich  als  M will- 
kürlich ist,  M müsBte  demnach  durch  vorgeschriebone  Stetigkeits- 
bedingungen bestimmt  werden.  Diese  Aufgabe  würde  ohne  Zweifel 
äusserst  schwieriger  Natur  sein,  doch  kann  man  dieselbe  teilweise 
umgehen,  dadurch  dass  man  zu  dom  oben  bestimmten  u diejenige  all- 
meinste  Function  ut  addirt,  die  auf  der  gegebenen  Cnrve  gleich  null 
ist.  Diese  Function  kanu  man,  wio  in  dem  nächsten  Abschnitte  ge- 
zeigt werden  wird,  stets  ohne  Integrale  in  endlicher  Form  darstelleu. 
Die  Erfüllung  der  Stctigkcitsbedinguugen  bietet  alsdann,  wenn  sie 
auch  allgemein  nicht  ausführbar  ist.  in  den  meisten  Fälleu  keine 
grossen  Schwierigkeiten  mehr  dar.  Nur,  wenn  endliche  Uustetig- 
keiten,  die  auf  bestimmten  Linien  statttinden,  zu  beseitigen  sind, 
könnte  man  auf  wesentliche  Schwierigkeiten  stossen. 


§•  2. 

Die  Methode,  die  wir  soeben  entwickelt  haben,  führt  nur  dann 
zum  Ziel,  wenn  die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  irreductibcl  ist, 
wenn  also  nur  eine  oinzigo  algebraische  Curve  gegeben  ist,  auf  der 
die  Function  coustaut  sein  soll.  In  diesem  Abschnitte  werde  ich  eine 
Methode  geben,  die  sich  auch  auf  Curvon  auwendeu  lässt,  deren 
Gleichung  reductibel  ist.  Sic  ist  jedoch  insofern  beschränkter,  als  « 
stets  constant  sein  muss. 
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Die  gesuchte  Functiou  « kann  in  doppelter  Form  dargestcllt 
werden,  nämlich  durch 

u-o  — &(£) + &(»?) 

oder  durch 

= 7 J — z*(n)  S - 

Ich  behandle  zuerst  den  Fall , dass  » in  der  zweiten  Form  dar- 
gestellt  wird.  In  diesem  Falle  ist  » = « auf  der  Curve  Xi(£)  = &(’?)> 
auf  der  gegebenen  Curve  jedoch  sei  £ = ?()/,  i)  und  »;  = i),  dem- 

nach muss  sein  & (!)  = %j(9>d))-  Ist  <p  eine  reelle  Function,  so  ist 
h = Hs,  also  x(t)  ■=  k(<p(D). 

Zwischen  | und  rj  jedoch  besteht  eine  symmetrische  Gleichung, 
os  ist  mithin,  wenn  t;  = <p( |)  auch  | — <p(t]),  demnach  wird  stets 
eine  Wurzel  existiren,  so  dass  '/>(<?(!))  = ! ist. 

Ist  nun  x(»,  ?(!))  eine  symmetrische  Function  von  ! und  y(|) 
und  hezeichno  ich  dieselbe  mit  %(i),  so  ist  x(l)  = %{<?($))■ 

Wir  haben  also  erreicht,  dass  alle  «,  die  constant  sind  auf  der 
gegebenen  Curve,  sich  darstellon  lassen  in  der  Form: 

“ = »hd,  ?(S))— zO/,  vO»))l, 

wo  x(l, 9>(l))  eine  willkürliche,  jedoch  symmetrische  Function  von  £ 
und  ?(!)  sein  muss. 

Ist  g>(!)  keine  reelle  Function  von  !,  so  ist,  wie  wir  schon  im 
ersten  Abschnitte  gesehen  hüben,  au  Stelle  von  <p(!)  zu  setzen 
&>(£)  — *'r(|)  und  an  Stelle  von  <f( {)  -j-n(ti),  demnach  wird: 

u—a  = i j *(£,  c»(|)— »*(!))  — xd,  "(»?)  + *'*(*?)! 

wo  x wiederum  eine  reelle  und  symmetrische  Function  der  boidcu 
Argumente  sein  muss. 

2)  a habe  die  Form:  u — a — Xi(4)  + 3t»(l)i  80  erhält  man  leicht 
durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  oben,  dass  zu  setzen  ist: 

«— “ = jip(j) — ,g(<p(!))|  j x(|,  <p{l)) + • i(n,  <p(v)) 

Es  sind  hierin  die  t p und  % stets  reelle , doch  willkürliche 
Functionen. 

Dass  übrigens,  wenn  an  Stelle  von  I cp(t])  gesetzt  wird,  die 
rechte  Seite  versshwindet,  erkennt  man  leicht,  nur  muss  die  Bcdin- 
gungsgleichung  stattfinden 

<p(<p(f))  = i- 
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Derartige  FuDctionen  <?(£)  siud  aber  immer  vorhanden.  Es  ist 
'/■(?(!))  bestimmt  als  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren 
linke  Seite  eine  symmetrische  Function  ist  in  Bezug  auf  qp(qo(£))  und 
<p(!) : setzt  man  nun  au  Stelle  von  q>(<f(£))  £ ein,  so  erhält  man  eino 
symmetrische  Gleichung  I uud  </>(£),  die  identisch  ist  mit  derjenigen, 
durch  welche  als  Function  vou  £ bestimmt  wird,  diese  ist  also 
immer  erfüllt,  und  mithin  ist  q o(<p(;)-  = £ eine  Wurzel  der  Gleichung. 

Diese  soeben  aufgestellten  Functionen  u besitzen  sämtlich  auf 
der  gegebenen  Curvo  den  constanstou  Wert  «;  im  allgemeinen  werden 
sie  nicht  nur  auf  dieser  einen  Curvo,  sondern  noch  auf  verschiedenen 
andern  gleich  a sein,  es  bietet  sich  uns  jetzt  das  Problem  dar,  von 
diesen  Functionen  diejenigen  heraus  zusucheu,  die  auf  mehreren  ge- 
gebenen algebraischen  Cnrveu  constant  sind.  Zunächst  ist  klar,  dass 
jo  mehrCurven  gegeben  sind,  desto  geringer  die  Willkürlichkeit  der 
Function  % sein  wird. 

Es  sei  nun  vorgeschrieben,  eino  Function  zu  bestimmen,  die  auf 
den  boidcu  algebraischen  Curvon  £ = <?,(»;)  uud  £ — <P-Av)  gleich  a 
wird. 

Diese  Function  muss  sich  darstclleu  durch  die  beiden  Formen: 

—7-  = Xi(5,  Vi(E))  — Xs(v,  vAv)) 

und  , 

u — a 

~ — = 5b(£,7>s(£»  — Zi(’),  <Ps(v)) 

diese  Gleichungen  gehen  daun  und  nur  dann  in  einander  über,  wouu 
X eine  symmetrische  Function  ist  nicht  nur  von  £ und  ?>](£),  sondern 
auch  von  to(£)  und  w(<Pi(£)),  wo  a so  beschaffen  ist,  dass  u(vj(£))  — 
m(qps(£)),  es  wird  also  sein: 

^7-^-=  Xi(“(5),  <»(?,(£)) )— K*( a(v)> 

Dass  die  rechte  Seite  verschwindet,  wenn  man  an  Stolle  von  £ 
?,(>))  oder  <ps(»j),  sieht  man  sofort. 

Hätten  wir  « dargestellt  durch  die  erste  Form,  also  durch  dio 
Summe  zweior  Functionen  Xi  80  würden  wir  zu  derselben  Function 
<o(£)  gelangt  sein. 

Soll  u auf  deu  » vorgeschriobonon  Curven  £ = ^,(£)  oder  gleich 
<rZ(£)  (wo  £ = 1 . . n)  = o sein , so  muss  die  Fuuctiou  o>  den  Be- 
dingungen genügen : 

w(qPi(?))  = <o(<ps(V)  — “(y„(£)). 
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Es  fragt  sich  nun,  wie  sind  derartige  Functionen  zu  bestimmen  ? 
Die  Functonalgleichung  ftlr  io  ist 

, ®(?,(5))  = «(?>*(£)), 

also  auch 

<a(f)  = <a(v3(9>  j(5))  = (»Wf)) 

wenn 

= r(E) 

gesetzt  wird. 

Ich  bilde  folgende  Fnnctionenreihe : 

5 — r®(E),  t*(?)  = x(5)),  t2(?)  = r(»(£))  . . t»(5)  — t(t“-'(5))  ... 

T-'(f),  r-2(f)  ...  r-"(E)  ... 

wo  x-1(?)  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 

x(t  1(5))  = 5 und  r-"(5)  — r-|(x-“+1(?)). 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  entweder  ist  die  An- 
zahl der  so  gebildeten  und  von  einander  verschiedenen  Functionen 
eine  endliche  oder  nicht  Damit  der  erste  Fall  eintrote  .muss  irgend 
eine  Gleichung  bestehen  von  der  Form 

*»(?)  = 


ist  dies  der  Fall,  so  ist  ersichtlich,  dass  irgend  eine  symmetrische 
Function  sämtlicher  von  einander  unterschiedenen  Functionen  t 
eine  der  gesuchten  Functioucn  to  ist,  man  wird  aber  unendliche  viele 
algebraische  Functionen  hcrstellen  können,  die  der  Functionalgleicliung 
genügen. 

Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  existiren  aber  unendlich  viele  von 
einander  verschiedene  Functionen  r,  so  wird  man  auch  hier,  um  co 
zu  erhalten,  aus  diesen  unendlich  vielen  Elementen  eine  symmetri- 
sche und  convergente  Function  bilden  müssen.  Es  werden  aber  nur 
transcondento  Functionen  bestehen,  die  der  Functionalgleichung  ge- 
nügen. 

Abgesehen  davon,  dass  man  diese  ßeihe  nur  anwenden  kann, 
wenn  nur  einer  Functionalgleichung  zu  genügen  ist,  wird  die  Auf- 
stellung derselben  schon  im  allgemeinen  unüberwindliche  Schwierig- 
keiten darbieten,  da  es  bei  einer  wenig  complicirten  Function  schwer, 
oft  unmöglich  seiu  wird,  das  »te  Glied  der  ßeihe  in  indepondenter 
Form  darzustellen. 

Wir  verlassen  mithin  diese  ßeiho  vollständig  und  suchen  aus 
schou  bekannten  Functionen  die  a darzustellen. 
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Das  Problem  ist,  eine  Function  tu  so  zu  bestimmen,  dass  <»(?)= 
o>(ij)  ist,  wenn  zwischen  | und  »;  eine  algebraische,  jedoch  nicht  sym- 
metrische Gleichung  besteht.  Ein  Mittel  hierzu  bieten  die  periodi- 
schen Functionen.  In  der  Tat,  es  ist  z.  B,  sin 5 = sintj,  wenn  die 
nicht  symmetrische  Gleichung  besteht  5 — rj  = 2n. 

Ist  aber  x eine  periodische  Function  mit  der  Periode  et,  so  ist: 
jf(t(S))  = x(z(V))  wenn  r(5)  — t(i?)  = o ist. 


Soll  nun  diese  Gleichung  eine  algebraische  Relation  zwischen  5 
nnd  i]  darstellen,  so  muss  t(£)  entweder  selbst  eine  algebraische 
Function  sein  oder  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  einer 
algebraischen  Function  von  5;  in  diesem  Falle  würde  man  für  jeden 
Wort  von  a eine  algebraische  Beziehung  erhalten.  Es  kann  jedoch 
auch  hier  t eine  trnnscendente  Function  höherer  Gattung  sein,  doch 
wird  man  alsdann  nur  für  einen  bestimmten  Wert  von  a eine  alge- 
braische Gleichung  erhalten.  Ist  die.  algebraische  Gleichung  zwischen 
5 und  ?/  so  beschaffen,  dass  man  mit  Hülfe  dieser  Methode  zum  Ziel 
kommt,  so  kann  mau  die  im  ersten  Paragraphen  gegebene  Methode 
benutzen. 


Diese  Functionen  sind  die  einzigen , die  man  mit  Hülfe  der  einfach 
periodischen  Functionen  bilden  kann.  Benutzt  man  mehrfach  perio- 
dische Functionen,  so  wird  man  auch  Functionen  erhalten,  die  durch 
mehrere  Substitutionen  uugeäudert  bleiben. 


Als  specielles  Beispiel  behandele  ich  den  Fall,  bei  dem  zwischen 
f und  i)  eine  lineare  Gleichung  besteht.  Es  ist  aber  eine  Function 
tu  aufzustellen,  so  dass 


Ich  nehme  an,  m sei  eine.  Function  von 


T(f) 


c?  -|-a 


und  versuche,  ob  sich  nicht  die  Constanten  a,  b,  c,  tl  so  bestimmen 
lassen,  dass 

= + * i8t- 

Es  muss  demnach  sein: 


(tut -{-  by)  -(-  bö  (a-{- Ic)^ htl 

(co-J-ftyJfi-j-eß-j-f/Ä  <!?-(-& 

also 
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(<*  — m)  c -f-  yd  =>  0 aa  -f-  yh  = m(a  -f-  tr) 

/5c— f-  (d  — m)d  — 0 = m(h-\-kd) 

Aus  deu  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  zur  Bestimmung  von 
m die  quadratische  Gleichung: 

(«  — m)  (ö  — m)  — ßy  = 0 

ferner  ist: 

c y ö — m (et  — ?»)a  -|-  yh 

d « — m ß j3a-|-(d — m)h * 

hieraus  folgt  zur  Bestimmung  von  a und  b: 

((o  — m)2  -|-  ßy)  a -j-  y (et  -f-  6 — 2m)  h — 0 

oder  da 

ßy  ==■  («  — m)  (d  — m) 

{ « -f*  d — 2m  j { («  — m)  a yh  \ = 0. 

Cf  c 

Da  nun  7 nicht  gleich  sein  darf,  so  muss 


« -|-  <5  — 2m  — 0 


Dieser  Wert  in  die  Bestimmungsgleichung  für  m eingesetzt,  giebt: 

(«  — <J)2— |-  4 /3y  — 0. 

Besteht  also  zwischen  den  Coefficienten  der  Substitution  die 
Gleichung : 

(«  — (5)2-f-4/3)'  = 0, 
d.  b.  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
(«  — m)(S  ~m)  — ßy  = 0 

einander  gleich,  so  lasst  sich  stets  eine  Function  t(E)  aufstelleu,  so 
dass 

ist;  also  ist  a eine  Function  von  i(E)  mit  der  Periode  b.  Diese 
Periode  wird  aus  den  beiden  noch  vollständig  willkürlichen  Grössen 
a und  b bestimmt. 

2)  Dieso  Bedingungsgleichung  finde  nicht  statt,  die  Gleichung 

i»!  — — ßy  =r  0 
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\ 


habe  also  zwei  verschiedene  Wurzeln  m,  und  m2,  so  lässt  sich  stets 
eine  Function 


aufstellen,  so  dass 


*«)  = 


aE-t -b 

ci-\-d 


t 


— r(5)  ist. 

771% 


In  der  Tat,  man  erhält  zur  Bestimmung  von  o,  J,  e,  d die  Glei- 
chungen : 

(fl — nt])  <j-f-  yb  = 0 (es  — «»2)  c -|-  yd  — 0 

0ra-|-(d — mt)/i  = 0 ßc-[-(ö — mt)tl  = 0 

denen  immer  genügt  werden  kann. 


Iu  diesem  Falle  ist  also  10  eine  Function  von  logr(l-)  mit  der 

m, 

Periode  log  - • 

"*a 

Sind  m,  und  mt  reelle  Grössen,  ist  also  («—  d)s-j-4(3y>0,  so 
ist  auch  t(E)  stets  eine  reelle  Function;  sind  sie  jedoch  complex,  so 
muss  man  das  Additionstheorem  des  Arcus  tangens  anwendeu,  um 
reelle  Functionen  zu  erhalten. 


Es  ist 

wiederum  sei 
also 


arctgr-f-arctgm  — arctgj 
r(E) 


T -j-m 
r m ' 


aE+  4 
<*+ d ’ 


arctgr 


und 


(±k£\ 

VyE+ö/ 


arctg 


(acr-4“^y)$”h<*0  -f-Atf 

(ca  -|-  dy)  5 -f-  cß  -f-  dt 5 

arctg  T(E)+arctgm  = arctg  (e  _ ma)i^-d_^ 


demnach  setze  ich: 


oder  geordnet: 

(a — X)a  -j-  yb  — mir 
ßa-\-(3  — l)b~  mit! 


oa-f-yi  — l(a-\-mc) 


(b  — X)c-\-yd  = — mXa 
|5c-f-(Ä  — X)d  = — i»A4, 


hieraus  folgt: 

((b  — I)2-f  yß + m2  A2)c  + (fl  -f  S- 2l)yd  — 0 
((b  — A)»  + y/3-f-mU*)a-H«  + <5  — 2A)y4  — 0. 
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Wären  die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  von  null  verschie- 
den, so  würde  man  erhalten  ^ r(5)  würde  sich  also  auf  eine 

Constante  reduciren,  es  ist  mithin: 

(n  — A)2  -j-  y/5  + m2  A2  = 0 und  A = J(o-j-d) 

also 

mA  = 1 — ((«  — d>*  -J-  4/3>-) 

also  reell. 

Sind  m und  A so  bestimmt,  so  lassen  sich  zwei  Gleichuugeu  des 
Systems  aus  den  heulen  anderen  ableiten,  es  bleiben  mithin  noch  2 
übrig,  und  aus  diesen  folgt: 

(«  — d)a-f-2yi  2/3«-f-(d — ct)h 

e m(a-f-d)  1 ^ ju(t/  - 1 d) 

mithin : 

t(5)  = V—  ((«  — Ä)l+4(*y)  • )„ _|_2y* )? + '2(Sa -f~(4  - äjb 

Ist  x(5)  so  bestimmt,  so  ist 

arctgi  = arctgr(5)+arctgm. 

Nimmt  man  nun  irgend  eine  periodische  Function  von  arctgr(f) 
mit  der  Periode  arctgm,  so  ist  diese  Function  das  gesuchte  n>. 

Wir  haben  für  t(?)  stets  eine  lineare  gebrochene  Function  ge- 
setzt, es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  cs  nicht  noch  gebrochene  Func- 
tionen höherer  Geraden  giebt,  die  den  obigen  Bedingungen  genügen? 

Stellt  man  die  Bedingungsgleichung  für  die  Coefficienten  einer 
solchen  Function  auf,  so  erkennt  man  dass  allen  Bedingungen  stets 
genügt  werden  kann;  eine  eingehendere.  Untersuchung  jedoch  ergiebt, 
dass  Zähler  und  Nenner  so  viele  gemeinsame  Factoren  besitzen,  um 
auch  in  diesem  Falle  z(5)  auf  eine  lineare  gebrochene  Function  zu 
reduciren. 


Teil  II.  Anwendungen. 

Die  soeben  entwickelte  Theorie  lässt  sich  direct  und  ohne  grosse 
Schwierigkeiten  anwenden  auf  viele  Probleme  der  Analysis  und  der 
mathematischen  Physik,  da  bei  allen  diesen  Anwendungen  nur  darauf 
zu  achten  ist,  dass  auch  den  Stctigkeitsbedingungeu  genügt  wird. 
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Sind  z B.  Functionen  zu  bestimmen,  die  stetig  sind  in  der  ganzen 
unendlichen  Ebene  mit  Ausnahme  des  Unendlichkeitspunktes  und  der 
von  einer  oder  mehreren  Curven  umgebenen  Fläche , so  genügt  man 
den  Stetigkeitsbedingungen  meistenstenteils  schon  dadurch,  dass  man 
von  allen  Functionen,  die  constant  sind  auf  den  Begreuzuugscurvon 
und  die  die  gegebene  Unstetigkeit  in  der  Unendlichkeit  besitzen,  die- 
jenige auswählt,  die  den  bestimmten  constanten  Wert  nur  auf  diesen 
Grenzcurven  besitzt. 

Anders  jedoch  stellt  sich  die  Sache,  wenn  Functionen  zu  be- 
stimmen sind,  die  den  bestimmten  constanten  Wert  auf  einer  Curve 
besitzen,  in  derem  Innern  sic  in  bestimmten  Punkten  unstetig  werden 
sollen.  Die  Functionen  <p(5)  und  <?(?;) , die  wir  durch  Auflösung 
einer  Gleichung  n ten  Grades  gefunden  haben,  sind  hier,  direct  wenig- 
stens, meistenteils  nicht  anzuwenden,  da  sie  gewöhnlich  im  Innern 
der  Flüche  in  gewissen  Linien  oder  Punkten  endliche  Unstotigkeiten 
besitzen  werden,  oder  vielmehr,  da  sie  im  Innern  der  Fläche  gewisse 
Linien  nicht  überschreiten  dürfen,  wenn  sie  am  Rande  der  Fläche 
mit  dem  vorgeschricbcnen  Werte  ankommen  sollen.  Man  wird  in 
diesem  Falle  zurückgehen  müssen  auf  die  im  ersten  Paragraphen  ge- 
gebene Methode  und  versuchen , die  Gleichung  der  Begrenzung  dar- 
zustellen in  der  Form: 

X(9+Zrt>  = «, 

bei  weiteren  Rechnungen  sind  alsdann  nur  die  Functionen  jj(E)  und 
anzuwenden. 

Als  specielle  Anwendungen  werde  ich,  um  den  Umfang  dieser 
Abhandlung  nicht  zu  sehr  anwachsen  zu  lassen,  nur  zwei  Beispiele 
geben. 


§■  1. 

Die  Glcichgcwiehtsyerteilung  der  Elektricität  auf 
zwei  unendlich  grossen  Cylindern  mit  kreisförmiger 

Basis. 

Diese  Verteilung  ist  durch  die  Potentialfunction  vollständig  be- 
stimmt. Diese  Function  muss  den  bekannten  Stetigkoitsbedingungen 
genügen  und  constant  sein  auf  der  Peripherie  beider  Kreise. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien: 

x*  -f“  ?/"  = r~  und  (x  — a)2  — (—  jy*  = p2 
oder  in  5 und  »;  ausgedrückt : 

Arch.  d.  Math.  u.  Pliys.  2.  Reihe,  Teil  II.  & 
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5 . ij  — r2  und  i.tj  — a(5-j-»j)  =>  p2  — a2 
also  ist  auf  der  Peripherie 


V = 


ra 

T 


und 


V 


ul;-f-p2 — o4 
f-a~ 


Demnach  ist  zunächst  eine  Function  zu  bestimmen,  dio  ungeändert 

I r4(j  — j*2 . ei  I 

bleibt  durch  die  Substitution:  5,  m » Um  unsere  früheren 

I <n  + p2  — ar  | 

Entwickelungen  anzuwenden,  ist  zu  setzen: 

a = r2,  ß = — ar4,  y = a,  ä = p4  — o2, 
die  in  m quadratische  Gleichung  wird  mithin: 

m2  — (r2  -j-  p2 — a~)m  -j-  r-  p2  = 0 

also 

’"J  | = ä j r2  + p4  - a2  ± y (r2+  p2  — a~4)2  — 4r4  p2| . 

m2 ) 

Diese  Gleichung  besitzt  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  a2=(r  + p)2 
ist,  wenn  sich  also  die  beiden  Kreise  berühren,  schneiden  sich  die 
beiden  Kreise,  so  wird  dio  Quadratwurzel  imaginär,  liegen  sie  völlig 
von  einander  getrennt,  so  sind  die  Wurzeln  reell. 

1)  Die  beiden  Kreise  berühren  sich,  und  es  sei  a ■=  r + p. 

Es  ist  zunächst  dio  Function  t(E)  aufzustellen,  diese  mögo  in  der 
Unendlichkeit  gleich  null  werden  und  sich  durch  die  Substitution  um 
n vermehren,  ich  setze  also: 


*(?)  — 


r . p . n 1 
r-J-p  E — r 


ferner  wende  ich,  um  « aufzustellcn,  die  Form  an: 

u — u = x(o)(E))  — *(ib(9>(S))) + )[(<»(»!))  — z(a<P(v)) 

und  setze,  da  » in  der  Unendlichkeit  unendlich  werden  soll  wie  der 
Logarithmus  der  Entfernung: 


also  ist: 


u — « = k . log 


= Hogsinr(S), 
sini(S),  sint(i)) 


Nun  ist  aber 


ta’(l),  8iDt(0 

(?)-— (9-4^.*. 


u wird  also  gleich  « auf  den  Curvcn: 
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sin  (t(E)  -f-  ?t)  sin(r(ij)  -f^j^  »)  — sin  t(5)  . sinrfi;)  = 0. 

Es  besteht  aber  folgende  Gleichung: 
sin(* -f- «) sin(y -(- *) — sin*. sin y ■=  sinasin(x-|-y-f-a), 
mithin  ist  «■=■<»  auf  dem  Curvensystem : 


oder  x und 


t(0  + t(»()  + r^|_- tt  «=  »71 

y eingeführt  auf  dem  Curvensystem: 
/ ”(r  + g)r  \t  i s ( r.g 

V »(r+p)  — p)  ”*'3'  W + P) 


Da  n jede  beliebige  Zahl  sein  darf,  so  stellt  diese  Gleichung 
unendlich  viele  Kreise  dar.  Die  Entfernung  der  Mittelpunkte  vom 
Nullpunkte  sei  e„  und  die  Radien  seien  Rn,  so  ist 


und 


«o  — 0 Rq  = r 

e,  = r-fp  R1  = p 


diese  beiden  Kreise  sind  die  gegebenen. 


Ferner  ist,  wenn  » positiv: 


also 


s» 


”(r  + p)r 

n(r-)-p)— p 


und 


Rn 


r-P 

*(*•  H-  p) — P 


Cn—Rn  = r. 


Da,  wenn  »>1,  R„<^  p ist,  so  liegen  diese  Kreise  sämtlich 
im  Innern  des  zweiten  Kreises,  und  ihre  Peripherien  gehen  durch 
den  Berührungspunkt. 

Ist  n negativ,  so  ist 

die  Mittelpunkte  liegen  also  in  dem  ersten  Kreise  und  ihre  Peri- 
pherien geben  ebenfalls  durch  den  Berührungspunkt.  Für 

n = + oo  ist  e — r und  R = 0. 

Alle  diese  Kreise  sind  also  eingeschlossen  von  den  beiden  ge- 
gebenen ; wenn  wir  mithin  die  beiden  gegebenen  Kreise  als  Grenze 
des  äusseren  Raumes  auffassen,  so  ist  u im  äusseren  Raume  nur  auf 
der  Grenze  gleich  «. 

5* 
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In  der  Unendlichkeit  wird  u unendlich  wie  der  Logarithmus  der 
Entfernung,  die  übrigen  Unstetigkcitspunkto  liegen  im  Innern  der 
Kreise,  wenn  man  deu  Berührungspunkt,  wie  es  in  diesem  Falle  auch 
sein  muss,  zu  den  inneren  Punkten  rechnet  Uebrigens  kann  u in 
dem  Berührungspunkt  keinen  anderen  Wert  besitzen  als  e,  dies  er- 
kennt mau  leicht,  wenn  u durch  * und  y ausgedrückt  wird. 


Es  ist 

u — o = &.log 


cos(t(S)  -f  *( »?))  — cos(t(t)  — t(i ;)) 

cos  (r(i)  + z{t])  -f  — cos(t(£)  — r(tj)) 


also 


U — O =>  Ä:  log 


x — r _ t* 


(x  — r 1\  m 

— — *') 

2rpxc 


; v — (*  — r)>+ys 


Diese  Function  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  vollständig  eindeutig 
bestimmt  bis  auf  den  Berührungspunkt,  hier  kann  u jeden  beliebigen 
Wert  annehmen  nnd  dieser  Wert  wird  abhangen  von  dem  Wege  auf 
dem  man  zu  dem  Berührungspunkte  gelaugt.  Da  man  aber  von 
einem  hinreichend  nahen  Punkte  des  äusseren  Raumes  zu  dem  Be- 
rührungspunkte nur  auf  der  geraden  Linie  x — r gelangen  kann, 
so  wird  in  ihm  die  Exponentialgrösse  unendlich  gross,  das  Argument 
des  Logarithmus  also  gleich  1 und  mithin  u ■=  «. 


2)  Die  beiden  Kreise  liegen  von  einander  getrennt  und  es  sei 
a > r-j-p. 

Die  beiden  Wurzeln  m1  und  ma  sind  reell,  mithin  ist  zu  setzen, 
da  für  { = co,  log  r(£)  — 0 werden  soll : 


es  wird 


demnach: 


tt\  — i) 

T{t)  ~ «|-( r»  -•%)  ' 


m,  — wij 


(*"*  — ms) 


(f) 


ar2  — (r8 — m,)f  r2 — m,  1 

ar* — (r*  — r2 — t({) 

sin  ( v log  t(  £))  sin  ( v log  t(i?)) 
og  sin  (v  log(Är(i) ))  sin  (v  log  (Ät(»))  )) 


■ et : log 


m, 

1 


■ Hg 

■ m, 
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Zunächst  erkennt  man,  dass  « in  der  Unendlichkeit  unendlich 
wird  wie  der  Logarithmus  der  Entfernung,  es  wird  gleich  o auf  den 
Curven: 

ni  — (r2  — mj)  ai j — (r2 — nt,)  / mA" 

— (r2 — mj)  atj  — (r2 — nij)  ’ 

es  sei 

— 1 — k 

ms 


so  stellt  diese  Gleichung  die  unendlich  vielen  Kreise  dar: 


wo 

und 


Es  ist  also 
ferner 


(x  — e»)2-(-yä  = JtH 2 

(1  — fc”)gr2 

e"  (r2  — mj) — ^“.(r2 — «h) 


Rn 2 = 


e0  — 0 und  R0  — r, 
e,  = a und  /f,  = g. 


Dieses  sind  die  beiden  gegebenen  Kreise,  diese  schliessen  obenso 
wie  im  vorigen  Falle  sämtliche  übrigen  ein. 

Diese  soeben  aufgestellte  Function  « hat  denselben  constanton 
Wert  auf  der  Peripherie  beider  Kreise,  das  ist  offenbar  nicht  der 
allgemeinste  Fall,  es  kann  auch  n auf  den  Peripherien  einen  ver- 
schiedenen Wert  besitzen.  Um  eine  solche  Function  zu  erhalten,  ist 
zu  u noch  der  Ausdruck  Alogr(5).r(»j)  zu  addiren  oder 


(ax  — (r2  — mj))2-(-o2y2 
0g  \ax—  (r2— mj))2-f  o2y2 

Dieser  Ausdruck  ist  unstetig  nur  in  den  Punkten 


x 


y 


0 und  x 


0, 


also  in  Punkten,  die  innerhalb  der  boidcn  Kreise  liegen.  Ferner 
wird  derselbe  auf  der  Peripherie  des  ersten  Kreises  gleich 
rs m 

A.  log  i und  auf  der  des  zweiten,  also  wenn 

° r2  — mt 


a:2-{-y2  — g2 — a,-{-2ax 
. , . , , o2  — (r2  — m, ) 

gesetzt  wird,  gleich  A . log  - , — y auf  beiden  also  constant. 


In  der  Unendlichkeit  wird  er  null. 
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Um  nun  u im  allgemeinsten  Falle  aufzustcllen,  setze  ich: 


und 


(ax  — (r! — m,)11-)-  a®  y* 

(ax — (r*  — ms))a-f-a!iy:<  X 

2(ms  — m,)y(a(x*-f-  y*l  — 2(rs  — (m,  -f~  m,))* -j-ar*) 


(a(x*-f  y*)  — (2r>— (:»!  + «,))**+  ar^*— - (m,— m,)V 
SO  ist 

cos(vlogT)  — + «-»"'■) 

u «=  °gt+  og  C08 (vlog A2 t)  — l(era,<-\-e— *“i) 


n : log  - ; h 


r*  — 


m. 


; o),  = arctgi» 


Die  3 noch  willkürlichen  Constanton,  die  in  dieser  B’ormel  auf- 
treten,  werden  bestimmt  durch  dio  Werte  die  u auf  den  beiden  Kreisen 
und  in  der  Unendlichkeit  annehmen  soll.  Ist  dio  Gesamtmasse  der 
Elektricität  gleich  null,  so  ist  auch  k •=»  0,  also 


» — a — A log  r. 

Der  Ausdruck  für  u enthält  noch  zwei  vieldeutige  Functionen 
den  Logarithmus  und  den  Arcus  tangens.  Der  Logarithmus  muss, 
da  u reell  ist,  ebenfalls  reell  sein,  also  ist  er  eindeutig  bestimmt. 
Anders  der  Arcus  tangens.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  an  Stelle 
von  aretgeo  setzen  kann 


2arctg. 


a\{: 


>4-0*— 


- — m, 


2<z 

2 tp  -f-  2n», 


*)V 


4a1  ) 


wenn  q>  der  Winkel  ist,  den  dio  beiden  Verbindungslinien  dor  Punkte 


x 


0 


und 


9 


0 


mit  dem  Punkte  xy  bilden.  Da  u in  der  Unendlichkeit  logarithmisch 
unendlich  werden  soll,  so  muss  arctgm  ■=  0 für  5 -=  gc  sein,  hieraus 
folgt,  dass  n — 0 sein  muss , mithin  ist  auch  der  Arcus  tangens  ein- 
deutig bestimmt. 

Streng  genommen,  müsste  tp  in  der  für  y positiven  Halbaxe  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen,  wio  in  der  für  y negativen, 
wir  können  aber,  da  der  Wert  von  » hierdurch  nicht  geändert  wird, 
festsetzen,  dass  tp  stets  das  positive  Vorzeichen  besitze. 
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Ebenso  wio  ro  hat  auch  r eino  leicht  zu  übcrschcndo  geometri- 
sche Bedeutung.  Es  soien  R,  und  die  Entfernungen  des  Punktes 
xy  von  den  beiden  Punkten 


so  ist 


x 


0 


und 


V — 0> 


R 

TV 


also  lässt  sich  u schliesslich  schreiben: 


K cos^2 v log  -f-  e-2”f) 

u — a — 2-4 log  1 +Alog  f jf  x — 

2 cos^  2v  log  j-R  J — Ke2’’!*'  -|-  e-2'  !*) 

Die  Unstetigkeitspunkte  der  Function  u liegen  sämtlich  auf  der 
X Achse  und  innerhalb  der  beiden  Kreise  mit  Ausnahme  des  Unend- 
lichkeitspunktes. Wird  a — r-j-p,  also  »t,  = >«2,  so  geht  die  Func- 
tion, wio  man  sich  leicht  üborzougcn  kann,  über  in  die  für  zwei  sich 
berührende  Kreise  entwickelte  Potcntialfunction. 


Liegen  die  beiden  Kreise  iu  einander,  so  lässt  sich  die  Poten- 
tialfunction leicht  aus  der  obigen  abloiten. 

3)  Dio  beiden  Kreise  mögen  sich  schneidon,  also 
r + p>a>r  — p. 

Es  ist  mithin  4r2p2 — (r2-f-?2 — a2)2  eine  positivo  Grösse,  sie 
sei  gleich  A2,  ferner  sei 


r2  + e2— a2 

so  setze  ich,  damit  für  S = oo  r(?)  = 0 wird : 


also 


A 

= 2a?  — (a2+r»— p2)  ’ 


u — a = /clog 


Nnn  ist 


• / 71 
sm  I - — t — arctg  t(ö 
\arc  tg  m ^ 


)-sin(£i?^arctgi(,')) 


• ( 71 

iin  I r arc  tg  r 

\arc  tg  m ^ 


. ( 71 

. sm  | — 7 arc  tg  r 

\arctg  m ° rj 


’ ■2) 

vJ 
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arctg  r (jj  - arctg  5S3C^+)i_^)| 

-=  — { »re tg r(|)  -f  arc tg  J . 

und 

arctgr©  + arctgx(9)) 

A(2a(£  + 7,)-2(a2+r2  — p2)) 


arctg 


Ferner  ist 


* 1 

< «2  + r2 

-e*) 

1 

r 2«  j 

| 

L _ ? 

2-f  r2  — p2^ 

l+y* 

W 

a 

I 

r 2«  ) 

4a2 

arctgT(|)  — arctgr(ij) 
= — arctg 


4 Xay.i 


H(-'J±+*)+-+£4 


1 

f «2  + r2-p^ 

l + l 

< A \2 

V 2a/ 

2 a ) 

log  ^ 

( a2  + r2-p2) 

l + l 

(’+& 

1*  2a  ) 

Es  sei  nun 


«8+r»-| 

2a 


a2+r2  — pY 


A2 


und 


1 

2 

l + l 

0)  = - 
1 

( a2  + r2-p2> 

l + l 

wir 

<*  2a  ) 

so  wird 


u — a = k log 


cos(2vj  arctg  z)  — c->’,loS“>) 

cos(2vj(arctg  r 4-  24t))  — 4(«”ll0B'"  + e-”!10*'") 

A 


v,  =>  »r:2arctgm;  A = arctg 


a2-(-r2 — p2 


In  der  Unendlichkeit  wird  r = 0,  mithin  muss,  da  der  Cosinus 
gleich  1 worden  soll,  arctg  = 0 für  r — 0 sein.  Der  Arctg  wird 
sich  also,  da  x erst  unendlich  wird  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
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r2 «2\  2 ^2 

* 2a ) -{-y*  = °'Des  Kreises,  der  sich  nicht  im 

71  7C 

äusseren  Baume  befindet,  stets  in  dem  Intervall  — ^ und  -f-  ^ be- 
finden. Hieraus  ergeben  sich  auch  sofort  die  Werte,  die  arctgm  und 

arctg  » , , anzunehmen  haben. 

a2-j-r2  — p2 

In  der  Tat , u soll  = u sein  auf  den  beiden  gegebenen  Kreisen ; 
setzt  man  z2  4- 1/2  = r2,  so  wird  x \ =;  die  beiden  Co- 

■ * 1 a3_|_r2 

sinuse  müsson  aber  einander  gleich  werden,  dies  kaun  nur  dann  ge- 

A 71 

schehen,  wenn  auch  arctg  -s-j — * s sich  in  dem  Intervalle  — 

7C 

und  4"  ö befindet. 

Setzt  man 

xi-\-y'1  =>  ß2-}-2 ax  — a2, 

so  wird 

X 

T ~ «2+ß2-r2' 

Nun  ist  aber 


aro  *8  a*  _j_  rs  _ + arc  *8  „S + g2  — r2  ~ arC  tg  r* +~g2 — a2 

= — arctgm 

demnach  muss  damit  in  diesem  Falle  dio  beiden  Cosinuso  einander 
gleich  werden  arctgm  durch  die  obige  Gleichung  bestimmt  sein,  also 
ist  auch  arctgm  eindeutig  bestimmt. 

Ich  gehe  nun  über  zu  der  geometrischen  Bedeutung  der  in  « - « 
vorkommenden  Functionen. 

Es  ist  ^ die  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden  Kreise,  dio 
Entfernung  des  Schnittpunktes  dieser  Sehne  mit  der  Centralen  vom 

(J2-4—  f-2  — . fl2 

Nullpunkte  ist  — , und  seine  Entfernung  vom  Mittelpunkte 

as  o2  — r2 

des  zweiten  Kreises  — ^ • 

Ja 


Verbindet  man  den  Punkt  xy  mit  den  beiden  Schnittpunkten  der 
beiden  Kreise,  so  ist  der  Winkel,  den  diese  beiden  Verbindungslinien 
miteinander  bilden  <p  — arctg  r,  wo  <p  positiv  oder  negativ  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  x positiv  oder  negativ  ist. 
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Ferner  sei 


l , . X 

a - arctg^q^--!  and  ß - arctg 

so  sind  « and  ß die  Winkel  den  die  Centrale  mit  den  beiden  Linien 
bildet,  die  einen  der  Schnittpunkte  mit  den  beiden  Mittelpunkten 
verbindet;  sie  müssen  immer  spitze  Winkel  sein  und  haben  das  posi- 
tive oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  das  Argument  ihres  Ar- 
cus tangeus  positiv  oder  nogativ  ist. 

Die  Unstetigkeitspunkto,  die  die  Function  besitzt,  künnon,  wio 
man  leicht  besonders  unter  Zuhülfennhmo  der  geometrischen  An- 
schauung findet,  niemals  ausserhalb  der  beiden  Kreise  liegon,  folglich 
ist  auch  die  Function  u selbst  in  dem  allein  zu  betrachtenden  Raume 
eindeutig  und  stetig.  Natürlich  ist  hierbei  der  Uncudlichkoitspunkt 
ausgenommen. 

Während  die  Niveaucurvon,  also  die  G’urven  « = Const  bei  den 
bisher  betrachteten  Functionen  stets  transcendcnte  Curven  sind, 
können  bei  dieser  Function  auch  algebraische  Curven  auftreten,  die 
einzige  Bedingung  dafür  ist  die,  dass  das  Verhiltlinss  jr:  arctg/« 
eine  rationale  Zahl  ist.  Der  erste  hierher  gehörende  Fall  ist  der, 
dass  sich  die  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  alsdann  ist  näm- 

lieh  arctg m ■= 


Zur  weiteren  Berechnung  wende  ich  die  Formel  an  bei  der  * 
und  g noch  nicht  cingeführt  ist. 


Es  ist  in  diesem  Fallo 


ferner  ist 


*(S)  = 


sin(2  arc  tg  t(E)) 


da 


2t(Q  2 rg(al;-r2) 

l + r,(5)  r2p2-|-a,£* — 2 ar2E-j-r4 

2 rp(a£  — r2) 

{ (aS  — r2)5  -j-  r2(a  - E)  j a 

a2  = r2  + ()2  ist 


Demnach  wird 

(ai  — r1)  (an)  - r2) 

tt_„  = fclog  iv((_a)(v_a) 

.l0B 

" A',0V+y»)  «*-«)*+**> 
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Ist  u = o,  so  wird  die  Gleichung  der  Nivcaucurvo: 
a2(x2-{-y2) — 2ar2x-\-rl  = (x2-\-  y2)2  — 'ia{x2-\-y2)x-\-d2(x2-\-y2) 
also 

((x  — a)2  + y2  — (a2  — rs))  (x2  -f  y2  — r2)  — 0. 

Diese  Gleichung  stellt  die  beiden  Kreise  dar. 

Man  hätte  übrigens  auf  diese  Function  direct  auf  einem  äusserst 
leichten  Wege  gelangen  können,  wenn  man  sich  die  Aufgaho  gestellt 
hätte,  diejenige  Potentialfuuctiou  zu  bestimmen , deren  Nivcaucurvon 
Curven  vierten  Grades  sind,  die  sich  jedoch  für  einen  bestimmten 
Wert  von  u in  zwei  Kreise  zerlegen. 


§•  2. 

Die  stationäre  elektrische  Strömung  in  leitenden 
Platten. 

Es  seien  u ==•  « die  Curven  gleichen  Potentials  und  v — ß die 
Strömungslinien,  so  ist  das  Problem  analytisch  ausgedrückt  folgen- 
des: 


Es  sind  diese  Functionen  derartig  zu  bestimmen,  dass  sie 

1)  der  Gleichung 

82u  , 82u 

dx2+  v~° 

genügen,  dass 

2)  die  Gleichung 

8u  8v  8u  8v 
8x  dz’  Sy  dy 

stattfindet,  dass 

3)  v constant  ist  auf  der  Grenze  der  Platte,  und  dass 

4)  » im  Innern  der  Platte  mit  Ausnahme  der  Ein-  und  Aus- 
strömungspunkte eindeutig  und  stetig  ist,  in  diesen  Punkten  jedoch 
unendlich  wird  wie  der  Logarithmus  der  Entfernung. 

Es  sei 

5 =.  ty(r])  oder  i?  = <p(£) 
die  Gleichung  der  Begrenzung,  so  setze  ich: 


dnu 


« — « ='*(5)  + x(<P(E))  + x(v)+x(v(y)) 
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^7^  = z(5)+x(<p^))  — z(’?) — 


so  sind  die  Bedingungen  1),  2);  3)  erfüllt. 

Um  der  Bedingung  4)  Rechnung  zu  tragen , sind  zunächst  die 
Functionen  <p(E)  und  <f(n\)  zu  untersuchen.  Diese  Functionen  sind 
Wurzeln  einer  Gleichung  n ten  Grades  dio  auf  der  Grenze  der  Platte 
übergehen  müssen  in  »j  oder  5.  D.  h.  wenn 

<pfi)  — A + ili 

ist,  so  muss  auf  der  Grenze  der  Platte  A «=■  x und  B = —y  werden. 
Im  allgemeinen  wird  aber  dieses  nur  stattfinden,  wenn  A und  B im 
Innern  der  Platte  gewisse  Linien  nicht  überschreiten.  Bleiben  A und 
B stetig,  so  werden  sie,  wenn  dieso  Linien  von  ihnen  überschritten  sind, 
im  allgemeinen  mit  einem  andern  Werte  als  dem  verlangten  an  der 
Grenze  ankommen,  oder  aber  sie  müssten  auf  diesen  Linien  einen 
Sprung  machen,  dessen  Grösse  abhängig  ist  von  dem  Orte. 

Bei  der  Ellipse  z.  B.  ist  die  Brennlinie,  oder  die  Verbindung- 
iinie  der  beiden  Brennpunkte  eine  solcho  Unstetigkeitslinie. 

Ist  dies  der  Fall,  so  kann  man  die  Function  <p(ü)  und  also  auch 
die  obigen  Formeln  direct  nicht  auwenden.  Lässt  sich  jedoch  die 
Gleichnug  der  Begrenzung  schreiben  in  der  Form  : 

<“(U-‘»(»?)  + «(“(U  + <a(i?))  + 4 = 0, 
wo  cü  eine  rationale  Function  bedeutet,  so  kann  man  setzen: 


u — a = 


und: 


■£*  m;.  log  ( » (5)  — a>.)  ( oi (i/)  — «*) 

^ /*+ow(E)  , \ /6+ato(y)  , \ 

\a-f-0>(S)  y V a-j-o(i))  ) 


v-ß 


(b(E)-0A) 
m>.  log 

(o )(i;)  — «;.) 


/&  + amtE) 
\ a + m(E) 
/b  + a(a(t]) 


Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Functionen  allen  Bedingungen 
genügen,  auch  die  Lage  der  Einströmungspunkte  ist  leicht  zu  finden. 
Zu  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  die  Functionen  in  dieser  Form 
aufgestellt  werden,  die  Einströmungspunkto  sich  stets  auf  der  X Achse 
befinden  müssen.  Sind  nur  zwei  Unstctigkeitspunkto  vorhanden,  so 
kann  man  diets  stes  erreichen  dadurch,  dass  mau  die  X Achse  durch 
sie  hiudurchlegt,  sind  jedoch  mehrere  vorhanden,  so  muss  man  das 
Problem  teilen,  immer  zwei  Einströmungspunkte  nehmen  und  die  dazu 
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gehörigen  Functionen  aufsuchen,  die  Summe  der  so  erhaltenen  Func- 
tionen giebt  dann  schliesslich  die  verlangte. 

Lässt  sich  die  Gleichung  der  Begrenzung  jedoch  nicht  in  der 
obigen  Form  darstelleu,  so  kann  man  die  Functionen  i j>(£)  auch  dann 
noch  benutzen,  wenn  die  endlichen  Unstetigkeiten  constant  sind,  d.  h. 
wenn  die  Differenz  der  beiden  Werte,  die  A oder  B anf  boiden  Seiten 
der  Unstetigkeitslinio  in  gegenüberliegenden  Punkten  besitzt,  stets 
unabhängig  vom  Orte  ist.  Die  Einführung  einer  periodischen  Func- 
tion von  <p(5)t  deren  Periode  gleich  dieser  Differenz  ist,  genügt,  um 
diese  Unstetigkeiten  zu  vernichten. 

Sind  dieso  Unstetigkeiten  jedoch  abhängig  vom  Orte,  so  müsste 
man,  um  sie  fortzuschaffen,  eine  Function  zu  bestimmen  suchen,  die 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  zu  ihrem  Argument  die  Differenz  der 
beiden  Unstetigkeitswerte  addirt 

Dieses  Problem  greifen  wir  nicht  diroct  an , sondern  wir  ver- 
suchen, die  Unstetigkeit  constant  zu  machen.  Hierzu  dient  die  im  ersten 
Paragraphen  entwickelte  Methode.  Dio  mit  Hülfe  dieser  Methode 
gefundenen  Functionen  sind  durch  Integration  bestimmt,  und  in  der 
Gleichung 

Jti(f)  + &(’?)  = “> 

die  die  Gleichung  der  Begrenzung  darstellen  soll,  tritt  a als  Integra- 
tionsconstante  auf,  die  für  einen  bestimmten  Wert  die  Gleichung 
der  Begrenzung  giebt. 

Sind  nun  %t  und  & eindeutige  Functionen  in  der  Art,  dass  sie 
keine  Wurzolgrösscn  enthalten,  so  wird  auch  a eindeutig  sein.  Ist 
dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  wird  <*  im  allgemeinen  ebensoviele 
verschiedene  Werte  annehmen,  als  diese  Functionen  vermöge  der  in 
ihnen  auftretenden  Wurzelgrössen  besitzen,  so  dass  zu  jedem  Wurzel- 
werte  auch  ein  bestimmter  von  « gehört.  Dio  Functionen  x jedoch 
werden  im  allgemeinen  beim  Durchlaufen  der  Platte  in  einander  Uber, 
gehen,  es  wird  alsdann  auch  ans  dem  einen  a ein  anderes  geworden 
sein  müssen,  dies  ist  jedoch,  da  a constant  ist,  nnmöglicb , wenn  es 
nicht  selbst  den  Sprung  ax  — <*,  gemacht  hat.  Diese  Unstetigkeiten 
sind  aber  constant,  und  lassen  sich  stets  fortschaffen,  dadurch,  dass 
man  an  Stelle  von  x eine  periodische  Function  von  x einführt  mit 
den  Perioden  ax  — o,  (A  = 1 ...  n),  wenn  at  ...  dio  verschiedenen 
Werte  sind,  die  o annehmen  kann.  Es  sei  o>  eine  solche  Function, 
so  wird  man  zu  setzen  haben: 

u—a  ~ £>.mx log { tu;.  (*(?)) . a>x(x(tj)) . ax(a  — x(?)) . w;,(o  — x(»?))l 
und 
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V — ß 

i 


= £ Amt  log 


Q>X(X(Z»  • g)A(a  — ü(g)) 
«>A(z(»j))  . Ö>A(« — 


Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Functionen  x im  allgemeinen 
Abclsche  Integrale  sein  werden,  also  auch  die  Vieldeutigkeiten  der- 
selben besitzen,  die,  da  u>  im  Innern  der  Platte  eindeutig  sein  muss, 
auch  fortzuschaffen  sind,  so  muss  man  dem  ca  auch  noch  diejenigen 
Perioden  erteilen,  die  hierzu  nötig  sind. 

Die  ou  in  den  obigou  Formeln  unterscheiden  sich  von  einander 
nur  durch  ihre  Nullpunkte,  cs  soll  eo;.  in  dem  Punkte  (3*  gleich  null 
werden. 

Das  einfachste  Beispiel,  welches  dazu  dienen  kann,  das  oben  Ge- 
sagte zu  erläutern,  ist  die  Strömung  durch  eine  elliptische  Platte. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  sei 


oder 

(4 2 — a1)  (f*  -J-  tjs)  -f-  2(6*  -f-  a*)E . rj  — 4a*  4*  =■  0, 

also 

V = »(9  = • i («*+ 4*)5  ± 2a4  VE*  (a*  4*j } 

hieraus  folgt: 

{ (4*  — a*)E  -f-  (4*  -j-  a*)  j ci?  -j- j (4*  — as)  j;  -j-  (4*-(-  a*)E  J dt)  = 0, 
nun  aber  ist 

(4*  — a*)E-f  (4*  + a*)ij  = + 2a4  ^5*  — (a*  — 4*) 
eingesetzt,  ergiebt: 

y»j^-—(a*  — 4*JiiE  -y  yE*—la*— -4*)  dij  = 0, 
domnach  ist: 

>«’•“/  yp=p=^“,0g(!±1'|r=si:zii>' 

Die  Gleichung  der  Begrenzung  ist  also  entweder: 

(^ + y 5* — (o*  — 4*))  (1)  -(-  y ij*  — (a*  — 4*j)  ■=  «, 

oder 

(e  _ y52_(os_:s*))(,J_yri2_  (a*_4*))  = «,. 

Es  ist  a,  und  a3  zu  bestimmen. 


W 
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Beide  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  giebt: 

(o2  — A2)2  — a,  . or2, 

beide  Gleichungen  zu  einander  addirt: 

5 - v + — 6*)  . VV  -Tn2'-  b-)  = J(n,  -f  <r3) 

von  oinander  subtrahirt: 


?vV  — («*  — — (<»*  — i2)  = {{<*!  — «i), 

diese  quadrirt: 


252.V>— (a2— ia)(52+q2)+25q  y?2  — («2— A2).  Vq2  — (o2— A2) 

= K«i— «s)s, 

die  Wurzel  climinirt: 

(42— o2)(E2+q2)4-(oi+«2)5.»i  = K«i  -“a)3 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun: 


und 

also  ist  entweder: 
oder  gleich  (a — A)2 
und 

oder  gleich  («-j-A)2. 


Bj-j-Oj  =r  2 (a2+A2) 

«j  — aä  = + 4aA, 
b,  — (o-f-A)2 


os  = ( a—b)% 


Im  Innern  der  Platte  kann  jedoch  auch  5 in  zwei  verschiedenen 
Punkten  den  entgegengesetzten  Wert  erhalten  und  man  kann  von  dem 
einen  Punkte  zu  dem  anderen  immer  auf  einem  Wege  gelangen,  auf 
dein  die  Quadratwurzel  nicht  null  wird,  auf  dem  sie  also  ihr  Vor- 
zeichen behält,  mithin  geht  alsdann  die  erste  Form  in  die  zweite 
über,  und  man  muss  von  log(5-(-  VS2— («2— A2))  eine  Function  bilden, 

die  dio  Periode  2 log  - — f besitzt,  ferner  muss  dieso  Function  aber 
a — b 

auch  noch,  da  der  Logarithmus  unendlich  vieldeutig  ist,  die  Periode 
2ni  erhalten,  sic  wird  also  eine  elliptische  Function  sein  mit  den 

fj.  — I — 

Perioden  2 log  — L-r  und  2 ni. 
a — o 


Bei  der  Aufstellung  derartiger  Functionen  muss  man  aber  stets 
die  einfachsten  nehmen,  ich  setze  demnach,  wenn 

* = log  (?-{-"/  52 — (<*2  — A2)) 
ist. 
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r = sinamfmz,  k). 

Dio  beiden  constanton  Grössen  m und  k sind  aus  deu  beiden  Perioden 
zu  bestimmen. 

Der  Modul  k ist  eindeutig  bestimmt  durch  die  Jacobi’scho  Grösse 


da  aber 
und 

ist,  so  ist 
und 


<L  - Y> 

4 Ä'  ■=  2m . log 

° a — h 

2A"  = 2m  n 


]/\ 


- b 

+ * 


K[ 
n ' 


Auch  K und  A"  sind  durch  q eindeutig  bestimmt. 

Es  werde  nun  v unstetig  in  den  Punkten  5 = 5a,  y — yx  und  es 


K«)  - log(5+V'52-(as-41‘))  “ log(?Jt+  VW  -(«*-4*)), 
so  wird  die  Gleichung  der  Begrenzung 
z/.(5)+=;.(»j) 

— logo  + Iog.  (SÄ+  y?;.*— (o3-42))(i) A+V»?;.2— (o2— 42))  ■=  ß>. 
demnach  setze  ich: 

Kf  ]£* 

u—a=  2j.mj.log|sinam—  sa(E)  . sin  am  za(ij)  X 

Kr  K1 

sin  am  — (/S;.-3A(E))sinam  — (ßx — ~A('»/)) } 

71  7t 


uud  also: 


Kr  K' 

sin  am — sa(?)  .sinam  — (jSi—  za(e)) 

7t  7t 


V — ß 

—7—  = 2/.wiog Yr  A" 

sinam--zi(ij).sinam-  (Pa-ssa(i))) 

71  7t 

M it  Hülfe  der  soeben  entwickelten  Methode  ist  aber  das  Problem 
der  elektrischen  Strömung  vollständig  gelöst,  wenn  dio  Begrenzung 
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der  Platte  durch  eine  einzige  algebraische  Gleichung  dargestellt  wer- 
den kann. 

Besteht  die  Begrenzung  der  Platte  aus  mehreren  algebraischen 
Curven,  so  hängt  das  Problem  ab  von  der  Bestimmung  einer  im  In- 
nern der  Platte  stetigen  und  eindeutigen  Function,  dio  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  an  Stelle  des  Arguments  eine  durch  dio  spccielleren 
Bedingungen  des  Problems  bestimmte  Function  setzt. 


Aiek.  i.  Math.  a.  Php.  1.  Rutha,  Tail  II. 
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III. 

Die  Umkehrung  des  Grundgedankens 
von  Hindenburg’s  combinatorischer  Analysis. 

(Portietzing). 

Von 

Friedrich  Roth. 


b)  l>ie  weniger  gewöhnlichen  Combinationen  and  Variationen. 

(Comb,  and  Var.  mit  eingeschränkter  Wiederholung  und  Var.  zu  be- 
stimmten Summen.) 

In  dem  ersten  Abschnitte  dieser  Abhandlung,  der  auf  S.  427 — 
434  abgedruckt  worden  ist,  hatten  wir  diejenigen  Teile  der  Com- 
binationslehre  behandelt,  auf  die  man  sich  in  der  Regel  bei  dem 
Schulunterricht  beschränkt.  Es  bliebe  noch  Übrig,  den  Grundgedanken 
unserer  Arbeit,  der  sich  auf  dem  bisher  betrachteten  Gebiete  so 
fruchtbar  gezeigt  hat,  auch  auf  diejenigen  Zusammenstellungen  ge- 
gebener Elemente  anzuwouden,  welche  in  unsorer  Zeit,  wo  die  Zwecke 
der  Schule  mehr  in  den  Vordergrund  getreten  sind , in  den  meisten 
Lehrbüchern  — (Beckers  Arithmetik  bildet  eine  mir  bekannte  Aus. 
nähme)  — keine  Beachtung  gefunden  haben,  während  sie  im  vorigen 
Jahrhundert  wegen  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung von  den  bedeutendsten  Mathematikern  der  wiederholten 
Erörterung  und  Untersuchung  für  wert  gehalten  wurden.  Dass  der 
angebene  Grund  wirklich  der  entscheidende  war,  erkennt  man  so- 
fort, wenn  man  das  allgemeine  für  die  Combinatorik  als  grundlegend 
geltende  Werk,  die  ars  conjectandi,  etwas  genauer  ansieht.  Nicht 
allein,  dass  in  der  Vorrede  Nikolaus  Bernoulli  von  sich  sagt,  dass 
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er  zur  Herausgabe  des  Werkes  seines  Oheims  aufgefordert  worden 
sei,  weil  man  von  ihm  eine  Schrift  kannte,  in  welcher  er  dio  von  dem 
letzterm  ansgebildete  Wissenschaft  auf  Rechtsfragen  angewandt  hatte, 
es  ist  auch  der  erste  Abschnitt  des  Buches  der  Berechnung  der  Wahr- 
scheinlichkeit beim  Würfelspiel  gewidmet,  während  der  zweite  Teil, 
der  die  eigentliche  Combinatorik  enthält,  nur  als  blosse  Zutat  er- 
scheint , gleichsam  als  unvermeidliche  Beigabe,  welche  die  Hülfsmittel 
briugt,  die  man  in  dem  für  praktische  Bedürfnisse  entworfenen 
ersten  Abschnitte  gebrauchen  soll.  Ausserdem  wissen  wir  von  Pascal, 
dass  er  durch  Aufgaben  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  anf  die 
Betrachtung  der  Combinationen  geführt  worden  ist.  Nun  wird  nie- 
mand die  Wichtigkeit  bestreiten,  welche  dio  Variationen  zu  be- 
stimmten Summen,  sowie  die  Combinationen  und  Variationen  mit  be- 
grenzter Wiederholung  für  dio  Wahrscheinlichkeitsrechnung  besitzen, 
und  es  erklärt  sich  daher,  warum  dio  Mathematiker  früherer  Zeit 
ihre  geistige  Kraft  mit  Vorliebe  an  diesem  Gegenstände  übten.  Da- 
gegen ist  wol  der  Mangel  an  Durchbildung  und  wissenschaftlicher 
Strenge  der  einschlägigen  Beweise  und  Formeln  daran  schuld,  dass 
gerade  dieses  Gebiet  bei  dem  Unterrichte  wenig  Beachtung  findet. 
Um  so  mehr  scheint  es  geboten,  gerade  hier  den  Versuch  zu  wagen, 
durch  neue  Auffassung  bessero  Ableitungen  zu  schaffen  und  allge- 
meine Gesichtspunkte  für  solche  Aufgaben  aufzustellen,  die  bis  jetzt 
nur  durch  rohes  Probiren  und  durch  Ausführung  in  bestimmten 
Zahlen  gelöst  worden  sind. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Combinationen  mit  eingeschränkten 
Wiederholungen.  Hier  giebt  es  schon  eine  allgemeine  Formel , aber 
nicht  für  eine  bestimmte  Classo,  sondern  für  die  Anzahl  der  Com- 
plcxioncn  durch  alle  Classen  zusammengenommen,  von  der  ersten 
aufsteigend  bis  zu  derjenigen,  welche  durch  die  Summe  allen  Wieder- 
holungsoxponcnten  bezeichuet  wird.  Weiugärtucr*)  leitet  merkwür- 
diger Weise  diese  Formel  gar  nicht  ab,  soudern  teilt  sie  ohne  Be- 
weis mit.  Er  entwickelt  nur  das  Gesetz  für  die  Anzahl  der  einzelnen 
Ordnungen,  d.  h.  derjenigen  Gruppen  der  Formen,  die  dann,  wenn 
die  Elemente  alphabetisch  oder  umgekehrt  Bich  folgen , mit  je  einem 
gleichen  Buchstaben  beginnen.  Im  Uebrigcn  verweist  er  auf  Jac. 
Bernoulli.  Dieser  selbst  aber  rechnet  in  der  ars  conjeetaudi  eigent- 
lich nur  ein  Beispiel  aus,  indem  er  vier  Elemente  a,  b,  c,  d anuimint 
uud  als  Dimensionen  — wie  er  treffend  die  höchtmöglichste  Anzahl 


•)  Johann  Christoph  Woingärtner,  Conrector  in  Erfurt,  Lehrbuch 
der  combinatorischcn  Analysis  nach  der  Theorie  des  Professor  Hinden- 
burg.  Leipzig,  bei  Gerhard  Fieischcr  dem  Jüngeren,  1800. 

«• 
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der  Wiederholungen  nennt  — nur  bestimmte  und  zwar  kleine  Zahlen 
wählt.  Daraus  folgert  er  ohne  weiteres  die  allgemeine  Regel.  Da- 
gegen findet  sich  in  dem  Exemplar  seiner  Schrift,  das  ich  aus  der 
Göttinger  Universitätsbibliothek  erhalten  habe,  eine  lateinische  Rand- 
bemerkung, in  der,  allerdings  auch  nur  für  vier  Elemente,  ein  Be- 
weis aufgestellt  wird,  der  es  mir  wert  zu  sein  scheint,  dass  er  der 
Oeffentlichkeit  übergebou  werde.  Nach  einer  andern  Bemerkung  von 
gleicher  Tinte  und  gleicher  Handschrift  stammt  er  vom  Jahre  1736, 
könnte  also  nicht  von  Kästner  lierrührcn,  da  dieser  erst  zwanzig 
Jahre  später  nach  Göttingen  kam.  Der  Beweis  lautet  unter  Bei- 
behaltung der  Interpunction  und  der  mathematischen  Schreibweise 
seines  Urhebers: 

Sint  inveniendae  coniunctioncs  litterar.  a'ubrc‘d'i.  Patet  solius 
a dari  coniunctioncs  m + 1 quarum  prima  est  a°  altima  am.  Harum 
cuivis  si  accedat  h,  dantur  novac  coniunctioncs  m+1,  et  his  novis 
si  addatur  aliud  b,  rursus  novae  m- f- 1,  et  cum  haec  additio  propter 
br.  fieri  possit  r vicibus,  patet  acccdcre  novas  coniunctiones  rXm+1. 
Quare  numerus  coniuuctiouum  ambr  est  m + l + rXm  + 1 -=*  m-j-1 
X r+1.  His  accedero  possunt  ob  c*  coniuuctiones  m+1  Xr  + i 
X t in  quibus  est  c.  Quaro  fit  numerus  coniunctionum  ambrt ■?  — 
m + 1 X r + 1 + m + 1 X r + 1 X t — m-fl  X*1"!-  1 Xt*f  1 At 
sic  progrediendo  patet  acccdcntc  di  summam  coniunct.  esse  m + 1 
X r + 1 X t+T  X 3+1- 

Ein  ganz  allgemeiner  und  strenger  Beweis  ist  meines  Wissens 
noch  nicht  gefunden;  und  doch  giebt  es  nichts  Leichteres  als  das, 
wenn  man  nur  die  Hülfsmittel  benutzt,  die  wir  im  ersten  Teile  dieser 
Abhandlung  angegeben  haben, 

Es  seien  gegeben  die  n Elemente  a,  b,  e ...  m,  die  höchste  Zahl 
der  erlaubten  Wiederholungen  sei  bzbw.  a,  ß,  y ...  p.  Dann  würde  die 
Aufgabe  nach  Hindenburg’s  Ausdrucksweiso  heissen:  Suche  die  An. 
zahl  der  Combinationen  für  den  Zeiger  aabPct  ..:  mM.  Nun  haben 
wir,  wenn  wir  die  Nullionen  mit  rechnen  und  die  einzelnen  Com- 
plexionen  durch  ein  Pluszeichen  verbinden, 


als  Arten,  die  nur  a enthalten: 

l+a+a*+a»  + a*+  . 
als  Arten,  die  nur  b enthalten: 

..  + a“- 1 + a“, 

als  Arten,  die  nnr  c enthalten: 
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l + c+e2+cä+c<+  ...  -fir-i-fcv 

endlich  als  Arten,  die  nnr  m enthalten: 

1 -J-  m -(-  ma  -j-  n»s-f-  m*  -f-  ...  -f-  m^~ 1 mM. 

Mit  Ausnahme  der  1 soll  jedes  Glied  aus  einer  dieser  » wag- 
rechten Reihen  mit  einem  jeden  beliebigen  Glicdc  der  anderen  Reihen 
zusammengcstellt  werden , doch  so , dass  niemals  mehr  als  ein  Sum- 
mand ans  derselben  Zeile  vorkommt.  Es  giebt  unter  den  durch  solche 
Zusammenstellung  entstehenden  Prodncteu  auch  solche,  die  weniger 
denn  n Potenzen  als  Factoren  haben.  Diese  multiplicire  ich  so  oft 
mal  mit  1 , dass  dio  Anzahl  der  Factoren  Überall  n beträgt.  Ordne 
ich  dabei  die  Buchstaben  nach  dom  und  füge  die  Einsern  an 

der  Stelle  der  fehlenden  Elemente  ein,  schreibo  also  z.  B.  für  ae2m* 
das  Product  a . 1 . c* . 1 . 1 ...  1 . m4,  so  leuchtet  jodem , der  sich  die 
Regeln  der  Multiplication  vergegenwärtigt,  sofort  ein,  dass  dio  in 
der  Aufgabe  geforderten  Combinationen  weiter  nichts  sind  als  die 
Glieder  desjenigen  Polynoms,  dass  ich  bekomme,  wenn  ich  die  oben 
stehenden  » wagerechten  Reihen  mit  einander  multiplicire  und  dabei 
den  Einzelmultiplicator  immer  hinter  seinen  Multiplicandcn  schreibe. 
Sollen  jedoch  die  Nullioncn  nicht  mit  gezählt  werden,  so  muss  ich 
das  1"  wegnehmen,  das  durch  Multiplication  der  n ersten  unter  ein- 
ander stehenden  Summanden  entsteht.  Wie  früher  verwandeln  wir 
dio  Summe  dos  polynomischen  Hauptproductes  in  die  Anzahl  der 
Glieder,  indem  wir  jede  Potenz  der  Elemente  gleich  eins  setzen.  Da- 
durch aber  wird  dio  erste  wagcrechtc  Reihe  zu  1+«,  dio  zweite  zu 
1 -j-  ß u.  s.  f.,  mithin  dio  gesuchte  Anzahl  der  Formen 

(l  + «)(l  + /5)(l  + y)  •••  (l  + Jt-'Xl  + f.)  — 1, 

wo  ft-1  den  im  Alphabet  vor  f»  vorhergehenden  Buchstaben  be- 
zeichnet. 

Ist  bei  den  Combinationen,  um  die  es  sich  hier  handelt,  und  bei  den 
entsprechenden  Variationen  dio  einzelno  Classe  vorgeschrioben , so 
hat  man,  so  viel  mir  bekannt,  bisjetzt  zur  Auffindung  der  Anzahl 
der  Arten  weder  eine  allgemeine  Rogel  noch  eine  Formel.  Sind  die 
Wiederholnngsgrenzcn  in  bestimmten  Zahlen  gegeben,  so  lehrt  uus 
Jac.  Bernonlli  Tabellen  entwerfen,  mit  deren  Hülfe  man  dio  gesuchto 
Grösso  ableiten  kann.  Doch  ist  dieses  Verfahren  mühselig,  weil  man 
die  niedrigeren  und  meistens  auch  die  nächst  höheren  Classon  mit 
berechnen  muss.  Betrachtet  man  dagogen  die  Elemente  einer  jeden 
Complexion  als  Factoren,  so  ist  nach  dem  oben  Gesagten  folgendes 
unmittelbar  klar. 
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Sollen  die  n Elemente  a,  6,  e ...  t in  der  angegebenen  Weise 
zur  m tor  Classe  zusammongestellt  werden,  so  ist  dio  Anzahl  aller 
Arten  der  betreffenden  Variationen  ausgedrückt  durch  die  Summe  der 
Coefficicnten  der  polynomischen  Reihe,  die  durch  Ausrechnung  von 

f- A— {— c— ... 

entsteht,  unter  Weglassung  aller  derjenigen  Glieder,  welche  oiuo 
solche  Potenz  der  ursprünglichen  Summanden  a,  b u.  s.  f.  enthalten, 
deren  Exponeu'  die  zugehörige  Grenze  der  Wiederholungen  über- 
schreitet. Die  Anzahl  der  übrig  bleibenden  Glieder  giebt  uns  zu- 
gleich die  Menge  der  entsprechenden  Combinationcn.  Ist  keine  der 
Dimensionen,  die  für  die  Wiederholungen  gestattes  sind,  kleiner  als 
m,  so  bleibt  dio  Potenz  der  nglicdrigen  Summe  a-f-A-j-  ...  t voll- 
ständig, und  man  erhält  die  bekannten  Formeln  für  dio  gemeinen 
Variationen  und  Combinationen  m.  W.  Man  kann  also  die  zuletzt 
gegebeno  Regel  als  den  allgemeinen  Satz  ansehon,  unter  der  die  un- 
beschränkte Wiederholung  als  besonderer  Fall  gehört. 

Diese  Regel,  welche  dio  hier  zu  betrachtenden  Zusammenstel- 
lungen auf  den  polynomischen  Lehrsatz  zurückführt,  bietet  zunächst 
eine  Erleichterung  des  Verständnisses  bei  der  Berechnung  der  Auzahl 
der  Combinationcn,  wenn  nur  für  ein  Element  die  Wiederholung  be- 
schränkt ist. 

Sind  z.  B.  unter  den  n Elementen  für  t allein  w , für  alle  an- 
deren dagegen  m Wiederholungen  zulässig,  wobei  w kleiner  als  m ist, 
so  fallen  in  der  Reibe  für  (a-f-A-j-c-j- .. . alle  diejenigen 

Glieder  weg,  welche  Potenzen  von  (“t1  aufsteigend  bis  tw  enthalten. 
Von  diesen  Gliedern  sind  aber  so  viele  vorhanden,  als  Bich  dio  übrigen 
n — 1 Buchstaben  zu  denjenigen  Classcn  mit  Wiederholungen  com- 
biniren  lassen,  deren  Dimensionen  mit  den  jedesmaligen  zwischen 
w -(- 1 und  m liegenden  Exponenten  von  t zusammen  m ausmachen, 
ihre  Anzahl  ist  also  unter  Benutzung  von  4) : *) 


*)  Anmerkung.  Leider  iat  in  dem  ersten  Teile  meiner  Abhandlung  auf 
der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ein  Druckfehler  (lbersehcn  worden.  Es  steht 
dort  rO(r),  wofür  selbstverständlich  “C(n)  zu  setzen  ist.  Will  man  übrigens 

m m 

Gleichung  4)  mit  dem  von  Bernh.  Euler  gefundenen  Satze,  für  die  ich  an 
jener  Stelle  auf  Baltzer’s  Elemente  verwiesen  habe,  in  Vergleichung  bringen, 
so  setze  man  n-f-m  — r -1  =p,  dann  lautet  sie: 
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"C(n— l)+«C(n— l)  + “C(n— l)  + ...  +”a»-l))  + "C(n— 1) 

0 12  m — w— 2 m—tc- 1 


- "(Kn). 

m— »— 1 


Für  das  in  der  Aufgabe  Gesuchte  ergiebt  sich  mithin 


7) 


uC(n)  — ”C(n) 

m m—w - 


1\  Sm-j-n  — w — 2\ 
/ \ in  — w — 1 ) 


Der  Vorteil,  den  diese  Formel  gewährt,  tritt  besonders  dann 
hervor,  wenn  die  Classenzahl  sehr  gross  ist.  Man  versuche  z.  B.  die 
Anzahl  der  Combinationen  zur  100.  Classe  für  die  Zeiger  a100  410u  c34 
mit  Hülfe  der  Bernoulli’schen  Tabelle  zu  berechnen,  nnd  man  wird 
bald  ermüdet  den  Arm  sinken  lassen,  während  sie  nach  unserer  Vor- 
schrift einfach  wird 

i s3)-t3) = GS)  - G) = 5l51“21  - 5m 


Sollen  die  Combinationen  so  ansgeführt  werden,  dass  bei  einem 
Teile  der  Elemente  die  Wiederholungen  unbeschränkt,  bei  den 
andern  dagegen  vorgeschrieben  sind,  dergestalt,  dass  bei  diesen 
nur  eine  bestimmte  Mengo  gleicher  Elemente  Vorkommen  darf,  nicht 
mehr  und  nicht  weniger,  so  haben  wir  eine  leichte  Aufgabe  vor  uns. 
Sollen  z.  B.  in  der  mten  Classe  von  den  iten  Elementen  o,  b ...  e 
das  erste,  a nur  «mal,  4 nur  ß mal  u.  s.  f.  zuletzt  e nur  f mal  ge- 
setzt werden,  während  die  andern  von  den  gegebenen  n Elementen 
beliebig  oft  mal  wiederholt  werden  dürfen,  so  sind  so  viel  Arten  vor- 
handen, als  diese  übrigen  n — k Elemente  zur  m — « — ß - — — rten 
Classe  m.  W.  combinirt  werden  können. 


Bei  den  entsprechenden  Variationen  entwickele  man  die  mto  Po- 
tenz der  ngliedrigen  Summe  a-\-b  — (- c -(-  ...  +t  in  der  Weise,  dass 
man  diejenigen  Elemente,  deren  Wiederholung  vorgeschrieben  ist, 
einzeln  nimmt,  während  man  die  übrigen  n— k aber  zu  einem  ein- 
zigen Summanden  zusammenfasst.  D.  h.  man  rechne  (a-f-4+.. .+«-(- 
nach  dem  polynomischen  Satze  für  die  Glieder  a, 
b ...  e und  • ..  +<)  aus.  Dann  enthält  dasjenige  Glied  der 


c24)-e)+a:!)G)+e^)rt,)+- 

+(i:yrri)+-+(’"r‘)(ri^2) 

+ (HT1) 
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entstehenden  Reihe,  in  welchem  die  Potenzen  a“bß  ...  e'  Vorkommen, 
die  gesuchten  Variationen.  Ihre  Anzahl  wird  gefunden',  indem  man 
unter  Beibehaltung  des  Coefficienten  für  jeden  Buchstaben  1 setzt, 
Dies  giebt,  da  dann  +*  gleich  n — k wird 

m 1 (n — ^)m— 

8)  e!/3!  ...  s!(m  — a — ß — ...  — *) I* 

Eine  Gruppe  von  Elementen,  die  in  jeder  Art  vorhanden  sein 
soll,  bezeichneto  man  früher  als  den  Kopf  der  Combination  (caput 
combinationis) , es  würde  daher  nach  dieser  Ausdrucksweise  die  von 
uns  gelöste  Aufgabe  heissen:  Suche  die  Anzahl  der  Formen  für  die 
Combin.  und  Var.  m.  W.,  die  allo  den  Combinationskopf  aabß  ...  e' 
enthalten.  Für  die  Combinationen  ohne  W.  hat  schon  Weing&rtner 
in  dem  oben  .angeführten  Buche  eine  Lösung  dieser  Aufgabe  auf 
S.  264  —5  mitgeteilt. 


Mit  Hülfe  der  Formel  (8)  sind  wir  nun  im  Stande,  auf  bequeme 
Weise  die  Anzahl  der  Variationen  mit  eingeschränkten  Wiederholungen 
zu  berechnen,  wenn,  wie  wir  bei  den  entsprechenden  Combinationen 
angenommen  hatten,  nur  für  ein  Element  eine  von  der  Classenzahl 
verschiedene  Dimension  der  Wiederholungen  gegeben  ist  Wenn 
nämlich,  wie  oben,  die  n Elemente  a,  b,  e ...  t in  der  mten  Classe 
jedes  mmal,  t allein  aber  nur  wmal  Vorkommen  darf,  so  hätten  wir 
in  der  Potenz  (u-f-ö+c+  ...+«)"»,  da  wir  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  für  dio  beiden  Summanden  a+i-f-  •••  * und  «entwickeln, 
nur  diejenigen  Glieder  wegzunchmen , welche  « in  einer  höhern  als 
wten  Potenz  enthalten,  und  dann  unter  Beibehaltung  der  Coeffici- 
enten für  jeden  der  Buchstaben  o,  b ...  t eins  zu  setzen.  Ist  tr  eine 
solche  Potenz,  r mithin  eine  ganze  Zahl  zwischen  w und  m,  so  giebt 
uns  Formel  (8)  den  durch  Auslassung  von  t wegfallenden  Summan- 
den,  indem  wir  r für  a oder  ß u.  s.  f.  schreiben  und  dio  übrigen 
der  k Grössen  «,  ß ...  c null  werden  lassen.  Das  Gesuchte  ist  danach 


m I (w  — l)m~r . lr 
r ! (m  — r)  1 


Die  Anzahl  der  Variationen  für  den  Zeiger  a,00bto°eM  [in  der  hun- 
dersten  Classe  würde  sich  demnach  bestimmen  als 


(2  + i)ioo_^i  + 1-9?2>4 


IM.», 

1.2 


100.99.98 

1.2.3 


33 ) 


- 310» -(1  + 200  + 19800+1293600)  — 3,0<>  — 1313601, 


ein  Ausdruck,  der  mit  Hülfe  der  Logarithmen  weiter  auszurechnen 
wäre. 
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Ist  dagegen  m gleich  6 und  der  Zeiger  a°66cerf,  so  erhielten  wir 
für  die  Anzahl  der  Complexionon 


3+e-  [l  +(?>'  + (*>l‘+(s>’+  CH 
— 4096— (1  + 18  + 135  + 540  + 1215) 
4096  - 1909  — 2187  = 31. 


Bleibt  die  Gasse  dieselbe,  aber  der  Zeiger  wird  aKb°<l,  so  ändert 
sich  in  der  letzten  Gleichung  nur  n,  nnd  man  bekommt 


3‘-  t1+i2‘+rls’+ro!’+r732‘] 

— 729  -(1  + 12  + 60+160  + 240)  - 729  — 473  - 256  = 28. 


Wie  wir  schon  in  der  Einleitung  zu  diesem  Abschnitte  ange- 
deutet haben,  war  eine  der  bekanntesten  Aufgaben,  au  der  manche 
bedeutende  Mathematiker  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  ihro  Kräfte 
versucht  haben,  die,  zu  bestimmen,  wie  viel  Fälle  möglich  siud,  in 
denen  mit  einer  gewissen  Anzahl  von  Würfeln  eine  verlangte  Summe 
von  Augen  geworfen  werden  kann.  Diese  Aufgabe,  die  Jac.  Bernoulli 
durch  Entwerfung  einer  Tafel  gelöst  hat,  in  der  er  das  Gesuchte, 
schrittweise  zu  einer  immer  grösseren  Menge  von  Würfeln  fortschrei- 
tend, durch  Zusammcnzäblen  einer  Keihe  lotrecht  unter  einander 
stehender  Zahlen  berechnet,  führte  zu  der  Behandlung  der  Variationen 
zu  gegebenen  Summen.  Die  Anzahl  der  Formen  in  jeder  einzelnen 
Classo  hiefür  durch  eine  allgemeine  Formel  auszudrücken,  gelang  erst 
Hindenbnrg.  Seine  Ableitung  ist  nach  Woingärtner  die,  dass  er  die 
erste  Zahl  der  Complexion  von  1 an  wachsen  lässt  so  hoch  als  mög- 
lich und  jedesmal  die  Möglichkeit  der  Variationen  den  übrig  blei- 
benden Elemente  untersucht.  Indem  er  dieses  Verfahren  für  die  er- 
sten Classen,  von  der  ersten  aufsteigend  bis  zur  vierten  durchführt, 
ergeben  sich  figurirte  Zahlen,  deren  Eigenschaften  er  ohne  woiteres 
verallgemeinert,  ohne  den  Euler’schen  Schluss  von  m auf  m + 1 zu 
machen.  Abgesehen  von  dem  Mangel  an  wissenschaftlicher  Strenge 
und  von  seiner  Weitläufigkeit  hat  dieser  Beweis  noch  den  Nachteil, 
dass  man  nicht  recht  einsieht,  wo  eigentlich  die  Binomialcoefficienten 
herkommen  bei  einer  Weise  der  Zusammenstellungen,  die  doch  schein- 
bar mit  den  Combinatiouon  ohne  W.  nichts  zu  tun  haben.  Sein  Ur- 
heber ahnte  nicht,  dass  in  dem  Grundgedanken  soiner  combinatori- 
schen  Analysis,  nämlich  darin,  dass  man  die  Elemente  in  den  Formen 
der  Combinationeu  m.  W.  als  Factoren  betrachtet,  eine  viel  ein- 
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fächere  und  ganz  allgemeine  Ableitung  des  fraglichen  Satzes  ver- 
bürgen liegt. 

Aufgabe.  Wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Arten  der  Variationen 
m.  W.  in  der  mten  Classe  zur  Summe  n? 

Auflösung.  Ich  schreibe  m Buchstaben:  a,  6,  c ...  t immer 
in  derselben  Reihe  hin  nnd  setze  die  'zu  variirenden  Ziffern  als  Ex" 
ponentcn  derselben,  so  erhalte  ich  die  Abkürzungen  für  die  Combi- 
nationen  m.  W.  der  m Elemente  a,  b,  c u.  8.  f.  zur  mten  Classe, 
jedoch  nicht  vollständig,  da  kein  Buchstabe  verschwinden  darf.  Denn 
dann  würde  eine  jener  Ziffern  null  werden,  was  nach  dem  Begriffe 
der  geforderten  Variationen  nicht  erlaubt  ist.  So  würden  wir  bei 
dem  in  Stahl’s  *)  Grundriss  der  Combinationslehre  auf  S.  169  aus- 
geführten Beispiele  schreiben 


in  der  ersten  Form 

statt  1117 

a 1 b 1 c1  d1 

„ 22. 

JJ 

1441 

a1  ft4  c4  d\ 

„ 43. 

2341 

cfib*  c*  d}) 

„ 64. 

M 

3511 

a*c5c4  d1. 

Sondere  ich  nun  in  dem  allgemeinen  Falle  aus  jeder  Complcxion  das 
m Factoren  enthaltende  Product  a.b.c  ...  t als  Coefficient  ab,  so  ist 
der  übrig  bloibende  Factor  von  der  n— mten  Dimension,  und  es  ist 
in  ihm  der  Wiederholung  der  Elemente  nach  keiner  Seite  hin  eine 
Beschränkung  auferlegt.  Er  ist  also  die  Abkürzung  für  je  eine  Art 
der  gemeinen  Combinationen  mit  Wiederholungen  von  m Elementen 
zur  n— mten  Classe,  mithin  bezeichnet  durch  die  Formel 

m(m-\-  l)(m-f-  2)  ...  (m-J-n  — m — 1) 

1.2. 3.4  ...  (»  — m — 1)(»  — m)  ’ 

wofür  man  bekanntlich  auch  schreiben  kann 

(n  — m-(-l)  (n  — m-f-  2)  ...  (»  - 2)  (n  — 1) 

1.2.3...  (m  — 3) (m  — 2) (m  - 1) 

In  dem  letzten  Bruche  brauchen  wir  nur  den  Zähler  rückwärts  zu 
lesen,  um  darin  sofort  den  Hindenburg’schen  Ausdruck  zu  erkennen 

9)  "M  ~(U  _1V 

1 (1,2,3,  4...)  \m  — 1/ 


•)  Stahl,  Conr.  Dietrich  Martin,  Professor  in  Jena,  Grundriss  der 
Combinationslehre  nebst  Anwendung  derselben  auf  die  Analysis.  Jena  und 
Leipzig  1800.  Herrn  Wolfgang  Göthe  gewidmet. 
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der  für  die  Variationen  m.  W.  in  der  mten  Classe  zur 
Summe  « gültig  ist.  Dabei  haben  wir  nur  die  ältere  Bezeich- 
nung der  Binomialcoefficienten  in  die  jetzt  übliche  umgeändert. 

Unsere  Ableitung  hat  ausser  dem  Vorzüge  der  Kürze  noch  den, 
dass  wir  durch  sie  wiederum,  wie  es  oben  bei  den  gemeinen  Combi- 
nationen  mit  und  denen  ohne  Wiederholungen  der  Fall  war,  die  ver- 
schiedenen Teile  des  von  uns  betrachteten  Gebietes  der  Mathematik 
unter  einen  Gesichtspunkt  vereinigen  und  so  für  Lehrer  und  Ler- 
nende die  Arbeit  bedeutend  verringern.  Die  Variationen  zu  be- 
stimmten Summen  brauchen  jetzt  nicht  mehr  abgesondert  und  in 
gleicher  Betonung  mit  den  andern  Zusammenstellungen  behandelt, 
sondern  nur  anhangsweise  als  Beispiel  bei  den  Combinationen  m.  W. 
betrachtet  zu  werden. 

Ausserdem  bietet  der  Gedankengang  unseres  Beweises  von  selbst 
die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Zahl  der  Variationen  zu  bestimmten 
Summen  dann  zu  finden,  wenn  der  Wert  der  Elomente  nicht  unter 
eine  gewisse  Ziffer  heruntergehen  soll.  Denn,  ist  diese  k,  und  setzen 
wir  wiederum  die  Ziffernelemente  als  Exponenten  der  m Buchstaben 
a,  b,  c ...  t,  so  können  wir  jetzt  aus  allen  Producton  der  Potenzen 
den  Coefficienten  c*  . ..  tk  absoudern,  sodass  die  Dimonsion  der 
nach  der  Absonderung  bleibeudcn  Producte  n - km  wird.  Es  sind 
deren  also  so  viele  vorhanden,  als  sich  m Grösseu  zur  n - km ten 
Classe  mit  unbeschränkten  Wiederholungen  combiniren  lassen.  Nun 
ist  nach  dem  schon  vorhin  erwähnten  Satze 


“«-») 

n—km 


folglich  nach  vollzogener  Vereinfachung 


10) 


» M A. 

(fc,  A -f—  2 . . .)  \ 


1—  m(k  - 1) 
m — 1 


eino  Gleichung,  die  sich  bei  k = 1 in  (9)  verwandelt. 


Zählen  wir  in  den  hier  betrachteten  Zusammenstellungon  die- 
jenigen Complexionen , in  denen  dieselben  Elemente,  aber  in  an- 
derer Reihenfolge  Vorkommen,  immer  nur  einmal,  so  erhalten  wir 
die  Combinationen  zu  bestimmten  Summen.  Setze  ich  wieder  die 
Ziffernclemente  als  Exponenten  von  Potenzen,  deren  Grundzahlen 
m Buchstaben  sind,  die  in  gewisser  Anordnung  hinter  einander  ste- 
hen, so  würde  es  jetzt  gleichgültig  sein,  welchen  der  Buchstaben  be- 
stimmte Exponenten  zukommen,  wenn  diese  letzteren  überhaupt  nur 
in  einer  gewissen  Auswahl  vorhanden  sind.  So  würde  z.  B.  bei  den 
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Combinationen  der  4.  Classe  zur  Summe  10  die  Formen  o*4serf, 
aJAfierf,  aicPd6  u.  a.  nur  als  eine  gerechnet  werden.  Setzen  wir  nun 
im  allgemeinen  Fallo  aus  der  durch  die  Potenzen  der  Buchstaben  o, 
b ...  t gebildeten  Producten,  die  wir  uns  durch  ein  Pluszeichen  ver- 
bunden denken,  abe  ...  t (im  oben  besprochenen  Beispiele  ab  cd) 
heraus,  so  leuchtet  ein,  dass  die  in  der  Klammer  befindlichen  Sum- 
manden weiter  nichts  sind  als  die  Gattungen  der  gemeinen  Combi- 
hationen  m.  W.  von  m Elementen  zur  n — niten  Classe,  und  dass  ihre 
Anzahl  gleich  ist  der  gesuchten  Anzahl  der  Corabinationen  zur  Summe 
n in  der  m teil  Classe.  Denn  die  Gattung  (genus)  umfasst  ja  eben 
alle  solche  Arten  der  Combinationen , in  denen  zwar  verschiedene 
Elemente,  aber  mit  denselben  Verhältnissen  der  Wiederholungen  Vor- 
kommen. D.  h.  bei  3 Elementen  in  der  4.  Classo  würden  a3b,  a3c, 
ab3,  acs,  b3c,  bc 3 nur  eine  Gattung  der  gemeinen  Combinationen  m. 
W.  bilden.  Eine  allgemeine  Formel  für  die  Combinationen  zu  be- 
stimmten Summen  ergiobt  sich  bioraus  nicht;  doch  kann  man  nun 
umgekehrt  die  für  letztere  von  Euler  entworfenen  Tabellen  dazu  be- 
nutzen, um  die  Anzahl  der  Gattungen  einor  jeden  Classe  bei  den 
Combinationen  mit  unbeschränkter  Wiederholung  zu  finden,  wenn  man 
nur  die  oben  dargclegton  Beziehungen  zwischen  Classe,  Anzahl  der 
Elemente  und  Summen,  wie  sie  unter  den  beiden  Combiuationsarten 
bestehen,  zu  benutzen  gelernt  hat. 

So  bedeutend  der  Fortschritt  auch  war,  der  durch  die  Aufstel- 
lung der  Formel  für  die  Variationen  zu  bestimmten  Summen  gemacht 
wurde,  so  genügt  er  doch  noch  nicht,  um  dio  Aufgabe  vom  Würfel- 
spiel, die  ich  oben  als  die  Veranlassung  zu  den  Untersuchungen  über 
diese  Art  der  Zusammenstellungen  gemacht  hatte,  vollständig  zu  lösen. 
Denn  dieser  Formel  liegt  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  die  Ziffern, 
die  zusammen  gleich  der  verlangten  Summe  sind,  den  höchstmöglichen 
Wert  annehmen  können,  den  überhaupt  die  gegebene  Classe  ge- 
stattet. Bei  den  Würfeln  dürfen  dieselben  aber  nicht  über  6 hinaus- 
gehen. Auch  dann,  wenn  man  mehrstellige  Zahlen  sucht,  doren 
Quersumme  eine  gewisse  Grösse  haben  soll,  kann  man  den  Hinden- 
burg’scben  Ausdruck  nur  dann  brauchen,  wenn  durch  diese  Grösse 
uud  die  Exponenten  der  Classe  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  wird, 
dass  eine  Ziffer  über  9 hinaus  wächst.  Unter  Benutzung  der  Um- 
wandlungen, welcho  don  wichtigsten  Teil  unserer  letzten  Eutwicke- 
luugen  ausmachten,  würde  man  hingegen  die  endgültige  Lösung  dieser 
Aufgaben  erreicht  haben,  wenn  cs  gelänge,  eine  Regel  darüber  auf- 
zufiuden,  wieviel  Complexionen  bei  den  Combinationen  mit 
gleichmässig  beschränkten  Wiederholungen  in  jeder  be- 
liebigen Classe  möglich  sind.  Diesem  Ziele  führt  uns  aber  der  unsrer 
ganzen  Arbeit  zu  gründe  liegende  Gedanke  um  einige  Schritte  näher. 
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Wie  im  ersten  Abschnitte  behufs  Ableitung  der  Gleichung  5) 
entwickeln  wir  auch  jetzt  die  mte  Potenz  desselben  n gliedrigen 
Polynoms  nach  dem  binomischen  Lehrsätze  für  die  beiden  Summan- 
den o-|-4-j-  ...  t und  f.  Von  den  ra-j-1  Gliedern  der  entstehenden 
binomischen  Reihe  können  wir  nun  aber,  wenn  er  die  Grenze  der 
erlaubten  Wiederholungen  bezeichnet,  nur  diejenigen  brauchen,  die 
solche  Potenzen  von  t enthalten,  deren  Exponenten  zwischen  0 und 
r liegen.  Die  fallenden  Potenzen  des  ersten  n — 1 gliedrigen  Sum- 
mauden  würden  bei  einer  vollständigen  Reihe  mit  dem  Exponenten 
m beginnen,  nach  der  jetzigen  Voraussetzung  können  sie  aber  im 
günstigsten  Falle  erst  bei  («+4+  ...  anfangen,  und  sie 

müssen,  da  ihre  Exponenten  sich  mit  denen  von  t zu  m ergänzen,  mit  der 
m — rten  Potenz  abschliessen.  Ist  daher  m •<  (n  — l)r,  so  besteht  die 
brauchbare  Reihe  aus  r-f-1  Gliedern,  von  (<r -|- 4 -J—  ...  bis 

(a -j-4-f-  ...  -(- tr  ist  aber  m grösser  als  (m — l)r,  so  hat  sie, 
da  die  ersten  Glieder  wegfallen,  eine  geringere  Ansdehnung  nur  bei 
m — nr , endlich  ist  nur  eine  Stelle  brauchbar , nämlich  die  letzte, 
weil  alle  vorhergehenden  solche  Potenzen  des  n —1  gliedrigen  ersten 
Summanden  enthalten,  doren  Exponenten  über  (n  -l)r  steigon.  Er- 
lauben wir  uns  nun,  damit  unsere  Darstellung  nicht  gar  zu  schlep- 
pend wird,  für  die  Anzahl  der  Combinationen  von  x Elementen  zur 
fcten  Classo,  wenn  jedes  der  letzteren  höchstens  r mal  Vorkommen 
darf,  dass  Zeichen  rC\x)  einzuführon,  so  würden  unsere  Schlüsse  unter 

k 

Anwendung  der  in  dieser  Abhandlung  zur  Genüge  erörterten  Sätze 
zu  der  Folgerung  führen: 


Wenn  m > n— 1 .r,  rCXn)  rC(n—  l)-pC(n— l)-f ... 

w»  m— r m — r+1 

-j-rC(t»=l)-(-rC'(n — 1 - Z'GXn—l), 

(n— l)r— 1 (»— 1)*  m— r bis  (»—  l)r 


ii) 


n m < B — 1 -r. 


-Ct»-l)-KC(n-l)+.., 

mi— r m— r-fl 


•\-rC(n  C(n — 1)  — £rC\n—l). 

»i—l  m m — r bis  m 


Dieser  Satz  führt  also  die  zu  lösende  Aufgabe  auf  dieselbe  Auf- 
gabe , aber  mit  einer  um  eins  geringeren  Zahl  der  Elemente  zurück. 
Er  giebt  uns  dadurch  den  Fingerzeig,  von  der  niedrigsten  Zahl  der 
letzteren  auszugehen  und  stufenweise  fortschreitend  zu  den  hohem 
aufzusteigen.  Dass  für  ein  Element  in  jeder  Classe,  wenn  m gleich 
r,  nur  eine  Complexion  möglich  ist,  bedarf  keiner  Erwähnung.  Sind 
zwei  zu  combinirende  Grössen  a und  4 gegeben,  so  sind  die  brauch- 
baren Arten,  in  Potenzform  ausgedrückt,  folgende: 
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arcm~r,  ar-'A"— 1 rH,  ...  a"’~r+Ihr-1,  am~rir. 

Verbinden  wir  diese  Complexioneu  durch  das  Pluszeichen,  so  können 
wir  ans  der  dadurch  entstehenden  algebraischen  Summe  den  Factor 
am~rbm~r  heraussetzen;  der  Exponent  des  ersten,  die  Reihe  in  der 
Klammer  beginnenden  a wird  dann  r — (m — r),  d.  i.  2i — m,  und  da 
die  Exponenten  der  folgenden  a immer  um  eins  fallen,  die  von  b 
dagegen  in  derselben  Weise  steigen  bis  zu  i3*-",  so  leuchtet  ein, 
dass  die  Klammer  diejenigen  Einzelproducte  enthält,  welche  — ab- 
gesehen von  deu  Coefficienten  — dio  Glieder  des  durch  Ausrechnung 
von  (a-j-4)2r  m sich  ergebenden  Polyuomes  bilden.  Dio  Anzahl 
dieser  Glieder  ist  aber  bestimmt  durch  «Cf 2),  folglich  haben  wir 

2 r— m 

unter  Anwendung  der  oben  von  uns  angenommenen  Bezeichnungs- 
weise: 

12)  rG\2)  =•  KC( 2)  ■=■  «C(2r  — m-f-1)  = 2r  - m-f  1. 

m 2 r— m 1 


Ist  >■  kleiner  als  m also  grösser  als  2r , so  ist  gar  keine  Corobi- 
natiou  von  der  geforderten  Eigenschaft  möglich. 

Gehen  wir  zu  drei  Elementen  über,  so  lehrt  uns  Gleichung  11), 
dass  wir  den  Fall,  wo  m > 2r,  unterscheiden  müssen  von  dem,  wo 
m unter  diesen  Wert  herabsinkt.  Nehmen  wir  zunächst  den  ersten 
Fall  und  setzen  m gleich  2r-j-z,  wo  * eine  ganze  positive  Zahl  be- 
deutet, die  kleiner  als  r oder  ihm  gleich  ist.  Dann  ist  das  Gesuchte 
nach  dem  ersten  Teile  von  11)  eine  Reibe,  welche  aufängt  mit  rC(2) 

r\* 

uud  aufhört  bei  rG'{2),  während  die  Ausdehnung  (dimensio)  der  Classo 

2r 

immer  um  eins  steigt.  Nun  ist  der  erstere  Ausdruck  nach  der  letzten 
Gleichung  gleich  der  Anzahl  der  Combinationen  mit  unbeschr.  Wie- 
derholung von  2 Elementen  zur  (2r  — r-J-zjten,  die  zur  r-  zteu 
Classe,  und  das  letzte  Glied  der  Reihe  wird  nach  demselben  Satze 
zu  *6’(2),  während  für  die  dazwischen  liegenden  Stellen  in  der  ent- 
o 

sprechenden  ebenfalls  aus  (12)  abgeleiteten  Formel  die  Classe  immer 
um  eius  niedriger  wird.  Lesen  wir  die  Reihe  umgekehrt,  setzen  für 
x seinen  Wert  m — 2r  ein,  wodurch  sich  r - x in  3r  - m verwandelt, 
so  erhalten  wir  unter  Benutzung  von  (4)  oder  (5): 

13a)  Wenn  m '>  2r,  >-6(3)  — 1 + «*C(2j  + *C(2) + «Cf 2) 4-  ... 

2r  12  3 

+*C(2)+*C(2)  — W'C'(3). 

3r— m— 1 3r— m 3r— m 

lat  dagegen  der  Classenexponent  m kleiner  als  2 r,  so  setze  man 
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zunächst  m gleich  2r  — q und  entwickele  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  die  Potenz  (o+i-J-c)“  für  die  beiden  Summanden  a-\-b 
und  c.  Die  fUr  nns  brauchbaren  Glieder  sind  dadurch  bestimmt, 
dass  der  Exponent  von  c nur  bis  r steigen  kann,  sie  sind  also 

(a  + i)3r-5  + (a-fi)21— »-'c'+. . (a-f  4)rcr-5  -f  (a  -f4)r  1 cr-«P1  -f ... 
+ (a+i)^,+Ier_1  + (a+A)r~,cr- 

In  dieser  Reihe  liegt  eine  Grenzscheide  bei  (a-j-4)r.  Denn,  während 
bei  den  folgenden  niedrigeren  Potenzen  von  o-j-4  nur  von  unbe- 
schränkter Wiederholung  der  Summauden  a nnd  e die  Rede  sein 
kann,  fallen ' die  vorhergehenden  unter  Formel  (12).  Das  dritte  Ele- 
ment c kann,  weil  seine  Potenzen  immer  nur  eine  Stelle  geben,  kei- 
nen Einfluss  auf  die  Anzahl  der  Complexiouen  ausüben , die  jedem 
einzelnen  Gliede  obiger  Binomialreihe  zukommeu.  Da  nun  2r  q 
gleich  m ist,  so  beträgt  nach  12) 

bei  (a+4)2r-«  die  Anzahl  der  braucharen  Formen  *C( 2), 

2r—m 

„ 

2r— m+1 


„ “0(2). 

r 

Bilden  wir  die  Summe  und  zählen  zu  ihr  .£"0(2)  einmal  positiv  und 

0 bis  2r-m— 1 

einmal  negativ  hinzu  uud  verwandeln  die  dadurch  gebildeten  Reihen 
nach  4),  so  erhalten  wir  für  die  Gesamtzahl  aller  hier  in  Betracht 
kommenden  Combinationen 

(I)  2«C(  2)  — £“C(  2)  = *0(3)  - "0(3). 

0 bis  r 0 bis  2r— m— 1 r 2r— m—  1 

Wir  haben  nun  in  obiger  Binomialreihe  noch  diejenigen  Potenzen 
zu  betrachten,  deren  Exponenten  unter  r herabgehen.  Hierbei  ist  die 
Gesamtzahl  der  Complexiouen  leicht  zu  bestimmen  als  eine  Reihe, 
die  mit  "0(2)  beginnt  und  bei  *0(2)  abschlicsst.  Zu  dieser  zähle  ich 

r —q  r — 1 

wiederum  eine  mit  1 beginnende  und  mit  "0(2)  auf  hörende  gleich- 

r-d-l 

artige  Reiho  einmal  positiv  und  einmal  negativ  hinzu,  setze  für  q 
seinen  Wert  2r  — mein,  schreibe  demgemäss  für  r — q — 1 das  gleiche 
m — r — 1 nnd  wende  4)  an,  so  kommt 

(II)  .£"0(2)— .2*0(2)  = *0(3)- *0(3). 

0 bia  r-J  0 bis  m-r-1  r—  1 m— r— 1 


„ (0+4)»-»-»  „ „ „ 


zuletzt  bei 


(*  + >>)' 


11  M 11 
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Bevor  wir  nun  (I)  und  (II)  zusammen  nehmen,  machen  wir  von 
der  schon  auf  S.  90  zur  Ableitung  von  9)  benutzten  Umwandlung 
Gebrauch,  so  dass  wir  haben: 

Wenn  2r  ^ m > r,  *C( 3)  ■=  “C(r -f- 1)  + **C(r)  -“G(2r  -m) 

m 2 2 2 

— “<7(m  -r). 

3 


Die  beiden  ersten  Summanden  lassen  sich  noch  durch  Zusammen- 
ziehen  vereinfachen,  indem  man  die  bekannten  Werte  für  sio  eiu- 
fübrt,  dann  r-J-1  heraussetzt  und  seine  Cocfficicnten  2r+2  durch 
2 hebt.  Dann  gestaltet  sich  das  Gesuchte  zu: 

13  b)  Wenn  2r  > m > r,  >X'(3)  - (r-f  1)!  - “<7(2r  -m) 

m 2 

— wC(m  — r). 

a 

Solango  nicht  mehr  als  drei  Elemente  gegeben  sind,  können  wir 
jede  Aufgabe  über  die  Combinationen  mit  gleichmässig  beschränkter 
Wiederholung  lösen.  Will  ich  z.  B.  wissen,  wie  oft  mal  mit  3 Wür- 
feln 13  Augen  geworfen  werden  können,  so  betrachte  ich  die  Würfel 
als  Stellen  einer  Variation  m.  W.  zur  Summe  13.  Denke  ich  mir 
nun  die  zu  summirenden  Ziffern  einzeln  als  Exponenten  von  a,  b und 
c,  so  verwandle  ich  durch  Absonderung  des  Factors  abc  die  Aufgabe 
in  die  andere:  Wie  oft  mal  lassen  sich  3 Elemente  zur  10.  Classe 
combiniren,  wenn  jedes  nur  5 mal  Vorkommen  darf  ? Gleichung  13  a) 
gibt  uns  darauf  die  Antwort: 

“<7(3)  — “<7(3)  — “<7(6)  = ~ = 21. 

2.5-6  5 2 1 • * 

Ebenso  nach  13  b): 

(5  4- 1)2  - “<7(0)  — “<7(5)  - 36  - 0 - ^ - 21. 

Wie  man  sieht,  gelten  beide  Formeln  13a)  und  b).  Es  muss  dies 
auch  so  sein,  da  nach  nnsern  Annahmen  nichts  im  Wege  steht,  z 
sowol  als  y null  werden  zu  lassen. 

Sollen  mit  derselben  Würfelzahl  12  Augen  geworfen  werden,  so 
erhalte  ich  die  Lösung: 

*C(3)  = 62-“C(l)-“C(4)  - 36  - ~ - 25. 
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Diese  Ergebnisse  stehen  in  Uoboreinstimmung  mit  der  erwähnten 
Bernoulli’schen  Tabelle,  das  letzte  auch  mit  Beckers  Arithmetik, 
2.  Buch,  § 29  Beispiel  2.  Doch  besitzt  unsere  Formel  den  Vorzug 
der  Allgemeinheit,  während  jene  Tafel  für  jede  andere  Wiederholungs- 
grenze neu  entworfen  werden  muss,  und  in  dem  letztem  Buclio  die 
Variationen  wirklich  ausgeführt  werden.  Der  Vorteil,  den  der  von 
uns  vorgeschageno  Weg  bietet,  tritt  besonders  dann  hervor,  wenn  die 
gegebenen  Grössen  sehr  grosso  Zahlen  sind.  Wurden  wir  z.  B.  die 
Frage  zu  beantworten  haben,  auf  wieviel  verschiedene  Weisen  man 
1003  Mark  so  unter  3 Personen  vorteilen  könne,  dass  jede  nicht 
weniger  als  100,  aber  nicht  mehr  als  600  M.  erhielte,  so  würde  für 
Entwerfung  jener  Tabelle  das  Papier  und  das  Auge  nicht  ansreichen. 
Denn  man  hätte  501  Einsen  neben  einander  zu  schreiben,  dann  diese 
Reihe,  indem  man  immer  eine  Stelle  nach  rechts  rückt,  noch  500  mal 
darunter  zu  setzen,  um  die  Summe  zu  bilden.  Wenn  man  dies  nun 
auch  durch  die  aufsteigenden  und  nieder  fallenden  natürlichen  Zahlen 
ersetzen  würde,  so  hätto  man  immer  noch  die  entstehenden  1001 
Ziffern  501  mal  schief  unter  einander  zu  schreiben  und  die  lotrechten 
Reihen  zusammeazuzählen.  Wir  dagegen  denken  uns  die  drei  An- 
teile als  Exponenten  der  Buchstaben  a,  b und  c,  sondern  Oioojioocioo 
überall  als  Factor  ab  und  können  so  die  gesuchte  Anzahl  der  mög- 
lichen Fälle  ausdrücken  durch  13  b).  Es  ist  r=500,  m = 700,  m also 
kleiner  als  2r.  Danach  ergiebt  sich  als  Lösung: 

^0(3)  = 5012- “(7(300)  — “C(200)  - 251001-45150  - 20100 

700  2 2 

■=  185751. 

Wenn  wir  nun  die  Zahl  der  Elemente  von  3 an  immer  um  eins 
steigen  liessen,  so  würde  uns  die  Gleichung  11)  die  Mittel  an  die 
Hand  geben,  die  betreffende  Formel  für  jede  Zahl  der  Elemonte  und 
bei  jeder  beliebigen  Classe  abzuleiten.  Doch  würde  uns  das  zu  weit 
fuhren.  Wir  beschränken  uns  darauf  zu  zeigen,  wie  durch  die  An- 
wendung des  Grundgedankens  dieser  Abhandlung  noch  eine  einfache 
Beziehung  und  die  Verallgemeinerung  zweier  schon  für  engere  Grenzen 
entwickelten  Sätze  aufgefunden  werden  können. 

Man  denke  sich  nämlich  alle  Formen  der  Combinationon  der  n 
Buehstaben  a,  b,  c ...  t,  von  denen  ein  jeder  nur  r mal  gesetzt  wer- 
den darf,  in  der  mten  Classe  wirklich  ausgeführt,  betrachte  die  Ele- 
mente als  Factoren  und  teile  mit  einer  jeden  Complexion  der  Reihe 
nach  in  arbrcr  ,.tr:  dann  geben  die  Quotienten  die  verschiedenen 
Formen  der  gleichartigen  Zusammenstellungen  in  der  nr  — mten 
Classe.  Und  zwar  sind  diese  letzteren  vollständig  vorhanden.  Denn 
jeder  x ten  Dimension  eines  Elementes  in  den  ursprünglichen  Combi- 

Arrh.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Keihe,  Teil  II.  7 
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nationen  entspricht  immer  eine  r — xte  Dimension  desselben  Buch- 
stabens in  den  Quotienten.  Wenn  * von  0 bis  r steigt,  füllt  r — x 
von  r bis  0.  Nun  entstehen  soviele  Quotienten,  als  Divisoren  da 
sind,  mithin  ist 

rC(n)  - 'C(n), 

m nr—tn 

oder  in  Worten  ausgedrückt:  Es  sind  immer  gleichviel  Arten 
in  je  zwei  solchen  Classen  vorhanden,  deren  Dimensionen 
gleich  weit  von  0 und  von  nr  abstehen. 

Ist  nun  m grösser  als  (n — l)r  oder  ihm  gleich,  so  ist  nr  — m 
kleiner  als  r oder  ihm  gleich;  die  Combinationen  zur  nr  — mtcn 
Classe  haben  also  dann,  auch  wenn  jedes  Element  höchstens  r mal 
Vorkommen  darf,  unbeschränkte  Wiederholung,  folglich  nach  der 
letzten  Gleichung: 

14)  Wenn  m > (n — l)r,  rC(n)  «=  "Cf»), 

m nr—m 

eine  Verallgemeinerung  und  Bestätigung  von  12)  und  13a). 

Wenden  wir  dies  auf  die  öfters  erwähnte.  Aufgabe  vom  Würfel- 
spiel an  und  fragen:  „Wieviel  Fälle  sind  möglich,  dass  man  mit  6 
Würfeln  32  Augen  werfe“,  so  wäro  bei  den  eusprechenden  Combi- 
nationen mit  gleicbmässig  beschr.  W.  r *=  5,  n = 6,  nr  =*30 , »n  = 
32 — 6.1  = 260  5.5),  mithin  das  Gesuchte 

6£(6)  “?(«)“  126- 

Dasselbe  kommt  heraus,  wenn  m gleich  4 ist,  oder  wenn  6 + 4,  d.  i. 
10  Augen  geworfen  werden  sollen,  Ergebnisse,  die  durch  die  Bor- 
noulli’sche  Tafel  bestätigt  werden. 

Denke  ich  mir  5 regelmässige  Dodekaeder  und  bei  einem  jeden 
auf  den  12  Seitenflächen  der  Reihe  nach  1,  2,  3 u.  b.  f.  bis  12  Punkte 
cingravirt,  so  finde  ich  für  die  Anzahl  der  Fälle,  in  denen  dio  oben 
auf  liegenden  Flächen  zusammen  50  Augen  zeigen,  unter  Berechnung 
der  von  uns  gegebenen  Vorschriften 

“C (5)  = "Cfö)  = »'C(ll)  ~ 1001. 

45  10  4 

Hätten  wir  ferner  die  Frage  zu  beantworten,  wieviel  Zahlen  unter 
einer  Million  zur  Quersumme  37  haben,  so  lassen  wir  bei  den  zur 
Summe  37  zu  variirouden  Ziffern  die  Null  zu.  Solche  Complexionen, 
bei  denen  vorne  Nullen  hinter  einander  stehen,  geben  uns  diejenigen 
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Zahlen,  die  weniger  als  5 Stellen  haben.  Bei  den  zugehörigen  Com- 
binationen  mit  gleichm.  beschränkten  Wiederh.  ist  jetzt 

m = 37,  n = 5,  r = 9,  nr  — m «**  8, 
das  Gesuchte  also: 

9C’( 5)  — »C( 5)  - *C(9)  - 495. 

37  8 4 

Obgleich  cs  bis  jetzt  immer  von  Erfolg  begleitet  war,  wenn  wir 
die  Variationen  zu  bestimmten  Summen  auf  die  Combiuationcu  mit 
entsprechenden  Wiederholungen  zurückführten , so  will  ich  doch  den 
Versuch  machen,  den  bei  der  Ableitung  der  bekanntesten  Combi- 
uationsformeln  von  mir  gebrauchten  Kunstgriff  noch  einmal  zum 
Schlüsse  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  anzuwenden:  Wie  gross  ist 
die  Auzahl  aller  Variationen  zu  einer  bestimmten  Summe 
aller  Classen,  von  der  ersten  aufsteigond  bis  zur  höchst- 
möglichen? 

Wir  bilden  uns  nun  das  Product  aus  den  n Factoren  < 

«(i-f-«i)(c+u8)(tl  + <r3)  ...  (r  + «*- s) {s  + e»-s) (t  + o„- 1), 

wo  o„  as  ...  o„_i  Grössen  von  der  Eigenschaft  bezeichnen,  dass  sie 
die  Gestalt  desjenigen  Summanden  des  unmittelbar  vorhergehenden 
Factors  aunehmeu,  an  welchen  sie  bei  der  Multiplication  augefügt 
werden.  «,  wird  also  dann  zu  a,  at  zu  b oder  o, , c3  zu  c oder  c2 
u.  s.  fort.  Führen  wir  nun  die  Multiplication,  wio  im  ersten  Teile 
dieser  Abhandlung  S.  429—31  in  der  Weise  aus,  dass  wir  den  Eiuzel- 
factor  in  einem  späteren  Binome  immer  hinter  dem  betreffenden 
Gliede  des  unmittelbar  vorhergehenden  Binoms  anfügen , so  erhalten 
wir  die  wiederholt  auftretonden  Buchstaben  überall  neben  einauder 
stehend,  durch  kein  von  ihnen  verschiedenes  Element  von  einander 
getrennt. 

Denken  wir  uns  zweitens  die  Variationen  m.  W.  zur  Summe  n 
so  entstanden,  dass  wir  eine  Reihe  von  » Einsen  neben  einauder 
hinschreiben,  und  dann  eine  bestimmte  Menge  der  letzteren  zu  den 
Elementen  der  Variation  zusammeufassen , so  kann  dies  gar  nicht 
anders  bewerkstelligt  werden,  als  dass  wir  neben  einander  liegende 
Einsen  zusammen  nehmen. 

Schreiben  wir  nun  in  der  angegebenen  Multiplication  die  in  dem 
GeBammtproducte  vorkommenden  Potenzen  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestait,  d.  h.  als  Producte  gleioher  Factoren,  von  denen  jeder  die 
erste  Potenz  eines  der  Elemente  o,  1>,  c n.  s.  w.  ist,  so  tritt  eben- 

7« 
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falls  an  die  Stelle  des  Zalilenexponenten  eines  einzelnen  Buchstaben 
eine  Reihe  von  neben  einander  stehenden  Einsen. 

Die  Vergleichung  beider  Darstelluugswcison  zeigt  unzweideutig, 
dass  die  Potenzexponenten  in  den  bei  obiger  Multiplication  ent- 
stehenden Einzelproducten  die  Elemente  der  Variation  zu  einer  be- 
stimmten Summe  vorstelleu,  dass  folglich  die  Anzahl  dieser  Producto 
gleich  ist  der  gesuchten  Menge  der  Complexionen  der  fraglichen 
Variationen  durch  alle  Classeu.  Die  Eiuzelproducte  sind  aber  die 
Glieder  der  polynomischen  Reihe,  welche  durch  Ausmultiplicireu  des 
Productes 

erzeugt  wird.  Die  Summe  der  ganzen  Reihe  verwandelt  sich  aber  in 
die  Anzahl  ihrer  Summanden,  wenn  wir  einen  jeden  derselben  gleich 
eins  setzen;  und  dies  erreichen  wir  dadurch,  dass  wir  für  jeden  Buch- 
staben 1 schreiben.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  für  die  in  unsrer 
Aufgabe  gesuchte  Grösse: 

15)  l.(l+l)— » - 2—i. 

Man  wird  mir  vielleicht  einwenden,  dass  dieses  Ergebnis  ja  viel 
schneller  so  herzuleiten  gewesen  wäre,  dass  man,  wie  es  bei  Wein- 
gartner geschehen  ist,  in  der  für  die  mte  Classc  geltenden  Formel 
9)  die  Menge  ( m ) der  an  einander  zu  fügendon  Ziffern  von  1 bis  n 
wachsen  lässt  und  dann  die  Binomialcocfticionten  zusammenzählt. 
Wozu  also,  wird  man  vielleicht  fragen,  dieser  Aufwand  von  Arbeit 
und  von  Nachdenken,  wenn  die  Sache  doch  einfacher  zu  machen  ist? 
Dagegen  erwidere  ich,  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlung  gerade  dar- 
auf ankam  zu  zeigen,  wie  durch  die  Anwendung  der  Regeln  der 
Multiplicatiou  ciue  jede  Formel  der  Combinationslehro  selbständig  ge- 
funden werden  kann,  ohne  dass  man  eine  der  andern  zu  kennon 
braucht.  Es  ist  ja  allerdings  bequemer,  über  einen  Fluss  mit  dem 
Boote  zu  fahron,  als  ihn  zu  durchschwimmen,  aber  das  Vergnügen 
der  Kraftleistung  geht  dann  verloren.  Ebenso  mögen  diejenigen, 
welche  die  Vorzüge  des  in  dieser  Schrift  angewandten  Bcweisver- 
fahrens  nicht  anerkennen  wollen,  meine  Entwickelungen  als  eine  Art 
geistigen  Turnens  betrachten,  meinetwegen  nur  als  ein  anziehendes 
Spiel,  bei  dem  es  darauf  ankam  zu  zeigen,  wieviel  Goldkörner  in  dem 
Grundgedanken  der  combinatorischeu  Analysis  Ilindeuburg’s  verborgen 
liegen,  wenn  man  dieselbe  überhaupt  als  die  innige  Verwandtschaft 
auffasst,  die  zwischen  der  Combinationslehro  und  der  Multiplication 
mehrstelliger  Grössen  besteht. 

Buxtehude  im  April  1884. 
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VI. 

Miscellen. 


l. 

Ein  Beitrag  zur  Schattenlehre. 

Werden  die  Tangenten  zur  Sclbstse.hattengronze  der 
schiefen  Schrauben  fläche  bei  parallelen  Lichtstrahlen  con- 
struirt,  so  bedient  mau  sich  gewöhnlich  des  Dufun’schen  Theo- 
rems*). Ob  zwar  die  dazu  nötige  Constructiou  genug  einfach  ist, 
kann  man  sie  dennoch  ohne  Benutzung  des  genannten  Thcorem’s  da- 
durch vereinfachen,  indem  mau  den,  zur  Construction  der  Selbst- 
schattengronzo  nötigen,  Linien  eine  andere  Bedeutung  gibt. 

In  der  Figur  sind  die  horizontalen  Projoctionen  der  Axe  A 
der  schiefen  Sekraubenfiächo,  und  der,  im  bestimmten  Sinne  sich  be- 
wegenden, Erzeugenden  V dieser  Fläche  dargestellt.  Die  Erzeugende 
P schneidet  die  Axe  im  Punkto  a und  die  Entfernung  ihrer  horizon- 
talen Spur  m von  der  Axe  gibt  den  Parameter  r der  horizontalen 
Spur  der  Schraubenfläche  au.  Die  Gerade  L,  welche  den  Punkt  a 
enthält,  und  ihre  Spur  im  Punkte  m'  hat,  bestimmt  dio  Richtung  der 
parallelen  Lichtstrahlen. 

Um  eine  vorteilhafte  Vereinfachung  der  weiteren  Construction 
zu  erreichen,  setzt  man  gewöhnlich  voraus,  dass  die  Projections- 
Ebene  sich  mit  der  Erzeugenden  P bewegt.  Wir  werden  uns  aber, 
dieser  Voraussetzung  entgegen,  denken,  dass  sich  dio  Erzeugende  in 


*)  „Traite  de  geomdtrio“  descriptivc“  par  Jules  de  la  Gour- 
ncrie.  Troisieme  partie,  art-  994,  1012. 


Digitized  by  Google 


-*r 


102  Misctlhn. 

jeder  ihrer  Lagen,  samt  ihrer  Berührungsebene  in  der  normalen 
Richtung  zur  Projections-Ebene  so  weit  bewegt,  bis  sie  den  Punkt 
a enthält.  Dann  bilden  alle  Geraden  P ...  eine  Kegelfläche  K (den 
Richtungskegel) , und  ihre  Spurpunkte  befinden  sieh  in  einem  KreiBe 
K,  als  der  Spur  dieser  Fläche. 

Die  Geraden  P und  L bestimmen  eine  Ebene  B,  die  zu  den 
Lichtstrahlen  parallel  ist.  Um  den  Berührungspunkt  d dieser  Ebene 
mit  der  Schraubenflächo  zu  bestimmen,  errichten  wir  zu  der  Pro- 
jection  der  Erzeugenden  P eine  Senkrechte,  und  tragen  auf  diese  in 
bestimmter  Richtung  mittelst  des  Kreises  K den  Parameter  r über. 
Vom  so  erhaltenen  Punkte  / ziehen  wir  eine  zweite  Senkrechte  auf 
die,  durch  die  Punkte  m und  m bestimmte  Spur  M der  Ebene  B. 
Diese  Senkrechte  ist  die  horizontale  Projection  einer  Geraden  des 
grössten  Falles  F (in  der  Ebene  B),  welche  die  Gerade  P in  dem 
gesuchten  Berührungspunkte  d schneidet.  Ihre  Spnr  befindet  sich  im 
Punkte  A. 

Die  Projectionen  aller  dieser  Geraden  des  grössten  Falles  F . . 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  t,  der  auf  einer,  in  der  Projection 
des  Punktes  a zu  der  Projection  der  Geraden  L errichteten  Senk- 
rechten liegt,  und  dessen  Entfernung  von  der  Axe  A der  Entfernung 
der  Spur  m'  von  derselben  Geraden  gleich  ist.  Darum  bilden  die 
Geraden  F ...  ein  einscbaliges  Hyperboloid  H,  dessen  Leitlinien:  die 
Gerade  L,  die  horizontal  -projicirende  Gerade  Z und  der  Kreis  H 
(welcher  die  Spuren  aller  Geraden  F ...  enthält),  als  dessen  horizon- 
tale Spur,  sind. 

Die  zu  construirende  Selbstschattengrenze  S können  wir  als  die 
Schnittcurve  dieses  Hyperboloids  mit  der  Kegelfläche  K betrachten 
und  auf  Grund  dessen  ihre  Tangenten  als  den  Schnitt  der  beiden, 
im  Punkte  a zu  beiden  Flächen  construirten  Berührungsebenen,  be- 
stimmen. Die  Tangente  im  Punkte  m zu  dem  Kreise  K ist  die  hori- 
zontale Spur  der  betreffenden  Berührungsobeno  der  Kegelfläche.  Die 
Berührungsebene  des  Hyperboioids  im  Punkte  d ist  durch  die  Ge- 
raden F des  einen  und  G des  zweiten  Systems  bestimmt.  Durch  die 
Spurpunkte  A und  A’  dieser  Geraden  geht  die  Spur  dieser  zweiten 
Berührungsebone.  Der  Schnittpunkt  p der  Spuren  beider  Ebenen 
bestimmt  mit  dem  Punkte  d die  gesuchte  Tangente  T.  — 

Diese  Construction  der  Selbstschattcncurve  so  wie  ihren  Tan- 
genten hat  volle  Geltung  auch  für  die  gerade  Schraubenfläche 
als  einem  Specialfalle  der  schiefen  Schraubenfläche. 

Die  Kegelfläche  K geht  in  eine  mit  der  Projectionsebene  paral- 


Digitized  by  Google 


Miscellen. 


103 


leie  Ebene  über.  Diese  Ebeno  schneidet  das  Hyperboloid  H in  einem 
Kreise,  in  dessen  Frojcction  sich  auch  die  Selbstschattencurvo 
dieser  Schraubenfläche  projicirt. 

F.  Prochäzka. 


2. 

Bemerkung  zu  einem  Satze  von  Craig. 

In  Johns  Hopkins  University  Circulars,  Baltimore  1882  p.  178. 
findet  sich  der  folgende  interessante  Satz  ohne  Beweis  aufgestellt 

„Zieht  man  parallel  allen  Hauptnormalen  einer  geschlossenen 
Cnrve  vom  Mittelpunkte  einer  Kugel  ltadien,  so  teilt  die  Curve  der 
Endpunkte  die  Oberfläche  in  zwei  gleiche  Teile.“ 

Da  die  sphärische  Curve  geschlossen  sein  muss  um  einen  Kugel- 
fiächenteil  zu  begrenzen,  so  setzt  der  Satz  ofibnbar  Stetigkeit  der 
Urcurve  mindestens  bis  auf  2.  Ordnung  voraus. 

Sei,  zur  Prüfung  des  Satzes,  der  Kugelmittelpunkt  Anfang  der 
xyz,  der  Radius  =■  c.  Dann  ist,  wenn  (xyz)  einen  Punkt  irgend  einer 
geschlossenen  sphärischen  Curve  bezeichnet,  und 

3 

- = tg«p 

gesetzt  wird,  der  Kugelflächenteil  zwischen  der  Curve  und  der  yz 
Ebene  (Aequator) 


4»K 


0 


wo  k ganze  Zal,  und  die  Flächen  auf  negativer  Seite  des  Aequators 
negativ  zu  rechnen  sind. 

Bezeichnen  fgh,f'g'h’,  Im n die  Richtungscosinus  dor  Tangonto, 
Hauptnormale,  Binormale  der  Urcurve  »,  dann  verlangt  nach  Sub- 
stitution von  cf',  cg',  ch'  für  xyz  der  Satz,  dass 

«R  ( 

Sl  = ciC  /'0g>  — 0;  tgip=-j,  (1) 
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sei.  Ans  der  letztem  Gleichung  findet  man,  wenn  8t,  89  die  Conti- 
genzwinkel  der  Tangente  und  Krümmungsaxe  bedeuten: 


daher 


und 


. g'8h' — h'8g‘  g’(n89 — A0r) — h'(m39 — g 8t) 

Ö<P  = ~ _ g'*+h'* 

f 0ff  + 18t 
= 1-/'* 


fdl+l8f 

- 


f'3cp  -=■ 


3arctg 


l 


Sic -2  =.  2A-1R 


(2) 


wo  die  ganze  Zahl  kt  zunächst  unbekannt  bleibt.  Ihr  Wert  hängt 
von  der  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel  von  / und  l ab.  Da  l für 
sich  nur  eine  gerade  Anzahl  Wechsel  erfahren  kann,  so  muss  k}  ge- 
rade soin  und  sei  = 2ks.  Dann  zeigt  die  erste  Gl.  (1),  dass  (wofern 
nicht  /'  constant  = 1 ist) 

“ k Ag  k 


sein  muss.  Macht  also  die  Hauptnormale  nur  einen  Umlauf  um  die 
x Axe,  so  dass  1:  = 1 wird,  so  ist  = 0 und  der  Satz  richtig. 

Gehe  ferner  pi,  und  v,  mal  l hei  positivem  /,  p»2  und  vs  mal 
bei  negativem  f vom  -f-  zum  — und  vom  — zum  + über,  dann  ist 


K = Hi~  *i  — f*s  + *'s 


Es  muss  aber  sein 
folglich  ist 
oder 


Da  ferner 


0 — Pi— — vs 
• 2(pi  — Vj)  = — 2(pi2  — vs) 


= Hi  ~ vi  — — (f*s  — vs) 


(3) 


ist,  so  lässt  sich  bei  Bestimmung  von  ka  auch  die  Tangente  mit  der 
Binormale  vertauschen,  während  ks  nur  sein  Vorzeichen  wechselt. 


Ausreichende  und  notwendige  Bedingung  des  Satzes  ist  also,  dass 
der  Winkel  zwischen  der  Binormale  und  einer  beliebigen  Geraden, 
in  Intervallen  wo  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  jener  Ge- 
raden spitz  ist,  ebenso  oft  aus  einem  spitzen  in  einen  stumpfen  über- 
geht als  umgekehrt. 

Ist  diese  Bedingung  für  eine  Gerade  erfüllt  so  ist  sie  es  für 
jede.  Ueberdies  ist  sie  dann  mit  vertauschten  Kollon  von  Tangente 
und  Binormale  erfüllt  und  umgekehrt. 
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Gleichwol  möchte  dieser  weitesten  Ausdehnung  des  Satzes  eine 
engere  Begrenzung  vorzuziehen  sein.  Er  umfasst  nämlich  auch  Fälle, 
wo  zu  seiner  Verification  Flächenstücke  auf  der  einen  Seite  doppelt, 
auf  der  andern  negativ  gerechnet  müssen,  und  verliert  durch  diese 
notwendigen  Interpretationen  seine  Einfachheit.  Solche  Fälle  können 
indes  nur  stattfiuden,  wo  die  sphärische  Curve  Doppelpunkte  hat. 
Schliessen  wir  aber  Doppelpunkte  aus,  so  tritt  das  erstgenannte  Kri- 
terium in  Kraft;  denn  dann  kann  die  sphärische  Curve  einen  Punkt 
der  Kugolflächo  nur  einmal  umlaufen.  Mit  den  Doppelpunkten  wer- 
den dann  zugleich  die  mehrmals  durchlaufenen  Curven  ausgeschlossen, 
für  welche  der  Satz  nie  richtig  ist.  Letzterer  würde  nun  lauten: 

Ein  Kugelradius  in  gleicher  Richtung  mit  der  Iiauptnormalo 
einer  geschlossenen  und  bis  auf  2.  Ordnung  stetigen  Curve 
geführt  zeichnet  auf  der  Kugelfläche  eine  geschlossene  Cnrve,  die, 
wenn  sie  keine  Doppelpunkte  hat,  die  Kugelfläche  in  zwei 
gleiche  Teile  teilt. 

Das  Vorstehende  lässt  es  ungewiss  erscheinen,  ob  es  geschlossene 
Curven  gibt,  für  welche  dio  Bedingungen  des  Satzes  nicht  erfüllt 
sind,  für  welche  also  k3  nicht  null  ist.  Den  einfachsten  Beweis  für  deren 
Existenz  geben  aber  die  Curven  cyklischer  Torsion  *).  Denn  deren 
Hauptnormale  bat  constautc  Neigung  < R gegen  eine  feste  Axe,  so 
dass  die  sphärische  Curve  ein  nichtgrösster  Kreis  wird.  Ihre  spe- 
cifische  Gleichung  ist 

T2_j_£2  __  cot'-’«  (a  constant) 

woraus  sich 

/'  — sin  a;  Sl  =»  41-Rsino 

ergibt.  Setzt  man  sin  « gleich  einem  rationalen  Bruch  und  s propor- 
tional der  Krümmungsbreite  X,  so  schliesst  sich  die  Urcurve  stets 
nach  einer  Variation  von  1 um  ein  Vielfaches  von  4R,  und  k erweist 
sich  als  beliebige,  durch  sin  a darstellbare  Zahl.  Die  Kugelfläche  wird 
beliebig  rational  geteilt. 

Da  ein  Beispiel  zum  Beweise  genügt,  sei 
Sin  a = | ; s ■=  al 

dann  wird 

et  V 3 d . _ . «ii»  n,, 

x -^--cosA;  y =»  j(38inA-f~  Jsin  3a) 

z = — ^(3cos  A+Jcos3A) 


*)  Hoppe,  Analytische  Geometrie  §.  60.  Grün.  Arch.  LVI.  S.  65. 
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Diese  Cnrvo  schliesst  sich  nach  Variation  von  i.  um  4R  und  hat  in 
diesem  Intervalle  keinen  Doppelpunkt.  Ihre  Hauptnormale  hat  die 
Richtungscosinus : 

/'  ■=  i;  g'  — — -ysin21;  h!  = cos 21 

woraus 

9 - 21+R 

daher  wird  der  sphärische  Kreis  zweimal  dnrchlanfen.  Zwischen  ihm 
und  dem  Aequator  liegt  die  Zone 

c* 

$Sl  = 2R«2  ■=  g .8Rsina 

daher  ist  k — 2.  Ferner  findet  mau : 

V3  V3 

/ = • g-  sin  1 ; l = ~ cos  1 

woraus  man  leicht  erkennt,  dass 

v,  =0;  — 1 

Demnach  wird  die  Kugelfläche  im  Verhältniss  1:3  geteilt,  was  die 
Allgemeingültigkeit  des  Craig’schen  Satzes  augenfällig  widerlegt. 

R.  Hoppe. 


3. 


Ein  Satz  über  Determinanten. 


Es  soll  folgender  Satz  bewiesen  werden: 


Die  Determinante  von  4 Determinanten,  deren  je  2 in  einer 
Reihe  stehende  nur  eine  ungleiche  Verticalreihe  haben,  ist  gleich  dem 
Product  der  2 Determinanten,  dio  man  aus  den  erstem  durch  dio 
allein  noch  übrigen  Combinationen  der  2 ungleichen  Reihen  erhält. 

Bezeichnen  wir  abkürzeud  durch  \abcf  ...\  die  Determinante 
eines  Systems,  dessen  Horizontalreihen  aus  der  Reihe  abef ...  durch 
Hinzufügung  von  Indices  hervorgehen;  so  behauptet  der  Satz,  dass 


| ace  ...  1 1 ade  ... 
\bce  ...  1 1 bde  ... 


— \abe 


| . | crie  .. . I 


Digitized  by  Googl 


Misceüen. 


107 


Zuerst  ist  nämlich  leicht  zu  beweisen,  dass  jeder  der  2 Factoren 
der  Rechten  Factor  der  Linken  ist.  Denn  lässt  man  den  Factor 
1 abe  ...  | verschwinden,  so  ist 

a = b ß-{-e  £ + / f+  ... 

°i  “ 4i0  + eit+/i?+  ••• 
etc. 


und  nach  Einsetzung  dieser  Werte  verschwindet  die  Linke.  Das 
gleiche  gilt  vom  Factor  | c d e . . . !. 

Ferner  ersieht  man  auch  sogleich , dass  beide  Factoren  der 
Rechten  unter  einander  keinen  Factor  gemein  haben,  wenn  alle  ver- 
schieden bezeichnete  Elemente  unabhängig  sind.  Denn  betrachtet 
man  den  erstem  und  den  letztem  als  lineare  Function  der  Unab- 
hängigen a,  a, , ...,  bzhw.  c,  e1,  ...,  so  würde  jeder  gemeinsame 
Factor  beider  gemeinsamer  Factor  von  allen  Coefficienten  dieser  Un- 
abhängigen d.  i.  von  ihren  entsprechenden  Unterdeterminanten  sein 
müssen.  Ein  solcher  müsste  dann  irgend  welche  Elemente  beider 
Systeme  enthalten,  und  diese  Elemente  müssten  in  allen  Unterdeter- 
minanten Vorkommen.  Dies  ist  nicht  der  Fall;  denn  jedes  Element 
fehlt  in  irgend  einer  Unterdeterminante. 

Ans  beiden  Ergebnissen  folgt  nun,  dass  die  ganze  Rechte,  d.  i. 
ein  Ausdruck  von  gleichem  Grade  mit  der  Linken,  Factor  der  Linken 
ist,  so  dass  beide  Seiten  der  Gleichung  bis  auf  einen  numerischen 
Factor  gleich  sein  müssen. 


Um  letztem  zu  bestimmen,  setze  man  alle  Elemente  der  Rechten 
ausser  den  Diagonalen 

aä,e2  . . . und  ede t . . . 
null,  dann  wird  die  Linke 


0 rtf/jCg  ... 

— 6j  ccs  ...  0 


fl  Cg  ...  C ll j Cg  ... 


also  der  Rechten  gleich,  und  der  Quotient  = 1,  der  Beweis  des  an- 
fänglichen Satzos  folglich  vollständig. 

R.  Hoppe. 
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4. 

lieber  die  Grenze  der  Stabilität  eines  longitudinal  comprimirten 
geraden  elastischen  Stabes. 

In  einem  Aufsatze  über  Biegung  prismatischer  Stäbe,  Poggen- 
dorff  Ann.  CIL  S.  227 — 245,  1857,  habe  ich  (S.  237)  bewiesen,  dass 
ein  gerader  elastischer  Stab  durch  Longitudinalcomprcssion  erst  dann 
gebogen  werden  kann,  wenn  dieselbe  eine  gewisse  endliche  Grenze 
überschreitet,  und  diese  Grenze  bestimmt.  Eine  abweichende  Ansicht 
war  mir  damals  nicht  bekannt.  Später  bin  ich  aber  wiederholt  der 
auf  Rechnung  gestützten  Ansicht,  die  ich  für  die  gewöhnliche  halten 
muss,  begegnet,  dass  ein  gerader  Stab  bei  der  geringsten  Compression 
sich  zu  biegen  anfängt.  Der  Grund  der  Abweichung  liegt  nicht  in 
Principien  und  Voraussetzungen,  sondern  in  der  Rechnung;  ihn  zu 
zeigen  ist  der  Zweck  des  Folgenden. 

Unveränderlichkeit  des  Normalschnitts  ist  gemeinsame  Annahme 
der  beiderseitigen  Rechnungen;  ihre  Zulässigkeit  kann  wol  hier,  wo 
es  sich  um  keine  oder  eben  beginnende  Biegung  handelt,  uicht  in 
Frage  kommen.  Die  Curvc  der  Mittellinio  (d.  i.  Ort  des  Querschnitts- 
Schwerpunktes)  war  eben.  Auf  beliebige  einzelne  Punkte  derselben 
wirkten  Kräfte  in  dieser  Ebene.  Aus  der  Gleichung  der  virtuellou 
Geschwindigkeiten  ergaben  sich  dio  2,  von  den  Grcuzbedingungcn 
unabhängigen  Differentialgleichungen : 

iio-iWo»}-  i 
iK-y.'-iGys-»  i 


wo  ff  den  uugospanuton,  * den  actuelleu  Bogen  der  Mittellinie  bis 
zum  Punkte  (xy),  der  Accent  die  Differentiation  nach  »,  q den  Krüm- 
mungsradius von  s,  f den  Querschnitt,  bf  sein  Trägheitsmoment  für 
die  Bieguugsaxe  bezeichnet.  Auch  diese  Gleichungen  Hilden  sich  noch 
überall  in  Ueberoinstimmung. 


Hier  setzt  nun  die  gewöhnliche  Rechnung,  mit  Vernachlässigung 
höherer  Potenzen  der  Transversalvcrschiebuugen,  vor  der  Integration 

^ (wo  die  y transversal  gerichtet  sind)  (2) 


und  behandelt  die  Gleichungen  als  lineare.  Lässt  man  sie  aber,  in- 
dem man  sie  als  genau  geltend  betrachtet,  unverändert,  so  sind  sie 
ohne  alle  Vernachlässigung  in  geschlossener  Form  integrabel.  Das 
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letztere  ist  in  meiner  Rechnung  geschehen.  Es  zeigte  sich,  dass  der 
Bogen  zwischen  2 successiven  Angriffspunkten  stets  ein  Stück  der 
Curve  eines  freien  Stabes  ist,  auf  dessen  Enden  entgegengesetzte 
Kräfte  in  der  Richtung  der  Sehno  wirken,  einer  Curve  deren  Pfeil 
jede  beliebige  Grösse  haben  kann.  Die  Sehne  zur  x Axe  genommen, 
ergab  sich  als  Integral  der  Gl.  (1): 

* = J'  \ cos2f?  — 8il'2/'  sil,20  — 2(  1 — z)  sin2)- 1 


y =»  2 V b 81°a  VaVcos2|3  — zsiu2y 
a sin-p  ' 

s i y b j'  (eos2(3  — 2 z sin2)>)  ^ 

b 

/dz 
N 


(3) 


N2  =■  s(l  — z)  (cos2ß  — zsin2y)  (sin2ß  — (1  — z)  sin2)') 


wo  z durch  Gl.  (3)  bestimmt  wird,  und  ß,  y Integrationsconstanten 
bedeuten.  Die  Kräfte  sind 


E Elasticitüt  des  Stoffes. 


• fE 


, sin2d 


cos2y 


Vermindert  man  p,  bis  der  Stab  gerado  wird,  so  verschwindet 
mit  y die  Constanto  y,  und  man  hat,  wenn  der  Iudex  1 sich  auf  die 
Mitte  der  Curve  bezieht: 

xt  = = Ry&COt/I;  y,  = 0 

a 1 

1 sin  ß cos  ß 


x : » : 8 — x j : *j : ff, 

p = fEsin2ß 


und  uacli  Elimination  von  ß: 


Die  Verkürzung 


■ fE 


K) 


R 2fEb 

Äl  (Jj 


2(ff,— *,) 


2R2& 

*i 


nahezu  = 2R2A : s,  also  unabhängig  vom  Material. 


(4) 
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Die  so  bestimmte  endliche  Compression  ist  diejenige,  in  deren 
Grenzen  die  gerade  Gestalt  des  Stabes  stabil,  eine  Biegung  unmög- 
lich ist. 

Wendet  man  gegen  die  Geltung  dieses  ßesultats  ein,  dass  eine 
Berücksichtigung  der  hühern  Potenzen  der  Transversalvcrschiebung 
illusorisch  sei,  sofern  sie  die  Grenzen  der  Elasticitätstheorie  über- 
steige, so  kann  man  aus  diesem  Gesichtspunkt  höchstens  die  Ge- 
nauigkeit des  gefundenen  Stabilitätsiutervalls  in  Zweifel  ziehen,  nicht 
aber  folgende  Conscqucnzen  bestreiten. 

Ist  das  auf  die  lineare  Form  der  Differentialgleichungen  gestützte 
Ergebniss  in  Bezug  auf  Transversalverschicbung,  Gestalt  der  Biegungs- 
curve,  Spannung  u.  s.  w.  das  Aeusserste,  was  die  Elasticitätstheorie 
zu  leisten  vermag,  so  ist  die  weitere  Folgerung  auf  ein  Stabilitäts- 
intervall = 0 eine  Ueberschreituug  ihrer  Competcnz,  weil  sich  das 
ßesultat  als  abhängig  von  den  als  unbekannt  vernachlässigten  Ele- 
menten erwiesen  hat,  und  ein  Rechnungsfehler.  Die  auf  diesem 
Fehler  beruhende  gewöhnliche  Ansicht  hat  gegenüber  der  vorstehen- 
den Aufstellung  keinen  Anspruch  auf  Geltung. 

Das  Vorstehende  will  ich  noch  in  Vergleich  stellen  mit  dem,  was 
Grasshof  in  seinem  Werke:  „Festigkeitslehre  1866“  über  den  ange- 
regten Punkt  sagt.  Er  nennt  gleichfalls  die  Methode,  welche  zu 
einem  Stabilitätsintervall  <=>  0 führt,  die  gewöhnliche  und  erklärt 
ebenso  das  irrige  Resultat  durch  die  in  der  Substitution  (2)  began- 
gene Vernachlässigung.  Uebereinstimmeud  ist  auch  das  durch  Be- 
rücksichtigung der  Differenz  von  ihm  berechnete  Stabilitätsintervall 
(abgesehen  von  der  unmerklicben  Abweichung,  dass  in  Gl.  (3)  *,3 
statt  *,  ffj  steht).  Seine  Rechnung  selbst  hingegen  ist  ganz  verschie- 
den: eine  genaue  Integration  vollzieht  er  nicht,  sondern  leitet  den 
gesuchten  Wert  approximativ  mit  elementaren  Mitteln  her. 

Die  Vergleichung  liefert  m:r  manche  willkommene  Rechtfertigung. 
Zunächst  kann  ich  mich  auf  Grasshofs  weiter  reichende  Erfahrung 
berufen,  indem  ich  jene  irrige  Ansicht  die  gewöhnliche  genannt  habe. 
Ist  sie  nun  9 Jahre  nach  ihrer  Berichtigung  trotzdem  die  gewöhn- 
liche geblieben,  so  bürgt  nichts  dafür,  dass  sio  es  nicht  auch  heute 
noch  ist,  und  kann  die  hier  behandelte  Frage  durch  ihr  Alter  nicht 
gegenstandslos  geworden  sein. 

R.  Hoppe. 
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5. 


Zur  harmonischen  Teilung. 

Jakob  Steiner  stellt  (ges.  Werke  I.  400.)  n,  A.  die  Aufgabe : man 
soll  die  gegenseitige  Lage  der  IG  (oder  8)  Punkte  untersuchen,  aus 
welchen  sich  4 harmonische  Punkte  einer  Geraden  durch  ein  ge- 
gebenes harmonisches  Büschel  projiciren  lassen.  Wir  werden  im 
folgenden  versuchen  sie  zu  erledigen. 

Um  zunächst  zu  den  16  Punkten  zu  gelangen,  aus  welchen  eine 
barm.  Punktreihe  ADCD  sich  durch  ein  gegebenes  barm.  Büschel 
projiciren  lässt,  haben  wir  nur  über  den  conjugirten  Strecken  der 
Punktreihe  Kreise  zu  beschreiben , welche  Winkel  fassen,  die  gleich 
den  Winkeln  n,  ß der  conjugirten  Strahlen  des  Büschels  sind.  Dies 
gibt  8 Kreise.  Jeder  Punkt  nun,  in  dem  ein  den  Winkel  a fassen- 
der Kreis  einen  den  Winkel  ß fassenden  trifft,  ist  ein  Punkt,  welcher 
die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt.  Dies  gibt  uns  16  Punkte,  welche 
sich  symmetrisch  zur  Geraden  AD  verteilen.  Sind  nun  ferner  M,  N 
die  Halbirungspunkte  zu  den  conjugirten  Strecken  AC,  DD , und  ist 
MN  in  l\  Q so  geteilt,  dass 

PM:  PN  = QM:  QN  = AC : DD 

so  finden  wir  ohno  Schwierigkeit,  dass  wenn  wir  irgend  einen  der 
16  Punkte  mit  irgend  einem  der  4 Punkte  M,  N,  P,  Q verbinden, 
diese  Verbindungslinie  noch  durch  einen  zweiten  der  16  Punkte  geht. 
Das  gleiche  findet  statt  für  den  Punkt  R,  für  welchen  RA  . RD  = 
RC . RD  ist;  jedoch  liegen  die  Punktopare  nicht  mehr  auf  derselben 
Seite  von  AD. 

Ferner  finden  wir,  dass  wenn  z.  B.  V und  W 2 der  16  Punkto 
sind,  welche  auf  einer  Linie  mit  einem  der  5 Punkto  M,  N,  P,  Q,  R 
sich  befinden,  für  diesen  Punkt,  etwa  Q,  stets  QV . QW=*  const  ist. 
Aus  letzterem  Umstande  folgt  aber , dass  jeder  durch  V und  W und 
einen  dritten  der  16  Punkte  gelegte  Kreis  notwendigerweise  noch 
durch  einen  vierten  gehen  muss.  Berücksichtigen  wir  dies  in  Bezug 
auf  8 auf  einer  Seite  von  AD  gelegene  Punkte,  so  ergibt  sich  hieraus 
mit  Hülfe  der  Punkte  M,  N,  P,  Q,  dass  alle  8 Punkte  auf  einem 
Kreise  liegen  müssen.  Fassen  wir  diese  Resultate  zusammen,  so 
finden  wir  folgenden  Satz. 

Die  16  Punkte , aus  welchen  eine  gegebene  harmonische  Punkt- 
reibe sich  durch  ein  gegebenes  harmonisches  Büschel  projiciren  lässt, 
liegen  zu  je  8 auf  2 Kreisen;  die  8 Punkte  eines  jeden  Kreises 
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liegen  überdies  parweisc  mit  jedem  der  4 harmonischen  Punkte  M, 
N,  P,  Q auf  AD  in  einer  Geraden,  und  jeder  der  Punkte  des  einen 
Kreises  liegt  mit  einem  Punkte  des  andern  und  einem  festen  Punkt 
Ji  auf  AD  in  einer  Geraden. 

Betrachten  wir  ferner  die  8 Punkto  eiues  jeden  der  beiden  Kreise, 
so  finden  wir,  dass  weuu  wir  den  Kreis  in  einem  bestimmten  Sinne 
durchlaufen,  die  Verbindungslinien  des  1.  und  5tcn,  2.  und  fiten, 
3.  und  7ten,  4.  und  8 ton  Punktes  sich  in  einem  Punkte,  dem  Pole 
der  Linie  AD  in  Bezug  auf  dem  Kreis,  schneiden.  Der  1.,  3.,  5., 
7tc  und  ebenso  der  2.,  4.,  6.,  8te  Punkt  bilden  überdies  auf  den 
Kreisen  harmonische  Würfe. 

Weingarten,  im  October  1884. 

B.  Sporer. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Güpgle 


Scheute:  Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung  etc. 


113 


V. 

Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Inflexionsknoten. 


Von 

Herrn  P.  H.  Schoute, 

Professor  in  Groningen. 


Erster  Abschnitt. 

Einleitende  Sätze. 

1.  „Sind  CX  und  CY  (Fig.  1.)  die  Asymptoten  nnd  P und  Q 
zwei  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  nnd  construirt  man  auf 
PQ  als  Diagonale  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  zu  den  Asymptoten 
parallel  laufen,  so  geht  die  zweite  Diagonalo  RS  dieses  Rechtecks 
durch  den  Mittelpunkt  C der  Hyperbel.  Und  haben  umgekehrt  die 
Punkte  P nnd  Q in  Bezug  auf  die  senkrecht  auf  einander  stehenden 
Geraden  CX  und  CY  eine  solche  Lage , dass  die  zweite  Diagonalo 
des  auf  PQ  mittelst  Parallelen  zu  CX  uud  CY  beschriebenen  Recht- 
ecks durch  C geht,  so  sind  P und  Q Punkte  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  mit  den  Asymptoten  CX  und  CYH. 

Dieser  Satz,  der  bei  Ersetzung  vom  Rechteck  durch  Paralle- 
logramm ganz  allgemein  für  ungleichseitige  Hyperbeln  gilt,  ist  über- 
bekannt. Man  kann  ihn  geometrisch  beweisen  mittelst  Anwendung 
des  Pascal’schen  Satzes  auf  das  eingeschriebene  Sechseck  XXPYYQ, 
wenn  unter  X und  Y die  unendlich  fernen  Punkte  der  Asymptoten 
rerstanden  werden. 

Areh.  der  Math.  u.  Phya.  2.  Reihe,  Teil  II.  8 
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Zur  Abkürzung  werde  ich  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche  CX 
und  CY  zu  Asymptoten  hat  und  durch  die  Punkte  P,  Q ...  hindurch 
geht,  durch  das  Symbol  H(CX,  CT;  P,  Q ...)  andeuten.  Weiter 
mag  das  mittelst  Parallelen  zu  CX  und  CY  auf  der  Sehne  PQ  als 
Diagonale  beschriebene  Rechteck  als  „das  Asymptotenrechteck  1 Q“ 
der  Hyperbel  bezeichnet  werden.  Und  endlich  werde  ich  zwei  Ge- 
rade, die  wie  die  Diagonalen  PQ  und  JIS  dieses  Asymptotenrecht- 
ecks rach  verschiedenen  Seiten  mit  jeder  der  Ayinptoten  gleiche 
Winkel  bilden , in  Bezug  auf  CX  und  CY  „antiparallol“  zu  einander 
nennen  *). 

2.  „Die  Tangente  der  gleichseitigen  Hyperbel  R(C'X,  CT;  P) 
im  Punkte  P ist  antiparallel  zu  CP  in  Bezug  auf  dio  Asymptoten“. 

Wenn  man  den  Punkt  Q (Fig.  1.)  der  Hyperbel  entlang  dem 
Punkte  P fortwährend  näher  treten  lässt,  so  werden  PQ  uud  RS 
immer  antiparallol  zu  einander  bleiben  in  Bezug  auf  die  Asymtoten, 
PQ  in  die  Tangento  der  Hyperbel  in  P,  RS  in  CP  ühergeführt  wer- 
den. Es  ist  also  dieser  ebenfalls  sehr  bekannte  Satz  eino  Folge  des 
Vorhergehenden  s). 

3.  „Wenn  man  (Fig.  2.)  die  Seiten  PR  und  PS  des  Asymptoten- 
rechtecks PQ  der  gleichseitigen  Hyperbel  H(CX,  CY\  P,  Q)  um 


1)  Wenn  man  den  besonderen  Charakter  der  von  den  conjugirten  Durch« 
messern  der  gleichseitigen  Hyperbel  gebildeten  quadratischen  Involution,  nach 
welchem  die  Asymptoten  die  Teilstrablcn  sind  von  den  von  irgend  einem 
Paare  conjugirter  Durchmesser  gebildeten  Scheitelwinkeln,  als  bekannt  an- 
nimmt, so  wird  oben  stehender  Satz  auch  bewiesen  mittelst  der  Bemerkung, 
dass  die  Gerade,  welche  C mit  der  Mitte  der  Strecke  1*Q  verbindet,  als  zu 
der  Sehne  PQ  conjugirter  Durchmesser  antiparallel  zu  PQ  ist  in  Bezug  auf 
die  Asymptoten  und  die  deshalb  mit  der  zweiten  Diagonale  des  Asymptoten- 
rechtecks PQ  zusnmmcnfallt.  Da  eine  geometrische  Behandlung  des  Lehr- 
stoffes den  Pascal’schen  Satz  nnmittelbar  an  die  projectivische  Erzeugung  der 
Kegelschnitte  festknüpft,  so  habe  ich  cs  vorgezogen,  don  diesem  Satze  ent- 
nommenen Beweis  anzudeuten. 

In  seiner  allgemeinen  Form  führt  der  Satz  zur  Conatruction  einer  Hyper- 
bel, von  welcher  drei  Punkte  und  die  Richtungen  der  Asymptoten  gegeben 
sind  („Lec^ons  de  geometric  analytique“  de  Briot  et  Bouquet,  dixibmc  edition, 
livre  3,  chapitre  9,  excrcice  4 et  livre  3,  chap.  3,  exerc.  14). 

2)  Auch  dieser  Satz  folgt  aus  dem  besonderen  Charakter  der  von  den 
conjugirten  Durchmessern  gebildeten  Involution.  Nach  diesem  wird  auch  die 
Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  einander  unter  einem  gegebenen  Winkel 
schneidenden  Sehnen  der  gleichseitigen  Hyperbel  aus  dem  Mittelpunkte  dieser 
Curvc  immer  unter  dem  nämlichen  Winkel  gesehen  („Traitc  de  gdometric  ana- 
lytiquc“  de  Piquet,  tomc  I,  § 167,  cxercice  8). 
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ihre  eigene  Länge  bis  in  T und  U verlängert,  die  neuen  Endpunkto 
T und  U mit  C verbindet  und  die  Sckuittpuukte  V und  TU  von  CT 
mit  SQ  und  von  CU  mit  RQ  bestimmt,  so  hat  mau  iu  V und  TU  zwei 
Punkte  der  Taugente  in  P au  H(CX , CT;  P,  Q)  erhalten.  Und 
umgekehrt  liegt  Q auf  der  Hyperbel  II (CX,  CT;  P)  und  ist  PVW 
die  Tangente  dieser  Curve  in  P,  wenn  die  auf  der  angegebenen  Weise 
aus  P,  Q uud  den  senkrecht  auf  einander  stehenden  Geraden  CX 
und  CY  hervorgehouden  Punkte  V und  TU  auf  einer  durch  P gehen- 
den Gerade  liegen“. 

Ist  Q eiu  Puukt  der  gleichseitigeu  Hyperbel  H(CX,  CT;  P) , so 
geht  nach  Artikel  1.  die  wegen  der  Umkehrung  des  Satzes  iu  der 
Figur  nicht  augegebenc  zweite  Diagonale  RS  des  Asymptoteurecht- 
ecks  PQ  durch  C.  Wird  nun  CP  von  den  Seiten  QS  und  QR  iu  V, 
und  Wt  getroffen,  so  folgt  aus  PR  = RT  und  PS  = SU  unmittelbar 
U,S  = SU  uud  WtR  «■»  R\V.  Uud  diese  Relationen  zeigou,  dass  PV 
uud  PW  nach  Artikel  2.  mit  der  Tangente  der  Hyperbel  in  P zu- 
sammcnfallcn. 

Ist  umgekehrt  wol  bekannt,  dass  die  auf  die  augegebeue  Weise 
aus  P,  Q,  CX,  CY  abgeleiteten  Punkte  V , IU  mit  P in  einer  Ge- 
raden liegen,  nicht  aber  dass  Q ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel 
H(CX,  CT;  P)  und  PVW  die  Taugente  dieser  Curve  iu  /’  ist,  so 
kann  man  wie  folgt  verfahren.  Die  Geraden  VU  uud  TW  sind  parallel, 
da  sie  wegen  der  Relationen  PS  =*  SU  und  PR  — RT antiparallel  zu 
PVW  sind  iu  Bezug  auf  die  Asymptoten.  Deshalb  ist  CU:('W= 
CV-.CT  uud  da  auch  CV : CT  = C'Uj : CP  ist,  so  ergiebt  sich 
C U : C IU  = CT,  ■ CP,  d.  h.  dio  Geraden  UY\  und  W1‘  sind  parallel. 
Also  ist  das  Viereck  PVU\\  und  ebenso  das  Viereck  W,TWP  eine 
Raute;  ausserdem  sind  diese  Vierecke  ähnlich  uud  ähnlich  liegend 
mit  dem  Punkte  C als  Aeknlickkcitspunkt  uud  liegen  deshalb  ihre 
einander  entsprechenden  Mittelpunkte  R und  S mit  C iu  einer  Ge- 
raden, d.  h.  es  geht  die  gleichseitige  Hyperbel  H(CX,  CT;  P)  nach 
Artikel  1.  durch  Q.  Offenbar  sind  daun  endlich  auch  die  Geraden 
CP  und  PVW  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  uud  ist 
PVW  also  die  Tangente  der  gleichseitigen  Hyperbel  II (CX,  CY-,  P, 
Q)  in  P. 

Mit  dem  Auge  auf  Artikel  2.  brauche  ich  kaum  hervorzuheben, 
dass  ich  mit  dem  Satze  dieses  Artikels  nicht  die  Anweisung  einer 
Construction  der  Tangente  iu  einem  Punkte  der  gleichseitigeu  Hy- 
perbel beabsichtige.  Vielmehr  wird  er  uns  im  Folgenden  die  Er- 
kennung einer  bestimmten  Geraden  als  Tangente  einer  bestimmten 
gleichseitigen  Hyperbel  in  einem  bestimmten  Puukte  erleichtern  3). 

3)  Man  vergleiche  den  dritten  Abschnitt,  Artikel  31. 

8* 
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Sch  oute:  Uebtr  die  Curven  vierter  Ordnung 


4.  „Eine  gleichseitige  Hyperbel  ist  für  irgend  eins  ihrer  Paare 
von  einander  gegenüberliegenden  Punkten  J\,  P3  (Fig.  3.)  der  Ort 
der  Punkte  jP,  für  welche  dio  Geraden  I’l\  und  PP3  antiparallel  sind 
in  Bezug  auf  die  Asymptoten“. 

Da  die  Büschel  der  in  Bezug  auf  die  zwei  einander  senkrecht 
schneidonden  Geraden  CX  und  CY  antiparallel  zu  einander  durch 
I\  und  l\  gelegten  Geraden  P,  P und  P3P  projectivisch  sind , so  ist 
der  Ort  der  Punkte  P ein  durcli  1\  und  P3  gehender  Kegelschnitt 
Ist  PXP  zu  CX,  resp.  CY  parallel,  so  ist  P3P  es  auch;  also  ist  der 
erzeugte  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  zu  CX  und  CI' 
parallelen  Asymptoten.  Endlich  sind  die  Tangenten  dieser  Curve  in 
den  Punkten  1\  und  P3  beide  antiparallel  zu  1\P3,  also  zu  einander 
parallel,  d.  h.  der  Mittelpunkt  C der  Strecke  1\P3  ist  Mittelpunkt 
der  Curve,  und  diese  Curve  also  auch  die  gleichseitige  Hyperbel 
H (CX,  er 5 P„  P3)  «). 

5.  „Bewegen  die  Geraden  PQ  und  RS  sich  antiparallel  zu  ein- 
ander in  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Gerade  CV,  und  ist  dies  mit 
den  Geraden  PQ  und  TU  in  Bezug  auf  irgend  eine  andere  feste  Ge- 
rade CW  der  Fall,  so  ist  der  vou  RS  und  TU  gebildete  Winkel  von 
unveränderlicher  Grösse. 

Sind  PQ  und  RS  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Asymptoten,  PQ 
und  TU  antiparallel  in  Bezug  auf  dio  Achsen  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  so  stehen  RS  und  TU  auf  einander  senkrecht“. 

Lassen  wir  im  ersten  Teil  des  Satzes  an  die  Stelle  der  ge- 
gebenen Geraden  PQ,  RS,  TU  ihre  durch  den  Schnittpunkt  C von 
CF  und  CW  (Fig.  4.)  geführte  Parallelen  CL,  CM,  CX  treten , so 
ist  Wkl.  MCL  = 2 Wkl.  VCL  und  Wkl.  NCL  = 2 Wkl.  WCL, 


4)  Die  Bemerkung,  dass  die  Verbindungslinien  P,  P und  P von  P, 
und  Pt  mit  irgend  einem  Punkte  P der  Curve  //( CX,  CF;  P,,  P%)  supple- 
mentäre Sehnen  dieser  Curve  sind,  wenn  P,  und  P%  einander  diametral  gegen- 
übcrlicgen,  führt  in  Verbindung  mit  dem  besonderen  Charakter  der  Involution 
der  conjugirten  Durchmesser  ebenfalls  zum  Beweise  des  Sattes,  welcher  in  dem 
bekannten  mechanischen  Probleme  der  Laterne,  die  mittelst  eines  über  zwei 
nicht  eben  hoch  liegende  Punkte  gespannten  Seils  gehoben  wird,  eine  illu- 
strirte  Einkleidung  gefunden  hat.  Da  der  geometrische  Weg  eher  zum  oben 
gegebenen  Beweise  führt,  habe  ich  diesen  vorgezogen. 

Man  vergleiche  „Jacob  Stcincr’s  gesammelte  Werke“,  erster  Band,  Seite 
442,  Satz  18,  links  b) 


Digitized  by  Google 


mit  drei  lnflexionslcnoten . 


117 


also  nach  Subtraction  auch  Wkl.  MCN  =■  2 Wkl.  VCW6).  Und  im 
zweiten  Teile  des  Satzes  ist  Wkl.  VCW  = 45°,  also  Wkl.  MCN—  90°. 

6.  „Die  vier  Schnittpunkte  eines  Kreises  mit  irgend  einem 
Kegelschnitte  K liegen  dreimal  auf  zwei  in  Bezug  auf  die  Achsen 
von  K zu  einander  antiparallelen  Geraden. 

Der  Krümmungskreis  irgend  eines  Punktes  P (Fig.  5.)  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  bestimmt  in  dieser  Curve  eine  zum  Durch- 
messer CP  des  Punktes  P senkrechte  Sehne  PQ.  Diese  Bemerkung 
führt  zu  einer  einfachen  Construction  des  Krümmungskreises,  indem 
der  Krümmungsmittelpunkt  Mt  und  C das  eino  Paar  und  P und  die 
Mitte  M von  PQ  das  andere  Paar  Gegenecken  eines  Parallelogrammes 
bilden  e)“. 

Den  bekannten  ersten  Teil  des  Satzes  beweist  man  geometrisch  am 
leichtesten  mittelst  der  von  den  beiden  Curven  auf  der  unendlich 
fernen  Gerade  ga  bestimmten  Involution.  Man  erblickt  nämlich 
unmittelbar,  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  den  Achsen 
von  K die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind.  Denn  diese  Doppel- 
punkte sind  erstens  auf  g<n  harmonisch  getrennt  von  den  unendlich 
fernen  Punkten  von  K,  also  auf  g-rj  conjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  K,  d.  h.  Schnittpunkte  von  j®  mit  conjugirten  Durchmessern 
von  K.  Aber  ebenso  sind  die  Doppelpunkte  zweitens  Schnittpunkte 
von  p so  mit  conjugirten  Durchmessern  des  Kreises,  d.  h.  dio  Doppel- 
punkte liegen  in  auf  einander  senkrecht  stehenden  Richtungen  auf 
j®  , sind  also  die  unendlich  fernen  Punkte  der  senkrecht  auf  ein- 
ander stehenden  Durchmesser,  der  Achsen  von  K.  Und  hieraus  folgt 
dann  weiter,  dass  jeder  Kegelschnitt  des  von  K und  dem  Kreise  ge- 
bildeten Büschels  j®  in  zwei  Punkten  schneidet,  deren  Verbindungs- 
linie mit  irgend  einem  Punkto  im  Endlichen  in  Bezug  auf  die  Achsen 
von  K zu  einander  antiparallel  sind ; was  dann  auch  gilt  für  die  drei 
iu  Geradenpaare  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels  r). 


5)  Hieraus  folgt  auch,  dass  die  zwei  Durchmesser  von  irgend  zwei  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  welche  einer  nämlichen  Richtung  conjugirt  sind,  einander 
unter  einem  nicht  von  dieser  Richtung  abhangenden  Winkel  schneiden  (Pic- 
quet  a.  a.  O.,  tome  I,  § 167,  exercice  9). 

6)  Schon  als  ich  diese  Construction  längst  gefunden  hatte,  bemerkte  ich, 
dass  sie  vorkommt  in  A.  Milinowski’s  „Elementar-synthetische  Geometrie  der 
gleichseitigen  Hyperbel“,  Seite  55,  Artikel  84. 

7)  Der  analytische  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die 

Gleichung  der  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  des 

gegebenen  Mittelpunktskegelschnittes  tp  = Ax2  -f*  C = 0 mit  irgend 
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Nach  dem  nun  bewiesenen  ersten  Teile  des  Satzes  ist  die  Sehne 
PQ,  welche  der  Kriiininungskreis  im  Punkte  P von  irgend  einem 
Kegelschnitte  in  dieser  Curve  bestimmt,  antiparallel  zu  der  Tangente 
in  P in  Bezug  auf  die  Achsen  des  Kegelschnittes,  was  daun  auch 
schon  Steiner  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes  verwendet 
hat  8).  Aber  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  führt  die  Anwendung  des 
zweiten  Teiles  des  vorhergehenden  Satzes  auf  die  oben  angedeutete 
Lage  der  Sehne  PQ.  Ist  nun  weiter  M die  Mitte  von  PQ,  so  ist 
CM  als  zu  der  Sehne  PQ  conjugirter  Durchmesser  antiparallel  zu  PQ 
in  Bezug  auf  die  Asymptoten  und  also  auch , da  CP  auf  PQ  senk- 
recht steht,  antiparallel  zu  CP  in  Bezug  auf  die  Achsen.  Ebenso 
ist  CP  antiparallel  zu  der  Normale  PMp  in  Bezug  auf  die  Achsen, 
da  Cp  antiparallel  ist  zu  der  Tangente  in  l'in  Bezug  auf  die  Asym- 
ptoten. Also  sind  CM  und  PMp  beide  antiparallel  zu  CP  in  Bezug 
auf  die  Achsen  und  deshalb  zu  einander  parallel.  Da  nun  der 
Puukt  Mp  offenbar  der  Schnittpunkt  ist  von  der  Normalo  PMp  mit 
der  in  M auf  PQ  errichteten  Senkrechten  MMP , so  ist  ebenfalls  CP 
zu  MMP  parallel  und  PCMMr  ein  Parallelogramm. 

Ist  nun  von  H ausser  den  Asymptoten  nur  der  Punkt  P ge- 
geben, so  findet  man  den  Krümmungsmittelpunkt  folgendermaassen. 
Man  errichtet  in  P eine  Senkrechte  auf  dio  Verbindungslinie  von  P 
mit  C , sucht  die  Mitte  M der  von  den  Asymptoten  auf  dieser  Senk- 
rechten bestimmten  Strecke  PXPV  und  macht  die  Strecke  MMP  gleich 
und  parallel  zu  CP. 

Die  von  Steiner  gegebene  Construction  dos  Krümmungsmittol- 
punktes  wird  illusorisch,  wenn  P einer  der  Scheitel  der  gleichseitigen 


einem  Kreise  y>==x*^.yt^-Px^-Qy^-R  = 0 offenbar  kein  Glied  xy  ent- 
halt. Denn  wenn  die  das  Glied  xy  nicht  enthaltende  Gleichung  i — 0 in  die 
Gleichungen  =0  und  — 0 zerfällt,  hat  man 

mins  + m*ni  = 0,  d.  h.  die  beiden  Geraden  »tz-puy-p/)  = 0 sind  anti- 
parallel  in  Bezug  nuf  die  Achsen. 

Einen  anderen  Beweis  giebt  Salmon  („A  treatise  on  conic  sectiong“,  sixth 
edition,  Art.  244). 

Aus  dieser  (Quelle  flicsst  auch  die  Lösung  des  Problcmes,  welches  ans- 
sagt,  dass  die  Teilstrahlenpaarc  der  von  den  Gegenseitenpaaren  eines  Kreis- 
vierecks  gebildeten  Scheitelwinkel  drei  zu  drei  parallel  sind  (Briot  et  Bouquet 
a.  a.  O.,  livre  2,  chapitrc  3,  cxercice  17,  oder  in  der  ursprünglichen  Fassung: 
Steiner,  a.  a.  O.,  erster  Band,  Seite  128,  Satz  7). 

Mau  vergleiche  auch  „Die  Geometrie  der  Lage“  von  Dr.  Th.  Reye,  2te 
Auflage,  1.  Abteilung,  Seite  184,  Aufgnbe  119. 

8)  Steiner,  a.  a.  0.,  zweiter  Band,  Seite  17,  Satz  6). 
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Hyperbel  ist.  Für  diesen  Fall  ergibt  meine  Constrnction , dass  der 
Krümmungsradius  dom  Radius  Vector  CP  gleich  ist. 

Durch  irgend  einen  Punkt  Q von  II  gehen  drei  ihrer  Krüm- 
mungskreise. Denn  der  auf  CQ  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis 
schneidet  H ausser  Q noch  in  drei  Punkten. 

7.  „Die  Betrachtung  der  Ellipse  als  Projection  des  Kreises  und 
der  ungleichseitigen  Hyperbel  als  Projection  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel führt  zur  Kenntniss  der  Krümmungshalbmesser  des  Mittel- 
punktskegelscbnittes  in  seinen  Scheiteln“. 

Ist  E (Fig.  G.)  die  gegebene  Ellipse,  Kr  der  über  ihrer  grossen 
Achse  AB  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis,  sind  P,  und  1\  ein- 
ander entsprechende  sich  in  P auf  AB  projicircndo  Punkte  dieser 
Curven  und  schneidet  der  durch  P,  gelegte  Kreis,  welcher  E in  A 
berührt,  die  Achse  zum  zweiten  Male  in  Q,  so  hat  man  AP.PQ  = 
PP i2  und  AP.  PB  = PPp,  also  durch  Division,  wenn  a und  h wie 

PQ  b1 

gewöhnlich  die  Halbachsen  von  E andouten,  ■=  -s.  Ersetzt  man 

nun  die  Punkte  P.  und  l\  durch  einander  entsprechende  Punkte  von 
E und  Kr,  deren  gemeinsame  Projection  P dem  Scheitel  A immer 
näher  rückt,  so  findet  man  an  der  Grenze  für  den  Krümmungshalb- 

/<> 

messer  Ra  der  Ellipse  E in  A den  Wert  — . Ebenso  findet  man  mit- 
telst des  auf  der  kleinen  Achse  von  E als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreises,  wobei  man  allerdings  den  Kreis  als  die  Projection  der  Ellipse 
zu  betrachten  hat,  für  den  Krümmungshalbmesser  Rh  der  Ellipse  in 

den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  den  Wert 

Für  die  roellen  Scheitel  der  Hyperbel  findet  man  mittelst  der 
Bemerkung  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels  auf  ganz  gleiche 
Ja 

Weise  die  Relation  R„  = Dabei  bat  man  die  ungleichseitige  Hy- 
perbel als  Projection  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  gleicher  re- 
ellen Achse  zu  betrachten  oder  umgekehrt  die  gleichseitige  Hyperbel 
als  Projection  der  ungleichseitigen,  je  nachdem  diese  letztere  Curvo 
innerhalb  der  scharfen  oder  innerhalb  der  stumpfen  Scheitelwinkel 
ihrer  Asymptoten  enthalten  ist  9). 


9)  Einen  mehr  allgemeinen  Satz  findet  man  achon  in  Dupin’e  „Ddreloppe- 
mente  de  gdomdtrie“  (page  29). 
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8.  „Die  Fusspunkto  der  Normalen,  welche  man  von  einem  ge- 
gebenen Punkto  P auf  einen  gegebenen  Mittelpunktskegelschnitt  K 
fällen  kann,  sind  die  Schnittpunkte  von  K mit  einer  durch  P,  die 
unendlich  fernen  Punkte  A und  1!  der  Achsen  von  K und  den  Mit- 
telpunkt C von  K gehenden  gleichseitigen  Hyperbel.  Und  umgekehrt 
schneidet  jede  gleichseitige  Hyperbel  durch  A,  IS,  C den  gegebenen 
Kegelschnitt  A' in  vier  Punkten,  wofür  die  auf  A' errichteten  Normalen 
durch  einen  Punkt  gehen“. 

Dieser  dem  Apollonius  von  Perga  (247  v.  Chr.)  zugeschriebene 
Satz  wird  leicht  geometrisch  bewiesen.  Ist  nämlich  PQ  (Fig.  7.) 
irgend  eine  Gerade  durch  P und  CQ  der  Durchmesser  von  K , wel- 
cher in  K dem  senkrecht  auf  PQ  stehenden  Durchmesser  conjugirt 
ist,  so  bilden  die  Strahlen  PQ  und  CQ  zwei  projectivische  Büschel, 
und  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  Q von  PQ  und  CQ  also  ein 
durch  P uud  C gehender  Kegelschnitt,  der,  wio  man  unmittelbar  er- 
blickt, auch  durch  die  unendlich  ferneu  Punkto  A uud  B geht.  Diese 
Curve  ist  also  eiue  gleichseitige  Hyperbel , deren  Asymptoten  zu  den 
Achsen  von  K parallel  sind.  Und  die  Schnittpunkte  dieser  Curve 
mit  K sind  offenbar  die  Fusspunkte  der  von  P an  K möglichen 
Tangenten  ,0). 

Umgekehrt  schneidet  jede  gleichseitige  Hyperbel  durch  A,  IS,  C 
die  gegebene  Curve  K in  vier  Punkten,  wofür  die  auf  K errichteten 
Normalen  durch  einen  Punkt  gehen.  Ist  nämlich  P der  Schnittpunkt 
der  Normalen  an  K in  zwei  der  vier  Schnittpunkte  von  A' mit  dieser 
gleichseitigen  Hyperbel , so  hat  die  dem  Punkte  P zukommendc  Hy- 
perbel des  Apollonius  schon  fünf  Punkto  mit  der  angenommenen 
gleichseitigen  Hyperbel  gemein,  und  fallen  also  dio  beiden  Curven 
zusammen  n). 


10)  Eine  merkwürdige  Ableitung  dieser  Hyperbel  gab  Poncelet  („Traitd 
des  propridtds  projcctives  des  figures“,  2™®  ddition,  tome  I,  art.  492). 

Jede  Hyperbel  des  Apollonius  ist  dem  uncigentlichen  Poldreieek  ABC  von 
K umgeschrieben  und  enthält  also  dio  Eckpunkte  einer  einfach  unendlichen 
Anzahl  von  Poldreiecken  von  K (Reye,  a.  a.  O.,  1.  Abteilung,  Seite  122; 
Picquet,  a.  a.  0.,  tome  I,  § 209—216).  Die  Seiten  dieser  Poldreiecke  um- 
hüllen eine  Parabel,  die  Polarfigur  der  Hyperbel  von  Apollonius  in  Bezug  auf 
K („Elementar-synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte“  von  A.  Milinowski, 
Sätze  und  Aufgaben,  Nr.  90 — 95). 

11)  Die  den  verschiedenen  Punkten  P der  Ebene  zukommenden  Hyperbeln 
des  Apollonius  bilden  ein  Netz  mit  drei  Basispunkten,  den  Punkten  A,  B,  C. 
Dieses  Netz  ist  bekanntlich  zum  ebenen  Systeme  der  Punkte  P projectivisch, 
und  es  ändert  sich  und  seine  Verwandtschaft  zum  ebenen  Systeme  der  Punkte 
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9.  „Die  Punkte  Q einer  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  H 
mit  dem  Mittelpunkte  C (Fig.  8.),  für  deren  jeden  die  Tangente 
q zu  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  P geführten  Geraden  QP 
antiparallel  ist  in  Bezug  auf  irgend  einen  Durchmesser  CR,  sind 
die  Schnittpunkte  von  H mit  einem  durch  C und  P gehenden  Kreise. 
Und  umgekehrt  schneidet  jeder  durch  C gehende  Kreis  die  Curve  H 
in  vier  Punkten  Q , für  welche  die  zu  den  Tangenten  q in  Bezug  auf 
CR  antiparallel  durch  Q gelegten  Geraden  durch  einen  bestimmten 
Punkt  dieses  Kroises  gehen“. 

Sind  CX  und  CY  (Fig.  9.)  die  Asymptoten  der  gegebenen  gleich- 
seitigen Hyperbel  H,  ist  P der  gegebene  Punkt  und  CR  der  gegebene 
Durchmesser,  so  suchen  wir  den  Ort  des  Schnittpunktes  Q von  jeder 
durch  P gehenden  Geraden  PQ  mit  dem  Durchmesser  CQ  von  H, 
welcher  dem  zu  PQ  in  Bezug  auf  CR  antiparallelcn  Durchmesser  CS 
von  H conjugirt  ist.  Nun  findet  man  leicht,  dass  der  Winkel  PQC 
constant  ist,  denu  da  PQ  und  CS  antiparallel  siud  in  Bezug  auf  CR, 
CS  uud  l Q antiparallel  siud  in  Bezug  auf  CX,  so  ist  nach  Artikel  5. 
immer  Wrkl.  PQC  = 2 Wkl.  RCX.  Also  ist  der  Ort  der  Punkte  Q 
ein  durch  C und  P gehender  Kreis  IS).  Da  nun  die  Schnittpunkte 
von  H mit  diesem  Kreise  nach  der  Entstehungsweise  von  diesen 
offenbar  die  in  dem  Satze  angedeuteten  Punkte  Q sind,  und  umgekehrt 
jeder  Punkt  Q des  Satzes  dem  gefundenen  Kreise  angchören  muss, 
ist  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen.  Und  die  Umkehrung  wird 
ganz  so  behandelt  wie  jene  des  vorhergehenden  Satzes  ls). 

Zur  Abkürzung  nennen  wir  die  durch  den  Punkt  Q von  H 
(Fig.  8.)  in  Bezug  auf  CR  zu  der  Tangento  q von  //  in  Q anti- 
parallele Gerade  QP  die  „Auti-Normale“  von  H in  Q für  CR.  Und 
die  Curve,  welche  von  dieser  Anti-Normale  eingehüllt  wird,  wenn  Q 
die  gleichseitige  Hyperbel  //  durchläuft,  möge  hiermit  in  Ueberein- 
stimmung  die  „Anti-Evolute“  von  li  für  CR  heissen  14).  Diese  Anti- 


P nicht,  wenn  man  die  Achsen  von  K in  dem  nämlichen  Maasse  vergrössert 
oder  verkleinert.  Man  vergleiche  Steincr’s  Abhandlung  „Ueber  algebraische 
Curven  und  Flächen“,  a.  a.  0.,  zweiter  Band,  Seite  627). 

12)  Wenn  man  auf  das  Zeichen  der  Winkel  achtet,  so  sieht  man  un- 
mittelbar, dass  die  an  verschiedenen  Seiten  von  CP  liegenden  Kreissegmente, 
welche  man  erhält,  wirklich  einen  Vollkrcis  bilden. 

13)  Die  den  verschiedenen  Punkten  P der  Ebene  zukommenden  Kreise 
bilden  ebenfalls  ein  dem  ebenen  Systeme  der  Punkte  P projectivisches  Netz, 
das  sich  und  seine  Verwandtschaft  zu  diesem  ebenen  Systeme  nicht  ändert, 
wenn  man  die  gleichseitige  Hyperbel  H vom  Centrum  C aus  in  irgend  einem 
Maasse  vergrb6sert  oder  verkleinert. 

1 4)  Obgleich  diese  Anti-Normale  und  Anti-Evolute  einen  besonderen  Fall 
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Evoluten  können  nach  Artikel  5.  offenbar  auch  betrachtet  werden  als 
die  Einhüllenden  der  Geraden,  welche  die  centralen  Radien  Vectorcn 
von  den  Punkten  von  Zf  in  diesen  Punkten  unter  bestimmten  und  im 
bestimmten  Sinne  gezählten  Winkeln  schneiden. 

10.  „Die  Anti-Evoluten  von  H in  Bezug  auf  ihre  verschiedenen 
Durchmesser  CR  sind  concontrische  und  einander  ähnliche  Curven“. 

Ist  CR  (Fig.  10.)  irgend  ein  Durchmesser  und  CD  eine  Achse 
von  II,  sind  Q und  (2'  zwei  au  einander  grenzende  Punkte  dieser 
Curve,  QR,  und  Q'R,  die  Anti-Normalen  von  II  in  Q und  W für 
CR,  und  sind  QD,  und  Q!  D,  die  Anti-Normalen  von  II  in  Q und  Q’ 
für  CD,  so  liegen  einerseits  die  Punkte  C,  Q,  Q’,  II,  auf  einem  Kreise, 
da  Wkl.  R,QC  = Wkl.  Jf,Q'C(=  2 Wkl.  RCX)  ist,  und  andererseits 
die  Punkte  C,  Q,  Q',  D„  da  Wkl.  D,QC—  Wkl.  D,Q'C{=  2 Wkl.  DCX) 
recht  ist.  Beim  Grenzübergange  des  Zusammenfallens  der  Punkte 
Q und  Q'  liegen  also  die  dem  Punkto  Q von  II  entsprechenden 
Punkte  li,  uud  D,  der  Anti-Evoluten  für  CR  und  CD  so  auf  einem 
durch  C und  Q die  II  in  Q berührenden  Kreise,  dass  die  Kreisbögen 
CR , uud  CD,  in  Graden  fortwährend  die  nämlichen  Werte  bei- 
behalten, wenn  Q sich  der  H entlang  bewegt;  denn  man  findet  un- 
mittelbar Bog.  C7i,=4  Wkl.  RCX  und  Bog.  CD, =4  Wkl.  DCX= 180° 
Und  hieraus  folgt,  dass  die  Anti-Evolute  für  CR  aus  jener  für  CD 
abgeleitet  wird,  indem  mau  diese  letztere  um  C über  einen  Winkel 
—»  2 DCR  dreht  und  zur  selben  Zeit  ihre  von  C ausgehenden 
Radien  Vectoren  durch  Mnltiplication  mit  cos  2 Wkl.  DCR  verklei- 
nert 15). 

Die  Anti-Evolute  von  II  in  Bezug  auf  die  Achse  CD  ist  nach 
ihrer  Entstehungsweise  die  erste  negative  Fusspuuktencurve  von 
H in  Bezug  auf  den  Centrum  C.  Also  ist  die  Anti-Evolute  von  II 
in  Bezug  auf  CR  die  erste  negative  Fusspunktencurve  von  der  gleich- 
seitigen Hyperbel , die  man  durch  Drehung  von  II  um  C über  den 
Winkel  = 2 DCR  uud  Verkleinerung  der  Durchmesser  mittelst 
Multiplication  mit  cos  2 Wkl.  DCR  erhält  ebenfalls  in  Bezug  auf  das 
Centrum  C. 


bilden  von  der  Quasi-Normale  und  Quasi-Evolute  („Analytische  Geometrie 
der  höheren  ebenen  Curven**  von  G.  Salmon  . deutsch  von  Dr.  W.  Fiedler, 
2tc  Auflage,  Art.  10b),  so  achte  ich  mich  der  Merkwürdigkeit  des  besonderen 
Falles  wegen  doch  berechtigt  einen  neuen  Namen  eiuzuführen- 

15)  Ueber  die  Anwendung  dieser  Multiplication  vergleiche  man  Julius 
Peterscn’s  in  fast  alle  modernen  Sprachen  übersetztes  Werkchen  „Methoden 
und  Theorien“. 
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Der  Kürze  wegen  deuten  wir  im  Folgenden  die  Curve,  welche 
ans  einer  gegebenen  Mittelpunktscurve  0 durch  Drehung  um  den 
Mittelpunkt  im  Sinne  der  Uhrbewegung  Uber  den  Winkel  a und  Multi- 
plication der  centralen  Radien  Vectoren  mit  m abgeleitet  wird,  mit- 
telst des  Symboles  0(a,  m)  au.  Es  ist  dann  die  so  eben  gefundene 
gleichseitige  Hyperbel  als  7/(2  Wkl.  DCR,  cos  2 Wkl.  DCR)  zu  be- 
zeichnen. 

Die  Anti-Evolute  von  //  in  Bezug  auf  die  Achsen  ist  in  Fig. 
11.  vorgestellt;  sie  hat  in  der  Richtung  von  jeder  der  beiden  Asym- 
ptoten von  H einen  parabolischen  Ast  von  besonderer  Beschaffenheit; 
wir  kommen  im  folgenden  Abschnitte  auf  diese  merkwürdige  Curve 
zurück  ’6). 

11.  „Ersetzt  man  eine  ungerade  Anzahl  der  Sehnittpunkto  von 
einem  Mittelpunktskegelselinitte  K mit  irgend  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  dereu  Asymptoten  zu  den  Achsen  von  K parallel  siud, 
durch  die  ihnen  in  K diametral  gegenüber  liegenden  Punkte,  so  er- 
hält mau  vier  Punkte  eines  Kreises. 

Ersetzt  man  eine  ungerade  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  H mit  irgend  einem  Kreise  durch  die  ihnen 
in  H diametral  gegenüber  liegeudon  Punkte,  so  erhält  man  vier 
Punkte,  die  so  mit  einander  Zusammenhängen,  dass  jeder  von  ihnen 
der  Höhenschnittpunkt  ist  des  von  den  drei  anderen  bestimmten 
Dreiecks“. 

Ist  von  den  vier  Fusspunkten  xV15  iVs,  iV3,  Nt  (Fig.  12.)  der  aus 
irgend  einem  unbekannten  Punkte  auf  K zu  fällondon  Normalen  nur 
die  Verbindungslinie  p von  zwei  aus  ihnen  gegeben,  so  findet  man, 
nach  den  schönen  Untersuchungen  Joachimsthals  ”),  die  Verbindungs- 
linie p'  der  beiden  anderen,  wenn  man  zum  Pole  P von  p für  K den 
in  Bezug  auf  das  Centrum  C symmetrisch  liegenden  Puukt  I\'  be- 
stimmt und  die  senkrechten  Projectiouen  dieses  Punktes  auf  die  Achsen 
von  K mit  einander  verbindet.  Dabei  ist  dann  die  supplementäre 
Sehne  jV/Aj  von  NtSt  parallel  zu  P,'C,  also  antiparallel  zu  iV3xV4 


16)  Mit  Verweisung  auf  Artikel  27.  bemerke  ich  hier  nur  noeh,  dass 
die  in  den  Richtungen  der  Asymptoten  von  H liegenden  Berührungspunkte  der 
unendlich  fernen  Geraden  mit  der  Anti-Evolute  Rüekkchrpnnktc  dieser  Curve 
sind,  was  sich  dadurch  verrat,  dass  die.  beiden  einer  nämlichen  Asymptote  von 
H zukommenden  Aeste  in  entgegengesetzten  Richtungen  in’s  Unendliche  ver- 
schwinden. 

17)  „Ueber  die  Normalen  der  Ellipse  und  des  Ellipsoids“  (Crclle’s  Jour- 
nal für  reine  und  angewandte  Mathematik,  Band  XXVI,  Seite  172). 
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in  Bezug  auf  die  Achsen  von  K , und  sind  deshalb  die  Punkte  Nx‘, 
Na,  Na,  Af4  nach  Artikel  6.  vier  Punkte  eines  Kreises.  Und  dies 
bleibt  offenbar  der  Fall,  wenn  mau  noch  zwei  der  Punkte  Na,  N3,  Nt 
durch  die  ihnen  diametral  gegenüber  liegenden  Punkte  von  K er- 
setzt. 

Dieser  bekannte  Joachimsthal’scho  Satz  ist  aber  einer  Erweiterung 
fähig.  Was  nach  dem  Obigen  von  den  vier  Schnittpunkten  des  Mittel- 
punktskegelschnittes K mit  irgend  einer  seiner  Hyperbeln  des  Apollo- 
uius  gilt,  das  kann  auch  von  den  vier  Schnittpunkten  von  K mit 
irgend  einer  wohl  durch  die  unendlich  fernen  Endpunkte  A und  B 
der  Achsen  von  K , nicht  aber  durch  das  Centrum  C von  K gehen- 
den gleichseitigen  Hyperbel  behauptet  werden.  Zum  Beweise  dieser 
Verallgemeinerung  bemerke  ich,  dass  die  gleichseitigen  Ilypcrboln  des 
von  den  Punkten  A,  IS,  Na,  A4  als  Basispunkte  bestimmten  Büschels 
in  K eine  quadratische  Involution  vou  Punkten  AT„  A’s  einschueiden, 
welche  auch  von  den  parallelen  Strahlen  ciues  Strahlcubüschels  mit 
unendlich  fernem  Schoitel  getragen  wird.  Indem  nämlich  jede  qua- 
dratische Involution  auf  K von  einem  Strahlenbüsehel  erzeugt  wer- 
den kann , so  enthält  dieser  Büschel  in  unserem  Falle  die  unendlich 
ferne  Gerade , da  diese  mit  der  Geraden  NsNt  eine  Curve  des  Bü- 
schels bildet.  Es  führt  also  die  Ersetzung  der  dnreh  N3  und  A4 
bestimmten  Hyperbel  des  Apollonius  durch  irgend  eine  Curve  des  von 
A,  B,  Na,  A4  bestimmten  Büschels  nur  zu  einer  parallelen  Verschie- 
bung der  Geraden  p und  also  auch  nur  zu  einer  parallelen  Verschie- 
bung der  Geraden  Nx'Na,  was  nach  Artikel  6.  die  Lage  der  vier  Punkte 
N auf  einem  Kreise  nicht  auf  hebt. 

Sind  weiter  AT„  Na,  AT3,  Af«  (Fig.  13.)  die  Schnittpunkto  der  ge- 
gebenen gleichseitigen  Hyperbel  II  mit  irgend  einem  Kreise,  so  sind 
die  Sehnen  A’,A'S  und  A3A4  nach  Artikel  6.  antiparallel  in  Bezug  auf 
die  Achseu  von  II  und  ist  dies  mit  den  supplementären  Sehnen  Ar,  Na 
und  Nx'Na  nach  Artikel  4.  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von  II  der 
Fall.  Also  sind  nach  Artikel  5.  die  Sehnen  Nt'Na  und  N3Ni  zu  ein- 
ander senkrecht.  Und  da  dies  vou  den  Sohnenpaaren  NX'N3  und 
A'jA'4,  Nj' Ni  und  NaN3  ebenso  bewiesen  werden  kann,  haben  die 
vier  Punkte  Nt',  Na,  N3,  Ni  die  im  Satze  angegebene  merkwürdige 
Lage. 

12.  „Wenn  eine  gleichseitigo  Hyperbel  einem  Dreieck  unbe- 
schrieben ist,  so  geht  sie  auch  durch  den  Schnittpunkt  seiner  Höhen. 
Ist  das  Dreieck  rechtwinklig,  so  berühren  also  die  umgeschrichenon 
gleichseitigen  Hyperbeln  im  Eckpunkte  des  rechten  Winkels  alle  die 
von  diesem  Punkte  auf  die  Hypotenuse  gefällte  Seukrechte“. 
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Dieser  bekannte  Satz  18)  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  zweiten 
Teiles  des  vorhergehenden.  Es  liegt  niimlich  in  Fig.  13.)  der  dem 
rnnkte  A',  der  gleichseitigen  Hyperbel  77  diametral  gegenüber  He- 
gende Funkt  TV,'  ebenfalls  auf  II,  und  dieser  Punkt  ist  der  Schnitt- 
punkt der  Höhen  des  Dreiecks  TVjA rsNi. 

Beiläufig  bemerke  ich,  dass  diese  Betrachtungen  für  den  Ort  der 
Mittelpunkte  der  einem  Dreieck  umschriebenen  gleichseitigen  Hyper- 
belu  den  Neunpunktskrois  dieses  Dreiecks  liefern. 

13.  „Die  Polarfigur  einer  gleichseitigen  Hyperbel  77  in  Bezug 
auf  irgend  eine  andere  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  77,  ist 
wieder  eine  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  772.  Die  reelle.  Achse 
von  77*  ist  antiparallel  zu  der  reellen  Achse  von  II  in  Bezug  auf  die 
Achsen  von  II, , und  ihre  Grösse  a,  ist  an  jene  a und  a,  der  reellen 
Achsen  von  77  und  77 , gebuudeu  durch  die  Gleichung  aa,  = a,s. 
Ist  77,  = II (a,  m) , so  ist  77a  = Ht  (er,  m)  ■=  //(2a,  m*).  Und  bei 
diesem  Uebergangc  von  77  zu  II,  mittelst  Drehung  und  Multiplication 
entspricht  dem  Berührungspunkte  irgend  einer  Tangente  von  77 
wirklich  der  auf  II,  liegende  Pol  dieser  Tangente  in  Bezug  auf  77,. 

Nimmt  man  bei  einer  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  77  noch 
die  beiden  Curven  an,  in  welche  II  übergeht,  wenn  man  sie  in  posi- 
tivem und  negativem  Sinne  um  ihr  Centrum  C um  den  Winkel 
von  60°  dreht,  so  erhält  man  drei  Curven,  die  zu  einander  in  der 
besonderen  Beziehung  stehen,  dass  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf 
irgend  eine  der  beiden  übrigen  die  Polarfigur  der  dritten  ist19)“. 

Ist  die  Polarfignr  eines  Kegelschnittes  K in  Bezug  auf  einen 
anderen  Kegelschnitt  A",  im  Allgemeinen  wieder  ein  Kegelschnitt 
A'ä  20),  so  folgt  hier  aus  radialer  Symmetrie  in  Bezug  auf  das  ge- 
meinschaftliche Centrum  C von  77  und  77,  (Fig.  14.),  dass  die 
Polarfigur  ein  mit  77  und  77,  concentrischor  Kegelschnitt  ist  Nun 
sind  aber  dio  Asymptoten  CX  und  CY  von  77  in  Bezug  auf  77j  dio 
Polaren  der  unendlich  fernen  Punkte  dioser  Poiarfigur,  d.  h.  CX  und 
CY  sind  in  Bezug  auf  77,  die  den  Asymptoten  der  Polarfigur  con- 
jugirten  Durchmesser.  Also  sind  die  Asymptoten  der  gesuchten  Curve 


18)  Man  vergleiche  Reye,  a.  1b.  0.,  1.  Abteilung,  Seite  183,  Aufgabe  113 
nnd  Salmon’s  „Couics“,  Artikel  228,  Problem  1 und  Artikel  3 Iß,  Problems. 

13)  Einen  analytischen  Beweis  dieses  Satzes  enthalt  meine  „Notiz  über  die 
Lemniskatc“  (Sitzungsberichte  d.  k.  Akad.  der  Wissenscb.  zu  Wien , Band 
LXXXIX,  2te  Abteilung,  Seite  1264). 

20)  Reye,  a.  a.  O.,  1.  Abteilung,  Seite  82. 
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in  Bezug  auf  die  Asymptoten  CX,  und  CT,  von  II,  antiparallel  zu 
CX  und  CT  und  stehen  sie  deshalb  auch  senkrecht  auf  einander, 
d.  h.  die  gesuchte  Curvo  ist  ebenfalls  eine  gleichseitige  Hyperbel  II*. 
Und  danu  sind  auch  die  Achsen  von  H,  antiparallel  zu  den  Achsen 
vou  II  in  Bezug  auf  die  Achsen  von  II,. 

Ist  P ein  Scheitel  von  H,  also  CP  = a und  p seine  Polare  in 
Bezug  auf  H„  so  erkennt  inan,  dass  (uach  Artikel  5.)  p senkrecht  steht 
auf  der  Achse  CD,  von  //„;  denn  CD,  die  den  Scheitel  P enthaltende 
Achso  vou  II,  ist  antiparallcl  zu  p iu  Bezug  auf  dio  Asymptoten 
von  H,  uud  CD  und  CD,  sind  es  iu  Bezug  auf  die  Achsen  von 
//,.  Also  ist  p eine  Scheiteltangoute  von  II, , der  Schnittpunkt  P, 
von  CD,  uud  p ein  Scheitel  von  II,  uud  CP,  =■  a,.  Hieraus  folgt 
im  Vorübergehen,  dass  die  Achse  von  H,,  welche  autiparallel  ist  zu 
der  reellen  Achse  CD  von  II  in  Bezug  auf  die  Achsen  von  //„  ihre 
recllo  Achse  ist.  Ist  weiter  Q einer  der  beiden  Schnittpunkte  von  CD 
mit  II,  und  1"  der  Schnittpunkt  von  CD  mit  p,  so  ist  CP.  CP'  — 
C’Q*;  denn  die  iu  Bezug  auf  II,  zu  einander  coujugirten  Punkte  P, 
P’  gehören  einer  auf  CD  liegenden  Involution  au , welche  C zum 
Centralpunkte  uud  Q zu  eiuem  der  Doppelpunkte  hat.  Aber  wenn 
Q0  der  Schnittpunkt  ist  von  CD,  mit  der  zu  p parallelen  Tangente 
2 von  II,  iu  Q,  so  hat  man  auch  CP,: CP'  =>  CQ0:CQ  und  diese 
Proportion  giebt  mit  der  angeführten  Gleichung  unmittelbar  die  Re- 
lation CP.  CP,  = CQ.  Cq0.  Sind  uun  endlich  Qx  und  Qt  dio  Schnitt- 
punkte von  q mit  den  Asymptoten  CX,  und  CI',  von  II, , so  hat 
man  nach  einander  CQ . CQ,  = QQx.CQ0  = $CQx.CQ,  uud  deshalb, 
da  nach  einem  bekannten  Satze  der  gleichseitigen  Hyperbel  21 ) 
}CQx.  CQ „ — a,2  ist,  auch  aa,  *=  a,2  22). 

Ist  II,  •=>  II (a,  m),  so  ist  deshalb  o — Wkl.  OCD,  uud  !»■=”'- 

Aber  wir  finden  Wkl.  D,CD,  — Wkl.  DCD,  und  * = 1 ; also  ist 

II,  = II,  (a,  m)  — II (1a,  i»2).  Und  hierbei  ist  es,  wie  der  Satz  oben 
augiebt,  bemerkenswert,  dass  der  Uebergang  von  II  zu  II,  durch 
Drehung  und  Multiplication  ein  beliebig  auf  II  gewählter  Punkt  II 
von  II  (Fig.  15.)  in  den  Punkt  II,  von  II,  überführt,  dessen  Polare 
in  Bezug  auf  II,  die  Tangente  von  II  in  11  ist.  Ist  nämlich  r die 
Tangente  von  II  in  R uud  II,  der  Pol  von  r in  Bezug  auf  II, , so 
ist  die  Tangente  r autiparallel  zu  CR  in  Bezug  auf  CT  und  zu  CR, 


21)  Reye,  a.  a.  O.,  I.  Abteilung,  Seite  94. 

22)  Aus  diesen  metrischen  Relationen  beweist  man  ohne  Mühe,  dass  die 
gleichseitige  Hyperbel,  wie  Herr  Brocard  mir  brieflich  mitteilte,  ihre  eigene 
Bolarfigur  ist  in  Bezug  auf  den  sie  doppelt  berührenden  concentrischen  Kreis. 
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in  Bezug  auf  CF,;  also  ist  nach  Artikel  5.  der  Winkel  RCTti  =» 
2 Wkl.  FCF,  — 2«,  u.  s.  w.  ”). 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
ersten. 

14.  „Wenn  man  von  den  zwei  Curven  C,"  und  Ca”,  welche  man 
mittelst  Drehung  einer  gegebenen  Curve  C"  um  irgend  einen  Punkt 
M in  positivem  und  negativem  Sinne  um  den  Wiukel  vou  60°  erhält, 
jene  Elemente  einander  entsprechen  lässt,  welche  sich' aus  einem  näm- 
lichen Elemente  von  C“  entwickelt  haben , so  ist  die  Enveloppe  der 
Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkto  von  C,"  und  Csn  die 
von  M aus  halbirte  orste  negative  Fusspuuktencurve  vou  C"  für 
M und  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Tangenten  von 
C,“  uud  CaH  die  von  M aus  verdoppelte  erste  positive  Fusspunkten- 
curve  von  C"  für  M.u 

Ist  in  Fig.  (16.)  der  Punkt  M der  Drehpunkt,  und  sind  P,  1\,  P2 
entsprechende  Punkte  der  drei  Curven  C",  C,“,  Ca«,  so  steht  die 
Verbindungslinie  P,  P,  in  der  Mitte  von  MP  auf  MP  senkrecht,  was 
den  ersten  Teil  des  Satzes  beweiset.  Sind  weiter  p,  p„  pa  die  ent- 
sprechenden Tangenten  der  Curven  in  diesen  Punkten,  uud  bezeichnet 
man  den  Schnittpunkt  vou  p mit  MPX  als  Q,  von  p,  mit  A/Pa  als  0, 
und  vou  pa  mit  MP  als  Qa,  so  ist  Wkl.  MP1Ql  — Wkl.  MPtQt. 
Deshalb  liegt  der  Schuittpuukt  P'  von  p,  und  pa,  dessen  Ort  wir 
in  dem  zweiten  Teil  des  Satzes  angegeben  haben,  auf  dem  durch  M, 
P,  und  Pa  gehenden  Kreise,  ist  der  Wiukel  PiP'Pi  als  das  Supple- 
ment vom  Winkel  P%MPX  = 60°  uud  wird  von  der  durch  die 
Mitte  M des  Kreisbogens  PjA/P,  gehenden  Gerade  P'M  halbirt. 
Aber  da  P offenbar  der  Mittelpunkt  des  durch  M,  1\,  Pa  uud  P' 
gehenden  Kreises  ist,  und  p mit  p,  und  pa  ein  gleichseitiges  Dreieck 
bildet,  so  steht  p in  der  Mitte  Q'  von  MP1  auf  MP'  senkrecht,  und 
ist  hiermit  der  zweite  Teil  des  Satzes  bewiesen. 

Ist  C"  die  gleichseitige  Hyperbel  von  Artikel  13.  und  sind  also 
C,“  und  CaM  die  dort  auftretendeu  Curven  //,  und  Hix  so  ist  die 


23)  Wenn  H durch  den  Seheitel  P,  von  Af,  geht,  so  geht  1 7,  aus 
AehnlichkeitsgrQnden  durch  den  Scheitel  Ps  von  11.  und  berührt  nach  der 
letzten  Bemerkung  des  Textes  die  Scheiteltangentc  von  11,  welche  dem  Punkte 
P zukommt,  ebenfalls  die  11  x in  Pt.  Also  ist  der  Ort  der  Scheitel  Pvon  den 
gleichseitigen  Hyperbeln  H mit  einem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  P,  P, ' 
als  die  erste  positive  Fusspunktencnrve  der  gleichseitigen  Hyperbel  //,  für 
ihren  Mittelpunkt  C eine  Lemniskate  (Steiner,  a,  a.  0.,  zweiter  Band,  Seite 
414). 
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Schaute:  {Jeher  die  Curven  vierter  Ordnung  etc. 


Enreloppe  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  von  ff, 
und  ff,  als  die  von  M ans  halbirte  erste  negative  Fusspunktencurve 
von  ff  für  M die  von  O aus  halbirte  Curve  von  Fig.  11.,  also  die 
Anti-Evolute  von  der  von  C aus  halbirten  gleichseitigen  Hyperbel 
ff  in  Bezug  auf  die  Achsen.  Und  der  Ort  des  Schnittpunktes  der 
entsprechenden  Tangenten  von  ff,  und  ff,  ist  als  die  von  M aus  ver- 
doppelte erste  positive  Fusspunktencurve  von  ff  für  M,  d.  h.  als  die 
erste  positive  Fusspunktencurve  der  von  M aus  verdoppelten  gleich- 
seitigen Hyperbel  II  für  M eine  Lemuiskate  von  leicht  angeblicher 
Lage. 

Ersetzt  man  den  Winkel  von  GO°  durch  irgend  einen  Winkel  o, 
so  wird  die  Enveloppe  die  aus  M mit  cos«  multiplicirte  erste  nega- 
tive und  der  Ort  dio  ans  M mit  sec  n multiplicirte  erste  positive 
Fusspunktencurve  von  C*  für  M.  Indem  dioses  Resultat  für  die 
Enveloppe  unmittelbar  cinleuchtct,  findet  mau  in  Bezug  auf  den  Ort, 
dass  A/ff,ff'ff,  wie  oben  ein  Kreisviereck  ist  und  derWinkel  ff, ff'ff, 
von  180°  — 2a  durch  MP'  gehälftet  wird.  Deutet  man  dann  weiter 
Wkl.  MPQ  — Wkl.  A/ff,  Q,  = Wkl.  A/ff,Q,  durch  ß an,  so  hat  man 
Wkl.  MQP  ==  180°—  (a  + /J)  und  Wkl.  Q'MP  = (0  + (3)  — 90°,  und 
steht  also  QQ'  senkrecht  auf  MP'.  Und  endlich  folgt  aus  den  Re- 
lationen MQ'  =■  A/Q  sin  (a-f-0)  und  A/ff'cosa  = MQ  sin  (a-f-/3)  noch 
MQ'sacct  — MP'U). 


24)  Für  die  Anwendung  des  zweiten  Teile«  dieses  allgemeineren  Setze« 
auf  den  Fall  einer  gleichseitigen  Hyperbel  vergleiche  man  meine  „Notiz  über 
die  Lemniskate“  (a.  a.  0.,  Seite  126&). 
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vi. 

Erweiterung  des  Aoust’schen  Problems 
der  Curventheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  in  Rede  stehende,  zuerst  von  Aonst  untersuchte  und  in 
T.  LXVI.  S.  386.  von  mir  aufs  neue  behandelte  und  gelöste  Aufgabo 
ist:  Eine  Curve  derart  zu  finden,  dass  die  Einhüllende  der  Krümmungs- 
axe  der  Einhüllenden  ihrer  Krümmungsaxe  der  Urcurve  congruent  sei. 

Die  Einhüllende  der  Krümmungsaxe  ist  nur  eine  unter  don  ab- 
geleiteten Curven,  dio  zum  System  der  Tangente,  Haupt-  und  Binor- 
male  einer  Urcurve  in  definirtcr  Beziehuug  stehen.  Man  würde  also 
auch  Curven  von  andrer  Beziehung,  z.  B.  die  Evolvente,  iu  die 
Aufgabe  einführen  können.  Doch  verspricht  es  wol  bessern  Erfolg, 
wenn  wir  die  Beziehung  sogleich  allgemein  auffassen.  Die  Bedingung 
bleibe  dieselbe:  die  zweite  Ableituug  soll  der  Urcurve  congruont  sein; 
dagegen  behalten  wir  uns  die  Entscheidung  vor,  ob  sie  durch  die 
Urcurve,  wie  vorhin,  oder  durch  die  Beziehung  erfüllt  werden  soll, 
was  auf  den  Anfang  der  Untersuchung  keinen  Einfluss  hat. 

Die  Bezeichnungen  seien  dieselben  wie  iu  der  citirtcn  Abhandlung: 
es  bedeuten  fgh,f'g'ti,  Imn  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  Ilaupt- 
normale,  Binormale,  9r  und  SO  die  Coutingenzwinkcl  der  consecutiven 
Tangenten  und  Krümmungsaxen,  s den  Bogen  der  Curve,  der  Accent 
bezeichne  die  Differentiation  nach  t,  die  ludices  an  obigen  Buchstaben 
unterscheiden  die  Zugehörigkeit  zu  verschiedenen  Curven. 

Ist  nun  der  die  Curve  *,  erzeugende  Punkt  relativ  zum 

begleitenden  Axensystem  (Tangente,  Hauptnormale,  Binormale)  der 

irch.  d.  XUth.  o.  Phys.  2.  Reihe.  Teil  II.  3 
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Curve  s bestimmt,  so  sind  die  Relationen  der  Coordinatcn  in  der 
Form  gegeben: 

*i  — »+?>/+«/'  +rl  j 

yi  — P+P9+9ff'  + »-m  / (1) 

2,  = s-\-ph-\-qh'  -\-rn  " 

Hieraus  geben  die  Relationen  der  Richtungscosinus  der  beglei- 
tenden Axon  hervor: 


fl  = «/  +*/'  +ei;  9i  = ag  + ... 
/i'“»i/+V'+Vi  9i'  = ai9+--- 


etc.  mit  gleichen 
Coefficienten. 


(2) 


und  zugleich  das  Bogouelement  ds,  und  die  Contiugenzwinkel  3z„  S91. 

Ueber  das  Rogenelement  de,  kann  inan,  wie  ich  in  meiner  Curven- 
theorie gezeigt  habe,  noch  beliebig  verfügen  und  die  Coordinatcn 
x1  y, z,  dadurch  berechnen,  nachdem  alle  Grössen,  die  keine  Linear- 
ausdehnuug  enthalten,  der  Aufgabe  gemäss  bestimmt  sind.  Daher 
würde  jeder  audre  Weg  unnötige  Complicationen  schaffen  als  der, 
welcher  von  der  Gl.  (2)  ausgeht  uud  erst  nach  deron  Erledigung  die 
Lineargrossen  zuzioht. 

In  den  Gl.  (1)(2)  sind  alle  Grössen  als  Functionen  einer  Varia- 
bein anzusehen  (ohne  constantc  Werte  auszuschliessen). 

Wir  nennen  nun  die  Darstellung  einer  Curve  die  gemäss  den 
Gl.  (1)  oder  (2)  in  Beziehung  zur  Curve  * steht,  eine  Ableitung 
von  derselben  nach  einem  durch  die  Coefficienten  ausgedrückten 
Princip. 

Diese  Erklärung  lässt  indes  noch  zweierlei  Auffassung  zn.  Sind 
alle  Grössen  Functionen  eines  Parameters  <p,  so  kanu  man  <p  entweder 
zum  Princip  oder  zur  Curve  rechnen.  Der  Unterschied  zeigt  sich, 
wenn  man  von  verschiedenen  Curvcn  nach  demselben  Princip  ableiten 
will.  Im  ersten  B'all  bleiben  o,  b,  c immer  dieselben  Functionen  von 
<p,  während  x, » in  andre  Fuuctiouen  von  tp  übergehen.  Im  letztem 
Falle  muss  nicht  nur  <p  mit  Veränderung  der  Curve  mit  verändert 
werden,  sondern  es  müssen  auch  a,  />,  c derart  definirt  sein , dass  die 
veränderte  Abhängigkeit  vom  veränderten  Parameter  substituirt  wer- 
den kann.  Sei  z.  B.  z selbst  Parameter, 

9 =■  4>(t) ; a = o( r,  O (t) ) ; etc. 

dann  wird  bei  Anwendung  desselben  Princips  auf  eine  neue  Curve 
im  ersten  Falle 
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= 9t(z,)-,  T,  = T,  (t) ; a = 0(1,  9 (r) ) ; etc. 

im  letztem 

= &i  (Ti)i  ri  “*iW;  o = a(t „ (t,));  etc. 

Dementsprechend  hat  insbesondere  die  Widerholung  einer  Ab- 
leitung verschiedenen  Sinn,  und  die  zu  untersuchende  Aufgabe  ist  im 
zweiten  Falle  eine  andre  als  im  ersten.  . 

Das  Folgende  behandelt  nur  die  Aufgabe  im  erstem  Sinne,  d.  i. 
die  leichtere.  Es  werden  bei  Ableitung  erst  von  #,  dann  von  aus 
die  a,  b,  c als  dieselben  Functionen  vom  ursprünglichen  x betrachtet. 

§.  2.  Bestimmung  der  Richtungon. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  zweite  Ableitung  von  » nicht  nur  con- 
gruent,  sondern  auch  von  gleicher  Stellung  mit  s sei,  so  sind  in  den 
entsprechenden  Punkten  die  begleitenden  Axen  beider  Curven  gleich- 
gerichtet, und  man  hat: 

f “ afi  + A/V  + cli  \ 

f — “i/i  + ÄiA'+ci*i  | (3) 

Dies  verglichen  mit  dem  System  (2)  gibt  als  ausreichende  Be- 
dingungen: 

A,  = cx\  c = oj;  o,  *»  b (4) 

Die  erste  gibt: 

I CC1  I 

i aa1 

das  ist 

coj  = (l-f-o)c,  (5) 

Das  Product  der  zwei  letzten  gibt: 

cal  =|  1 J b = A*Cj  — bcb1 

1 cc1  1 

— (1  — a*  — 

— (1  — Cj  -}-  acaj 

das  ist 

(1  — ajfcaj—  (l  + o)cj]  = 0 

eine  Gleichung,  die  schon  durch  (5)  erfüllt  ist.  Ferner  gibt  die 
Quadratsumme  der  2 letzten  Gl.  (4): 

js-f-cs  „ ojS-j -as2 

Beide  Seiten  sind  bedingungslos  =1  — aä,  folglich  sind  alle  3 
Bedingungen  erfüllt,  wenn  es  die  erste  ist. 

9* 
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Sei  nun 

a = coa2o;  4 — sin2acos/3;  c =*>  sin2osin/J  (6) 

also 

/i  =/cos2o-|-sin2c(/'cos/3-}-lsin0)  (7) 

Dies  differentiirt  gibt  nach  Vorgleichung  der  2 Ausdrücke  von  /,' 

o,  = — sin  2o  (2o'-f-  cos  /3)  j 

0r  f 

4,  g“=  cos2o  cos/3  (2o'-f-  C0S(3) — sin/3  [(/3'-)-  tf ')  sin  2a  — cos  2o  sin/3]>  (8) 

3t  1 

Cj  cos  2a  sin  /5(2a'-f-  cos/S)+  cos0  [(|3'-f--9-')  sin  2o — cos  2o  sin/3]] 

Nach  Einsetzung  dieser  Werte  wird  Gl.  (5): 

0 = 2 cos“ a { sin/3(2n'-f-cos/3)  -(-cos  /3[(/3'-f-{F)sin2a  — cos  2a  sin  fl) 
— 4cos8a|a'sin|S-f-8in«[(/3'-f-{F)cosa-[-sin  “sinß]  cosßj 

Die  eine  Lösung  ist  cos  a — 0.  Hier  ist 

fi  “ )\  fi  “ -¥f  > h — i^i  Ti  “ iT 

die  andre  erfordert  die  Integration  der  Gleichung: 

So  siu  ß + sin  o cos  /?  [S  (ß  -f-  ff)  cos  o -f-  Sr  sin  a sin  /3]  = 0 (9) 

Wird  nun  für  gegebenes  Ablcitungsprincip  die  Curve  gesucht, 
so  hat  man: 

89  = — cß  — dztgaaiaß (10) 

sin  a cos  o 

wo  o und  ß in  r gegeben  sind.  Durch  9 als  Function  von  r ist  die 
Curvenclasse  bestimmt,  doch  hängt  ihre  Darstellung  von  der  Inte- 
gration einer  linearen  Gleichung  2.  Ordnung  ab,  ist  daher  im  all- 
gemeinen nicht  ausführbar. 

Ferner  gibt  eB  einzelne  Werte  von  o,  ß,  welche  die  Gleichung 
unabhängig  von  ff  erfüllen,  so  dass  die  Curve  willkürlich  bleibt. 
Hiervon  später. 

Sucht  man  hingegen  das  Ableitungsprincip  für  beliebig  gegebene 
Curve,  also  für  gegebene  Relation  zwischen  r und  ff,  so  ist  Gl.  (9) 
linear  in  cot  o,  und  man  findet: 


wo  k willkürliche  Function  von  x oder  9 ist. 
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Eliminirt  man  jetzt  ß'-f  &'  mittelst  der  61.  (10),  so  werden  die 

01 

Gl.  (8),  deren  Quadratsummo  den  Wert  von  „y  ergibt: 

öj  = sin  2 a cos/S,  j 

bi  = 2 sin2«  cos2  0 — 1 ! (12) 

cj  = 2 sin8  a sin  ßcosß  ' 


Srj  2a' 
8t  ~ cos]} 


+ 1 


(13) 


woraus  in  Verbindung  mit  den  Gl.  (6): 

a2  = sin  2a  sin  ß j 

ij  = 2sin8asin/?co8|S  ( (14) 

ct  = 2 sin8  a sin8  (3—  1 

Differcntiirt  man  die  dritte  Gl.  (2),  so  erhält  man,  analog  (8): 


0#! 
— ai  Ißt  ‘ 


■ «2  ■ 


= 2a'cos  2a  sin  ß -f-  jJ'sin  2o  cos  ß — 2 sin8  o sin  ßcosß 

woraus : 

-gr  = — 2a'cot  2a  tgß  — jS'-|-  tg  a siu  ß (15) 


das  ist  nach  Gl.  (10) 

= d'+2tgotg|S(a'+cosj3) 


(16) 


§.  3.  Bestimmung  der  Lineargrössen. 

Damit  die  neue  Ableitung  von  «,  nach  dem  Prineip  (1)  der  Ur- 
curve  s congruent  und  von  gleicher  Stellung  mit  ihr  sei,  muss  sein 

x + const  = x,  -f- pft  + qf\ '+  rfj ; etc.  (17) 

Differentiirt  man  die  Gl.  (1)  und  (17)  und  vergleicht  die  Coeffi- 
cienten  bzhw.  von  /,  /',  l und  /„  lt,  so  ergeben  sich  dio  6 
Gleichungen : 

ace1  — de  -j-  dp  — <jVT 
bds1  = Cfj  -j-  per  — rc& 

. eds j = 8r  . + 

0»i  = ads  — 8p  -J-  q8et 
0 = b8s  — 8q  — pd T,  -)-  r8&, 

0 = eds  — 0r  . — g8{t, 
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woraus  durch  Elimination  von  dp,  dq,  dr: 


(1  -f  a)  (3t,  — 3t)  = q (3t,  — 3t)  j 

4(3t, — ds)  — — p(  3t,  — 3i)-|-r(3f>1 — 33n  (19) 

c (3t,  — 3t)  — — q (33,  — 33)  1 


Eliminirt  man  q,  so  kommt: 

33,-33 
3t,  — 3t 


(20) 


wie  auch  Gl-  (13)  und  (16)  ergeben.  Eliminirt  man  die  Differentiale, 
so  erhält  man: 

(l-f-a)/>-|-4g-f-er  “ 0 (21) 

Die  Gl.  (18)  lassen  sich  jetzt  vertreten  durch  die  3 letzten  der- 
selben und  die  Gl.  (19);  letztere  wiedor  durch 


3t,  = 3«-f  q- (22) 

und  durch  die  Gl.  (20)  (21).  Eliminirt  mau  noch  3t„  so  hat  man 
im  ganzen  die  3 Gleichungen: 


,,  a o3t,+3i  \ 

— (1—  o)3t  = dp  — q— I 

b ct  = dq  -(-/>  3r,  — r3 3,  | 
ccs  — 3r-j-f;33, 


(23) 


woraus,  nach  Multiplication  mit  l-j-n,  b , c und  Addition: 

0 = (1  -j-a)3p-|-Ä35-|-c3r-j-dp3r,  — q(ad  T,  -f-3i  — c83,)  — 4r03, 
das  ist  nach  Gl.  (21) 

pda-\-qdb-{-rdc  = bpdrt — q («er,  -|-  3r — c33,) — Jr33, 

Dieso  Gleichung  zeigt  sich  nach  Einführung  der  Werte  (6)  (13) 
(15)  für  a,  b,  c,  3t,,  33,  identisch  mit  (21),  folglich  ist  jede  der  Gl. 
(23)  eine  Folge  der  beiden  andern.  Durch  Verbindung  der  2 letzten 
erhält  man: 

(1  — o*)3t  = d(bq+cr)-\-bpdT,  -j-  (cq  — 4r)33,  — qdb  — rdc 
0 — 3 (cq  — br)  -(-  cpdzi  (bq-\-cr)  33,  — i[Cc  j~  rcl> 

Führt  mau  dio  Werte  (6)  ein  und  setzt 

q = u cosß — i-sin/S;  r =*  «sin/J-f-reosfJ  (24) 

so  werden  die  beiden  Gleichungen: 
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0i  ein  2a  = du  — u8t1  tgacos  (3 — v (09,  -|-  dß) 

0 = Sv . sin  2o  -f-  u [20r,  sin*  ßsin/3-f-  (09-,  -f-  dß)  sin  2o] 

und  nach  Substitution  der  Werte  (13)  (15)  von  Sr,  und  09, : 


8isin2n  = Ou  -f-  it  tg  a (20a  — [—  8r  cos  /3)  — — 0Ttgasin/sj  (25) 


O = 0y.sin2a — 2u0atgß  (26) 

Ist  nnn  ds  gegeben,  so  findet  man  zuerst  n durch  Integration 
der  linearen  Gleichung  2.  Ordnung,  welcho  aus  der  Elimination  von 
u hervorgeht,  uud  dauu  »,  hieraus  q und  r nach  (24),  dann  p ver- 
mittelst der  Gl.  (21),  d.  i. 


7>cos«-j-(2C08/S-f-rsin/S)sina  (27) 

mithin  das  Ableitungsprincip  aus  gegebener  Urcurvc. 

Da  sich  jedoch  die  verlangte  Integration  nicht  allgemein  aus- 
führen lässt,  so  bleibt  uns  allein  folgende  Aufgabe  als  allgemein 
lösbar  übrig. 

Es  sind  die  Richtungsgrösseu  einer  Curve  f,  g,  h gegeben,  man 
soll  deren  Bogen  und  das  Ableitungsprincip  finden,  nach  dessen  zwei- 
maliger Anwendung  eine  der  Urcurvc  congrucnte  Curve  entsteht 

Die  Lösung  enthält  2 willkürliche  Functionen  k uud  v.  Aus 
/,  <7,  h findet  man  zuerst  z und  9.  Als  Parameter,  d.  h.  unabhängige 
Variabein,  mit  dessen  Variation  die  Urcurve  s erzeugt  wird,  sei  r 
angenommen.  Nach  den  Gl.  (11)  ergeben  sich  a und  ß.  Aus  «,  ß,  v 
ergibt  sich  nach  (26) 

0»  sin  2« 
u 0o  2 tg  ß 

Dio  Gl.  (24)  (21)  ergeben  p,  q,  r,  uud  0*  findet  man  in  Gl.  (25), 
dann  0»,  in  Gl.  (19)  dargestcllt.  Ausserdem  sind  /,,  A,  durch 
Gl.  (2)  bekannt,  woraus  dio  Werte 

*1  *=//i<kn  ’Ji  ” f 9i  S*i  i 2i  *“/Äi  0*i 

hervorgehen. 


§.  4.  Beispiele. 

Gl.  (9)  wird  unabhängig  von  9 erfüllt,  wenn  « constant,  und 
cos ß — 0 ist,  ferner  für  sin«  =0.  Hier  haben  dio  Gl.  (13)  (16) 
keine  Gültigkeit. 

Im  Falle  sin  « = 0 wird  a — 1,  b = 0,  c =*  0,  und  die  Richtungs- 
grössen von  s und  «,  einandor  gleich.  Da  alsdann  auch  0t,  = Bz 
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wird,  so  muss  nach  der  erBten  Gl.  (9)  8s,  ■=■  8»  sein,  mithin  beide 
Curven  identisch  werden.  Eine  Ableitung  ist  nicht  möglich. 

Für  den  Fall  cos  a ■=  0,  wo  ß willkürlich  ist,  braucht  man  nur 
cos  ß = 0 zu  setzen ; dann  ist  er  auch  in  dem  erst  genannten  Falle 
enthalten.  Man  findet  dann; 

/,=-/;  h =i 

SS  CT;  3t>j  = — B& 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  a = — 1,  b — o = 0 in  die  Gl.  (19) : 

g = 0;  r ■=  0 

dann  nach  der  zweiten  Gl.  (18)  auch  p =0.  Auch  hier  sind  die 
Curvon  s und  s,  congruent. 

Sei  a constant,  ß = II,  also 


f,  = /cos  2u-\-l  sin  2a 
/>'=-/' 

l,  = fsin  2a  — l cos  2a 
rt  = — t cos  2a-}-®  sin  2a 
9,  = t sin  2a  -f-d  cos  2a 

Hier  zeigt  sich  die  Abweichung  von  den  Gl.  (13)  (16). 


Die  Gl.  (19),  deren  erste  und  dritte  übereinstimmen,  geben: 


3«, — 3*  = q(89tga — 3t) 

0 = (pcosa-f-rsina)  (3t>tga — 3r) 


(28) 


Entweder  ist  also 


oder 


<!'-=  COta;  8s,  = 8s 
p cos  a -{-  r sin  a = 0 


(29) 


Nimmt  man  hierzu  die  3 letzten  Gl.  (18),  und  oliminirt  p und 
3 *„  so  werden  die  4.  und  6to  identisch,  und  es  bleibt: 


8s  sin  2«  = 0r-]~5(0T8in  2a -|~  Btt  cos  2«) 

(30) 

3 q = r(0Ttga-f-0ö) 

(31) 

Setzt 

man 

so  wird 

1 1 = r sin  a -(-  9 cos  a 
8q 

r = 5 COS  a 
8?) 

(32) 

8s  3*5  /8z  cos2a\ 

dtj  Sln  2“  “ 35*  C0S  " + 5 U tg  “ + Tos  a j 

(33) 
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Letztere  Gleichung  ist  unter  andern  iutograbcl  für  Urcurvcn 
constanter  Steigung,  wo 


constant  ist.  Hier  wird 

t = öcosA;  0 = esinA;  »7  = ffsiu(A-|-«) 
and  die  Gleichung  (30)  lautet: 


d/t  d^o 

2 j-  - sin  « sin  (1  + «)  = gß  + p2q  (34) 

wo 

s sin (1  + c)  sin (1  -|- 2«)  1 cos(2A+3«) 

cos«  2 2 cos« 

Ihr  Integral  ist 


9 


2 

I* 


sin  «sin  (!-{-«)  (sin  fiff/3*  cos  pa  — cos  i<  o / 5«  sin  g<s) 


daher  erhält  mau  nach  Gl.  (32)  (29): 


r = 2sin«coso(cosf»o/0scos(«s-|-sinfio  fds  sinpff) 
P = — 2 sin2« (cos /j ff  /0scos,uff-|-8inf«ff  / 0s  sin«  ff) 

Die  Gleichungen  der  Urcurve  sind:*) 


x = ssinA;  y = cos  A/0scos  ff;  z = cos  1/0« sin  o 

Zufolge  den  Gl.  (1)  sind  dann  nach  Einsetzung  der  bekannten 
Werte  die  Gleichungen  der  ersten  Ableitung: 

x,  “ *sinl-}"üAfsinacos(A+0) 

N 

y-i  ■=  cosA  /0s  cos  ff  — 2sin  «sin(A4-“)(-sf3intfH — sin  ®) 

' f4 

iV 

z,  = cosX  /0s  sin« — 2sin«sin(A-j-«)(A/sino — cosc) 

P 

wo 

M — cosfts /0scosf»u-|-sinftff  fdssinpo 
N = sin, «ff /cscosgff — cosftff /0s  sinfiff 


Statt  die  Urcurvo  zu  spceialisiren,  kauu  man  die  Gl.  (30)  (31) 
auch  dadurch  lösen,  dass  man  q als  willkürlich  betrachtet  und  0s 
resultiren  lässt.  Es  sind  dann  nur  f.  g,  h beliebig  gegobeu,  und  mau 
findet  unendlich'  viele,  sämtlich  derselben  Classe  angehürigo  , nur 
durch  die  Dimensionen  verschiedene  Urcurvcn  nebst  entsprechenden 
Ableitungsprincipen. 


*)  T.  LVI.  S.  63.  Hoppe,  Curvcnthcorie  S.  72. 
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VII. 

Transformationen  der  elliptischen  Integrale 
und  Functionen  in  Verbindung  mit  der  Theorie 
der  Kettenlinie. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 

Erster  und  zweiter  Teil. 


Die  von  Abel  uud  Jacobi  in  die  Mathematik  cingcfuhrten  ellip- 
tischen Functionen  und  deren  Reihonoutwickelungon  scheinen  in  ana- 
lytischer Hinsiebt  zwar  zu  einem  gewissen  Abschluss  gelangt  zn  sein, 
so  dass  es  schwer  sein  dürfte,  auf  diesem  so  viel  durchforschten 
Gebiete  noch  etwas  Nennenswertes  zu  Tage  zu  fördern;  dagegen  ist 
wohl  bisher  unbemerkt  geblieben,  dass  auch  nach  geometrischer  Rich- 
tung hiu  diesen  Functionen  nnd  Reihen  eine  nicht  geringe  Bedeutung 
zukommt,  welche  die  Theorie  derselben  in  neuem  Lichte  erscheinen 
lässt. 

Es  ist  eine  zunächst  durch  den  Kreis  vermittelte  zum  Zweck 
einer  geometrischen  Darstellung  dieser  Functionen  eingeführte  Trans- 
formation, welcho  in  allen  auf  Reihenontwickelungen  bezüglichen 
Untersuchungen  sich  als  eine  überaus  reiche  Quelle  neuer  wertvoller 
Relationen  zeigt  und  aus  dom  Grunde  zu  fast  unerschöpflichen  Neu- 
bildungen Veranlassung  gibt,  weil  jede  transformirto  Reihe  einer 
mehrfachen  Transformation  unterworfen  werden  kann.  Bei  der  Ab- 
leitung einer  grossen  Zahl  elliptischer  Functionen  treten  einzelne 
Reihen  von  so  rascher  Convergenz  auf,  dass  mehrere  derselben  ein- 
fachen geschlossenen  Ausdrücken  gleich  gesetzt  werden  können,  und 
ferner  führt  die  Specialisirung  verschiedener  dieser  Formen  zu  neuen 
Sätzen  der  höheren  Arithmetik,  worunter  einer  eine  Verallgemeinerung 
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eines  von  Jacobi  unter  ähnlichen  Verhältnissen  gefundenen  Satzes  zu 
enthalten  scheint 

Die  eigentliche  Bedeutung  der  Transformation  besteht  aber  darin, 
dass  dieselbe  mit  der  Kettenlinic  in  einigen  Zusammenhang  tritt,  in- 
dem nicht  blos  sämmtliche  Eigenschaften  letzterer  formell  in  Reihen- 
form sich  darstcllon  lassen,  sondern  auch  die  Curve  selbst  wieder 
zum  Ausgangspunkt  für  weitere  Untersuchungen  benutzt  werden  kann. 
Durch  diese  Verbindung  der  Analysis  mit  der  Geometrie  zugleich 
unter  Anwendung  der  Diilerontiation  und  Integration  werden  neue 
analytische  Verhältnisse  geometrischer  Natur  gewonnen  und  auch 
teilweise  vermittelst  einer  dynamischen  Betrachtung  und  Einkleidung 
in  mechanischem  Sinne  gedeutet.  Auch  habeu  wir  zur  Berechnung 
der  unvollständigen  elliptischen  Integrale  der  1.  und  2.  Art  neue 
Reihenentwickelnngen  abgeleitet,  deren  Convorgcnz  wohl  nichts  zu 
wünschen  übrig  lässt.  Die  Methode  des  Imaginairon  konnte  ebenfalls 
mit  Erfolg  verwertet  werden,  wodurch  die  bekannteren  elliptischen 
Functionen  zu  neuen  Darstellungen  gelangten. 

Ebenso  wichtig  wie  merkwürdig  ist  die  Art,  wie  der  irreductiblo 
Fall  der  kubischen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Kettenlinio 
und  der  Theorio  der  elliptischen  Fuuctioneu  auftritt  und  damit  eine 
bestimmte  Verwandtschaft  dieser  Curve  mit  der  von  uns  früher  in 
anderm  Sinne  behandelten  Lemniskate  und  gleichseitigen  Hyperbel 
documentirt.  Indem  wir  nun  nach  dieser  Richtung  hin  die  Eigen- 
schaften der  Lemniskate  weiter  untersuchten,  rcsultirte  eine  ganze 
Classo  neuer  eigenartiger  Gleichungen,  von  denen  die  genannten  Fälle 
der  Gleichungen  3.  Grades  die  untere  Grenze  bilden,  während  die 
allgemeine  Lösung  der  diesen  verwandten  höheren  Gleichungen  ver- 
mittelst der  Curve  in  einer  der  Cardanischen  entsprechenden  Formel 
auf  das  einfachste  und  eleganteste  vermittelt  wird. 

Zum  Schluss  haben  wir  noch  eine  geometrische  Darstellung  von 
Wurzelausdrücken  aus  den  Eigenschaften  der  Kettcnlinie  abgeleitet, 
dio  sich  durch  Leichtigkeit  und  Einfachheit  ompfiohlt. 


Erster  Teil. 

I. 

Wrir  geben  zunächst  die  geometrischen  llclatioucn  für  diejenigen 
Verhältnisse,  welche  aus  den  verschiedenen  Lagen  einer  um  einen 
festen  Punkt  drehbaren  Geraden  zu  einem  Krciso  hervorgehen.  Die 
Entfernung  dieses  Punktes  vom  Centrum  sei  R,  der  Radius  a.  Die 
Gerade  schneide  den  Kreis  in  2 Punkten,  welche  mit  dem  Centrum 
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O verbunden  die  Centriwinkcl  2 tp,  und  2<fs  bestimmen.  Den  2. 
Schnittpunkt  der  Centrale  RU  (Fig.  1.)  verbinden  wir  mit  den  ge- 
nannten Punkten  1\  und  I\  durch  Sehnen,  wolcho  verlängert  mit  der 
Sccanto  R]\P,  die  Winkel  <p3  und  tp,  bez.  einschliesscn,  endlich  be- 
zeichnen wir  noch  den  Steigungswinkel  der  Geraden  zur  Centrale 
mit  x = 90° — o.  Demnach  hat  man,  wenn  die  Strcckon  RP,  und  RPt 
bezüglich  x,  und  xt  genannt  werden  x,-j-xi  = R cos  t und  x,xt  = R1 — o* 
aber  auch  die  quadratische  Gleichung 

1)  x* — 2 R cos  x . x -f-  R% — a*  = 0 

Die  Gleichung  für  tg<j>,  welche  leicht  abzuleiton  ist,  wird  dar- 
gcstellt  durch 

2)  tg<p*-s^cotT.tg1p  + |i|  = 0 


Da  wir  noch  die  Formen  sin  tp,  sin  tpt  und  cos  tp,  cos  <p,  nötig  haben, 
so  bemerken  wir,  dass  dieselben  aus  der  Gleichung 


2) *  tg  qp2  — .«Itgqp-j-.ö  = 0 

leicht  berechnet  worden  können,  man  findet 

3)  sin  tp,  sin  tp-,  = — > cos  tp.  cos  tp. 


1 

yö*+d-i)* 


Wir  setzen  nun  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  fest,  dass 
die  Winkel  <p,  iSi  die  Amplituden  zweier  elliptischen  Integrale  der 
ersten  Art  seien,  deren  Argumente  einer  Bedingungsgleichnng  ge- 
nügen, die  wir  wie  folgt  ableiten. 


Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  1.  Art  basirt  auf 
der  Bedingungsgleichnng 

cos  tp,  cos  tps  ■ — sin  tp,  sin  <pt  & (tp)  = cos  tp 

die  wir  nach  Potenzen  von  tp  als  Amplitude  eines  analogen  Integrals 
entwickeln  und  für  welche  demnach  die  Beziehungen  3)  aus  der 
Gleichung  2)  zu  berechnen  sind. 


Man  findet  nach  einigen  Entwickelungen  schliesslich 


4)  C09*’te 


\ — — — COS  tp  -|- a8  I"-'— Ra  • 

) smt 


!(Ü+«)S 

4 


deren  Wurzeln  zwei  Amplituden  und  also  auch  2 Integrale  bestim- 
men. Man  bemerke  aber,  was  für  das  folgende  von  Bedeutung  ist, 
dass  das  gleich  Null  gesetzte  Absolutglied  der  Gleichung  kein  x ent- 


hält und  den  Modulus  s* 


4 Ra 

(*  + «>* 


bestimmt. 


Indem  wir  also  dio- 
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sen  Modulus  hier  eiuf&hren,  wird  die  eine  Amplitude  tp 
dio  2te  geht  au9 


5) 


COSip 


( R — a)siUT 
o — R sin  t* 


hervor. 


90°  und 


Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir  also  folgendes:  Es  ist 


oder 

7) 


J Vl  — z2sin<p,!  J Vl — 3*sin  «Pj2 


t/qPj  /'  <lcps  P dtp 

--»•singp,2  J Vl  — 328in<pV  J Vi — 3*singp2 


“i  *f"  ■“  A 4/fa 

tt,  -us  — » ’ z (R  + a)2' 


Um  nun  geometrisch  alles  beisammen  zu  haben,  was  später  ana- 
lytisch verwertet  werden  soll,  geben  wir  hier  dio  nachstehenden  Ent- 
wickelungen : 


Aus  7)  folgt 


daher  wird  5)  zu 

8) 

und  allgemein 


R — « 
R+a' 


cos  <p 


2z'sin  t 

1 — (i  + a')  sin  t2  ’ 


9) 

ferner  ist 


.(Ä+«)j/i 


4 Ra 


iR+a)^ 


10)  sin  qp,  sin  tpa  — z— 


C08  9>j  COS  <p% 


~j  COS  a , 


n) 


COS  (qPj  — tpa) 


R 

COSK 


l+V 

cos  er. 


Aus  9)  folgt  durch  Addition 

12) 
d.  i. 

13)  zJipi  + — (l+s'Jsina. 

Die  Subtraction  dagegen  gibt 

14)  Jtft  — dtpt  = (1— *')  sin  (g>,  — <pa)  = V(l— *')*—(! +a')  cos  a2, 
womit  wir  noch  verbinden 
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sin qPj  cos qp,  sin2<r,  . . R-\-a  cos« 

15)  — = 2,7  ^ +a)  - ür Cü8 ■ - rw- 

wie  Bich  aus  dem  Siuussatz  für  das  Dreieck  noi\  ergibt. 

Wir  stellen  ferner  die  Formeln  für  sin<p,2  nnd  sin  9,*  auf,  sie  sind 

2 sin <p7  — 1+ j~-*;  cos  o2  + sin  a j/j.  _ f ji^cos 0*5 
2 sin  ijy*  — 1 + cos  o2  — sin  a |/i  _ ^ i^^cos  o*, 


16) 


woraus 


17) 


1+*' 

sin  g>,2-|- sin <p22  = 1 -|—  ~ — j cos  ß2 , 

1 Z 

sin  V— sin  <pt*  = sin  « |/l  — Q—^Vcoa  «*. 

Um  9,-)-  <Pi  zu  bilden,  benutzen  wir  für  2*)  die  Formel 
tg  m + <Pt)  — Yzrg 

Die  Anwendung  derselben  auf  2)  liefert  die  Relation 
18)  <Pi  + <Pi  = 90»-fi  = 180°  — o. 

Ebenso  bomerke  man  noch 


19) 


sin  <Pi  ± sin  cpt  = j/ i ?ji“  (l~f~»  )CQ8n' 


2 + 2 cos  a 


tgcpj  und  tg  rp.j 


i„+  |/71(i±^)ic°s«» 


(1 — *') 


20) 


2z'cos  b 

Wir  stellen  noch  die  Werte  von  sina  und  coso  durch  cp  dar. 

_.  9 _2z'  Vl — z2sinqp2  + l 

1+?  Vf— *» sin  »>*+«'  ’ 


21) 


, 1 — z'Vl — z2sin<j»2 — z 

C0S"  ~i+*'yCT^+7 

Die  letzte  kann  auch  in 

Vl  — s2sin®2  — z 
cosb  •=  — t-, — 1 — *v 

(1-|-S2)C0S<J> 
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transformirt  werden.  Bezüglich  der  Formel  5)  föhron  wir  oincu 
Hülfswinkel  ein,  indem  wir  zunächst  dieselbe  in 


umwandeln.  Wir  setzen  demnach 


23) 

und  man  bat 


= tg  il/. 


24) 


Z 

-C08  W 

Z 


tg2v, 


welchen  Belationen  wir  noch  die  folgende  beifügen: 


25) 


— z'  COt^ßs 
— a'tgi«a  ' 


In  den  Anwendungen  werden  wir  häufig  der  Kürze  wegen  einfach  cp 
anstatt  amu  schreiben. 

Diese  Formeln  reichen  hin,  um  diejenigen  Transformationen  der 
elliptischen  Functionen  durchzuführen,  welche  in  ihren  verschiedenen 
Formen  eine  geometrische  Erklärung  der  analytischen  Relationen  er- 
möglichen. Die  oben  eingeführte  Transformation  ist  übrigens  nicht 
die  einzige,  aber,  da  alle  audereu  zu  denselben  Zielen  führen,  haben 
wir  die  hier  angowandto  wegen  ihrer  Einfachheit  und  Leichtigkeit 
besonders  ausgewählt. 

Der  in  der  Theorie  der  olliptischen  Fnnctiznen  angewendeten 
Transformationen  werden  wir  uns  ebenfalls  gelegentlich  bedienen  und 

, ,1—2'  . 

bemerken  demnach  an  dieser  Stelle,  dass,  wenn  s durch  fer- 

ner u durch  (1  -j-*')u  ersetzt  wird:  K sich  in  J(1  -j-;')*'  und  q in 
verwandelt.  Ebenso  werden  wir  die  bekannten  Belationen 

t 

zfam(A— u)  = 


26)  sin  am 

/sin  am  u 
cos  am  (A—  «)  - -^7— 

häutig  benutzen. 
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Das  durch  die  Amplitude  cp  defiuirte  Integral 


u 


dq> 

Vl  — z*sin9 


hat  übrigens  eine  leicht  anzugebende  dynamischo  Bedoutung,  wie  aus 
unserer  Abhandlung  über  die  elliptischen  Intogralfunctionen  bezüg- 
lich der  Anwendung  letzterer  auf  den  Kreis  gefolgert  werden  kann. 
Mit  Hinzunahme  einer  Constanten  bedeutet  es  die  Zeit,  welche  ein 
schwerer  Punkt  zur  Zurücklegung  des  Bogens  I\  1\  gebraucht,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  entsprechende  Sehne  stets  durch  einen  festen 
harmonischen  Punkt  des  Kreises  geht. 


II. 


Wir  benutzen  jetzt  die  entwickelten  Formeln,  um  dieselben  auf 
die  Reihenentwickelungon  der  elliptischen  Functionen  anzuwenden 
und  letztere  zu  trausformiren.  Die  daraus  horvorgehenden  Reihen 
haben  den  Vorzug,  dass  sic  eine  stärkere  Convergenz  bositzen  und 
eine  geometrische  Deutung  zulassen,  die  für  die  weitere  Untersuchung 
von  Wert  ist.  Bei  den  folgenden  Darstellungen  haben  wir  nun  zu 
beachten,  dass  stets  -)- n*  — K , wo  K das  vollständige  elliptischo 
Integral  der  1.  Art  bezeichnet  und  uj — t»2  = u ist,  worin  das  Argu- 
ment « sich  auf  die  Amplitude  cp  — am»  bezioht,  während  die  an- 
dern «ju s durch  die  Amplituden  <ptcpt,  wie  sio  in  der  Kreisgleichung 
2)  erscheinen,  definirt  werden. 

Wir  wählen  zuerst  die  folgende  Reihe 


27)  v 


zu  'in  . tiu  1 2 <7*  . 2 nu 

= 2A'+  l+4581nT  + 2 1+5* 81t*  Ä' 

1 'iq3  . 3nu 

3 1 + g«81“  K ■ 


und  bringen  mit  dieser  die  aus  18)  hervorgebendo  Relation 


28)  am  % + am  «j  = g + t 

in  Beziehung.  In  der  Reihe  setzen  wir  zuerst 
und  addireu,  iudem  wir  beachten,  dass 


: u,  und  dann  = u2 


sin  m«j  + sin  mu2  = 2 sin  ,j  («,  + 1^)  cos  ,,  (u,  — m2) 
ist.  Die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  fallen  aus,  und  man  hat 
1 q itn  1 5*  3>ru  , 1 5ttu 


■z  — - 5°  3jtk  1 o“ 

29)  4 T ^ 1 +”5*  cos  2K  3 1^+g®  C0S  ilC  5 l+g1“  C0S  2AT 
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30)  ^arcsin 


V 


d — z 1 — z'  q nu  1 q*  3 nu 

Z+7  Y+7  ~ 1+V  C0S  2K  3 1+  ,/• C0S  2 K 


+ 51+8 


bnu 
cos  ‘tir  • • ■ 


,0  <2K 


Ersetzt  man  « durch  K — « und  dl  durch  so  resultirt 


31)  ^arcsin  | 


1 /l  — ^ 1 — z'  2 . » , 1 2: 

V 1 + d T+7  “ 1 + </2  s,n2Ä  + 3 1 + 


. 3 nu 

[ + ,/  S‘n  2K 


■ 1 25  . 5 nu 

+ 5 f+glö  “2?+"' 


Wird  n — K und  9 -=  ^ gesetzt,  so  kommt 


„„  1 . 1 — ( 
32)  | arc  sm  ^ . 


? _ 1 <2S  , 1 _25_ 
1+2*  3 1+  2*  ' 5 1 +210 


1—  z' 

Ersetzen  wir  hierin  z durch  < , , und  q durch  q3,  so  verwan- 


delt die  letztere  Gleichung  sich  in 


1 + z 


33)  j arc  sin 


/I  — yz(\2  28  1 26  1 210 

\1  + V»)  ” 1 + 2*  ~ 3 1+2T8+  5 i+22' 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Reihen  werden  wir  später  an  der 
Kettenlinie  nachweisen. 

Erinnern  wir  uns  nun  der  Formel 


COS  (9,  — 9g) 


l + z\ 


worin  81  — <Pg  “ amsj-am«,  zu  einer  neuen  Transformatiou  An- 
lass gibt,  so  verschwinden  in  der  entsprechenden  Reihe  die  ungeraden 
Stcllcngieder,  und  man  hat  zunächst 


jim  1 4a2 


1 V 


also 


2Ar~2  i + 348inZ  + 4 1 + 


. 2nu 
sm  — 


1 l/l+z'  zf  — z' 

34)  4 arc  cos 


■u  1 22  . nu 

+V  ” 8A  2 r+7*S1B  A 

,1  24  . 2jim 

+ 4 r+VSin  K~--- 


woraus  wie  oben  folgt 

Areh.  a.  Math.  n.  I'hjj.  2.  Reihe,  Teil  II. 
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35) 


l/l+z'  1 — A nu  1 gs 

V 1—z'  T+Ä  ” 8Ä'  ' 2 1+  «4 


‘41+j* 


, i sin  ~p 
+ 2*  A 

. 2jim  , 

sm  *-+••• 


Bezüglich  der  Reihe  30)  kann  man  den  unter  23)  bestimmten 
Hülfswinkel  tp  benutzen  und  man  hat 

|/l-j -z'  . f q jru  1 «3  3 nu  . \ 

36)  tg*  = V j— f 3 iT?eos  ^ + ..  } 

i'  „ 

cos  <p  = — tg  2tg. 

dtp 


Für  ein  gegebenes  u — 


vr- 


-srsinq»' 


lässt  sich  hiernach  f 


und  damit  die  Amplitude  tp  berechnen. 

Man  kann  die  gefundenen  Reihen  noch  leicht  vermehreu.  So  ist 
gemäss  29) 


»n  VI 


J + l 2z' 


J+z'  1 + z' 


cos4( 


q nu  1 3 nu 

1+ q*  C0s  2 K~  3 1+7«  C0s  2K 


Wir  setzen  hierin  zuerst  u gleich  u,  und  darauf  = dasselbe  gelte 
für  A.  Beide  Ausdrücke  multipliciren  wir  und  ersetzen  2eos  A cos  IS 

durch  cos(A  + .ö)+cos(A — ü),  das  Product  i wird 

gleich  und  das  schlicsslieho  Resultat  ist 
4 V*r  , q nu  . 1 n3 

38)  i^=cos4y2(rf?co8ö+3f^ 


Snu  1 q 5 5 nu 

T~ -iiCUB4A-  — 5 I+71oC°S4A 


1 q' 
71+2fiC0S 


7 71U  \ 

4 K ) 


. , /rt/  q . nu  1 o3  3 nu  1 qb  . 5 

+cos4V  2^T?B.nö.-3  f^sm  ^ -g  ^ßS.n  4 


DftW 

4£ 


.1  q7  . 7äm  \ 
+ 7r+2,lSln4Ä  ■■■) 


In  ähnlicher  Art  folgt  aus  der  Reiho 


l/zf-a' 

1-*' 

. . / q 

1 q3 

Znu  \ 

V J+*' 

1+7  = 

■ smi{r+q>cm2K- 

*31+7 

cos  2 K ) 

die  nachstehende,  die  analog  der  vorhergehenden  auch  in  ein  Pro- 
duct zweier  Sinus  transformirt  werden  kann: 
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1-fz'r  1+sina 
nnnA</nf  Q nu  1 q*  Znu  1 qb  onu  \ 

C084v/\r-fvCO84A'+3  i+^iZ-ö  1+V°C0S^— • ) 

'1  . nu  1 53  . 3nu  1 q°  . bnu  , \ 

-cos4V  2^iT?sm  Vk-  3 ^ - g ^s.n  ^ + ...)■ 


in. 

Die  elliptischen  Functionen  leiten  ferner  die  folgende  ßeihe  ab 
41) 

, n . 2 nt  q nu  . q1  2 nu  , os  3jiu  , \ 

^m“=M+  A-  ii+7sC08«  +f+?+  X'  + H7«C08X+  - > 

Um  dieselbe  zu  transformiren,  benutzen  wir  die  Formel 
zf  am  «,  + ^ am  uj  — (1  +*')sina. 

Führen  wir  hierin  den  Wert  von  sino  aus  20)  ein,  so  ergibt  sich 
wie  früher 

il/rTi/,  ! <,^4-1  n(l  y*  >■#,  <4*  2nu  \ 

42)  4|/  -3  (1-f*  )^_|_-;  — 74  i^_9iC0SÄ  + 1+9«cos  K ...J  , 

1|  nt\  , 3*  nu  34  2ji«  \ 

43)  2(1+*  )f_p  - A'(i  + l+^C0SXf  ■+"  1+38Cos^F  +••)• 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mehrere  Special- 
formon  ableiten,  deren  eine  wir  wegen  ihrer  Wichtigkeit  besonders 
hervorheben. 

Wir  setzen  wieder  qo  *=  90°  und  K — u,  es  folgt 

4«  W + W + l¥?+ -> 

F'erner  wird  für  cp  =■  0 

45,  ,V,-!(i-J$f  + g?-1g,  + . ...). 

Ziehen  wir  diese  Gleichung  von  der  obern  ab,  so  erhält  man 

46)  (1  - Vz’y  = ~ (f^4  + +•••)• 

Entwickeln  wir  nun  die  Ausdrücke  in  der  Klammer  nach  Po- 
tenzen von  q,  so  resultirt  zunächst  folgendes. 

io* 


Digitized  by  Google 


148 


Otkiny  haus : Transformationen  der  elliptischen  Functionen 


47)  (1  — Vs')3  *=>  ft  (<r  + 2q10+qu  + 2g2,:  + 2gM  -f  Zq*>  ...). 


Eine  genauere  Betraclitung  der  Reihe  zeigt,  dass  dieselbe  das  Qua- 
drat einer  zweiten  ist,  so  dass  man  hat 

48)  (t-y^yte+^+g^+a**  ■••)*• 


Die  Berechnung  von  K nach  dieser  Formel  ist  wegen  der  ausser- 
ordentlich starken  Convergenz  der  Reihe,  die  vielleicht  von  keiner 
zweiten  mehr  erreicht  wird,  sehr  leicht,  da  schon  das  erste  Glied 
hinreicht  um  eine  Genauigkeit  bis  <2 10  herbeizuführen.  Man  hat  also 
mit  grosser  Genauigkeit 


49) 


ÖJrg* 

d-y»')*’ 


Andere  Reihen  sind  nach  dem  Vorstehenden  leicht  zu  gewinnen, 
so  ist 

50)  (i + y z'y  ■=  y G + 1+?  + r+Vc  •••)• 

Setzen  wir  in  42) 
also 


K 
2 ’ 


. K . , 
A am  g = V * 1 


so  kommt 
51) 


yad+ov-'- 


4g1 


4g8 


4g*^  \ 

-9**  " 


+ 98T1+9,G  1+5* 

Führen  wir  auch  hier  die  Reihcnentwickeluugen  durch,  so  resultirt 


52)  +2(1  +*')  y *'  - ^(l-4g4+4g»+4gli:  - 8g*<4- V2- . . .) 
oder 

53)  V2(1  + «')V*'  - |(1  - 2g4  + 2g'»-2g“+ 2g“  . . .)*. 


Während  also  die  Exponenten  der  Reihe  48)  durch  die  2.  Po- 
tenzen der  ungeraden  Zahlen  bestimmt  werden,  gilt  dies  bei  der 
vorstehenden  für  die  Geraden  Zahlen  der  Zahlenreihe. 

Eine  weitere  Transformation  der  letzten  Formel  ergibt  noch 

54)  K - ^7 (1  - 2g*  + 2g8 -2g*8+2g»  ...)*. 
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Vergleichen  wir  diese  mit  der  bekannten  der  elliptischen  Func- 
tionen 


-*’■=  2 (l  + 2'Z-)-224-j-2g'J+ 


so  erhalten  wir 
55)  V z' 

and  da  bekanntlich 


(X— 2g»  + 2qH — 2g18+  • 

(1  + 23  + 2^+23»+ -.  )s  ’ 


55*) 


, 1-23+23«  -2g» 

V*  = 1 + 23+23«+ 2g»’ 


so  folgt  ans  den  beiden  letzten  die  für  die  Zahlenthcorio  wichtige 
neue  Relation 


56)  (1— 23+23*— 238...)(l+23+23*+23»...)=(l— 23*+238— 2s18...)» 

Das  Product  zweier  Reihen  von  vorstehender  Bildungsform  ist  dem- 
nach das  Quadrat  einer  dritten  von  analoger  Art.  Wir  geben  nach- 
her eine  Anwendung  davon. 

Wir  bemerken  noch,  dass  eine  Transformation  der  Formel  48) 
die  folgende  bestimmt 

57)  K=  j^r(l  + 3*+  + <lu  ■ ■ ■)*■ 

Unter  Benutzung  der  Formel  14)  bilden  wir  eine  neue  Reihe  für 
Jq>t  — Jif-,  und  es  wird 

, ....  . 4jt  / q . TVt,  o3  . \ 

08)  (1  *')sm(g>,— 3>j)  - A.  — ...  j , 

d.  i. 

59)  V(1  — »')*— (1  +a,j*cöso* 

4 n ( n . itu  n 3 . 3 Jtu  \ 

= K Vr+35  Sm2Ä  1+3«  sm  2K  - )■ 

Man  kann  hieraus  die  obige  Reihe  für  K direct  in  anderer  Form 
ableiten,  wenn  « = 90°  und  « = K gesetzt  wird,  es  folgt 

60)  1 -*'  = ¥ (r+?+ 1+2«  + r+v+  + ■■•)• 

Führt  mau  in  der  vorletzten  Reihe  für  cos  a-  den  Wert  aus  20) 
ein,  so  entsteht 
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61) 

4 71  ( q .7 tu  q*  . . qb  . 5rcu  \ 

t Irf?  sm2Ar  i4vsm2*  + r+ä>"sm2Ä  - )’ 

oder  transformirt 


62)  l/2(l-*')^j^  = 

in  / g nu  , g5  3jiu  . gs  5re«  \ 
*ll  + g’C0S2Ä  + l + g6COS2Ä + r-fV“C0S  2Z  •••)' 

welche  den  Reihen  in  42),  43)  entsprechen. 


Dieselben  können  wiederum  vermittelst  einer  Addition  oder  Sub- 
traction  transformirt  werden,  wenn  wir  beachten,  dass  unter  der  Vor- 
aussetzung uj  + tij  = K die  Relation  A<f1A<fi=z'  besteht.  Es  kommt 
also  diese  Umwandlung  darauf  hinaus,  den  algebraischen  Ausdruck 


V 


^1  + 1 


> + 


V 


4j-\- 1 
z/2+z' 


auf  die  geeignete  Form  zu  bringen,  die  durch  die  obige  Relation 
wesentlich  vereinfacht  wird.  Man  findet  unter  Benutzung  von 
AI-]~AS  = (l-j-z')sino 


(1 


(l-f-z'jsin«  — 
1-J-sin« 


Sn  / g2  . nu 

Y Vl+2*  Sm2A' 


g6  . 3 nu 
l+7*Sm2K 


' 1 Y V 1 + sm « 

2 n &7i  ( q*  nu  fl8  2nu  \ 

k ~~  y lr+? 008  Y ~ r+Y« cos  Y - )• 


Vermittelst  Differentiation  lassen  sich  aus  den  gegebenen  Reihen 
mehrere  neue  ableiteu.  Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  wir  die  mit 

-ff  ■=  u multiplicirten  Glieder  integriren.  Wähleu  wir  zu  diesem 
Zwecke  die  Reihe  42),  so  muss  demnach  das  Integral  der  Reihe 


J )/ 2z' (1  + 


„1  + zf  tlq> 
S,z’+Ä  A 


nu 

Y 


du 
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Wir  substitairen  zsinqp  = sin  t/> , bezeichnen  darauf  cos  1/7  durch 
y , und  das  Integral  wird  demzufolge  zu 


/< 


dy 


W+») 

Führen  wir  noch  ein 

1+*  _ 

~2 — y z> 

so  wird  letzteres 

da 


I 


H--)V 


a-z')* 


Nach  bekannten  Methoden  führt  das  Integral  auf  einen  arctg  mit 


der  C — ■ ,,  und  man  hat 


64)  arctg  }/*+--  = 

7t  Tin  ( g2  . nu  1 q 4 . 2ti?4  \ 

2 — 2üt+2  smi:  — 2 i+g8  s,n'jc  + )’ 

oder  nach  einer  einfachen  Umformung 


1 l/  2z'  1—  d_ 

65)  | arctg  \ jry  ~ 


Man  kann  hierin 


71«  1 g3  7174  lg4  . 27t« 

: 8A' ~ 2 F+g4 S1" IC  + 4 l+~g» S1“  K ~ ~ 

V 

d = y z'  einführen,  schreibt  man  als- 

1 — t 


dann  anstatt  z'  und  g2  bezüglich  r— ; — und  q,  so  erhält  man 
2g 


l+g2’*’  3 1+g7  5 1 + g‘"°  + "-’ 


arctg  Vz'  = 4 
oder  auch 

rr,  _1  -V*'  2g  1 2g2  1 2g2 

66)  arctg  — 3 i + g«+ 5 l + g“> 

welche  für  z = 0 und  g = 1 in  die  Leibnitz’sche  Reihe  übergeht. 
Die  vorstehende  konnte  auch  aus  32)  entwickelt  werden. 

Erinnert  man  sich  der  aus  den  elliptischen  Fnnctionen  bekannten 
Formel 
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1 1— y.v  g+g9+g85+ 

2 l + Va'  “ l + 2g*  + 2g16+ 
so  resultirt  ans  den  beiden  letzten  noch 

x 2g  + 2g3  + 2g*5—  ...  2 q 12  q3  1 2 g5 

arCtgl  + 2~31  + 2g16  +...  ~ 1+g*  3 l+g6+5  1-fV0  ~ 

Eine  weitero  Entwickelung  der  allgemeinen  Roihen  kann  ver- 
mittelst der  Relation 

3 -f-  y 

arctga;  + arctgy  ==  arc  tg  ^ 

geschehen.  Demnach  erhält  man  2 neue  Reihen  und  zwar  zunächst 
^arctg 


1 (1  +»')  8inn+2y  2 


1 — sin  a 

n g*  nu  . 1 q*  3 nu 
8 — l + g*  C08  2 A+  3 1 + g>*cos  2K  + 


welcho  in  arcsin  transformirt  zur  folgenden  wird: 
1 . 1— 1/2'  1 fl  — sina 

67)  KrFBS“ 


und  ferner 

1 1 +y  z'  1 /i 

68)  j arccos  J/  j 


<r  nu 
r+giC°8  2K~ 


-sin« 
-|-  sin  a 


1 g6  3m« 

3 1+g’2  008  2A  + 


2 nu 


nn  1 q*  .nu  1 g* 

8 K-  2 1 + g“  SmK+l  i+-9T«Bin  ^ - 

Man  bemerke,  dass  in  den  letzten  Reihen  der  Ausdruck 

tgi* 


1 — sin  ß 
i -f  sina 


ist,  aus  den  Formeln 


und 


tgrp 


1+*'  ■ 
l—s'  8mr 


cosqp  = tg2tf> 

erhält  man  also  hei  gegebenem  Argument 

dtp 

zs  sin  qps 


“ = / 


yi+ 
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mit  Hülfe  der  genannten  stark  convergironden  Reihen  die  gesuchte 
Amplitude  q>. 


Die  beiden  Reihen  61)  und  62)  geben  Veranlassung  zu  der  Dar- 
stellung von  tgamw.  Dividiren  wir  die  erste  durch  die  zweite,  so 
erhalten  wir  als  Quotienten 


69) 


tg  am  u : 


_1  1 + q» Sin  2A‘  1 4-V  °“‘  2 K 


q*  , 2nn  . q*  . 5 nu 
' sin  ' i '-fqü  8m  2 K ' 


q nu 

1+  q-  C°S2A’+  1 +'</  C0S  2K 


’inu  q6  bnu 
- + 1^iocü32^  + 


Multipliciren  wir  dagegen  die  beiden  Reihen  42),  43)  und  trans- 
formiren  das  Product,  so  folgt 


70)  4z' 


K! 


_4q 
1 + 9* 


nu  , 4i/2  2 nu 

cos»'>+r+?cos  2A. 


2A' 


-•) 


X 1 + 


_4?_ 

1+91 


nu 

C0S2A'+ 


4rf*  inu 

i+7C08  2Är  + ' 


IV. 


Die  folgenden  Untersuchungen  über  die  wichtigeren  Reihcu- 
entwickelungcn  der  elliptischen  Functionen  werden  einige  neue  Sätze 
zur  Zahlenthoorie  zu  Tage  fördern,  welche  denjenigen  Relationen  ent- 
sprechen, dio  Jacobi  unter  analogen  Verhältnissen  zuerst  gegeben  hat. 


Wir  fahren  in  unsern  Reihcnentwickelungon  fort  und  nehmen 
zum  Ausgangspunkt  die  Reihe 

71) 

K — E ( n\2(  q nu  2f/s  2 nu  \ 

sin  am  «*  = 2 cos  K + v ^cos  + . . . J 


Zur  Transformation  benutzen  wir  die  in  I gegebene  Resolution 


sin<p,!+sing>,,a 


1 


1 + 

1 — z1 


cos  Ota 


und  unter  Benutzung  des  bekannten  Wertes  von  coso2  ans  20) 
haben  wir 

72) 


■/l — zasin<p!  K — E n/  n\2/  2 q2  nn 

^yi-^inV» “ + V*  / lr=-V*C0SA 


iq*  2nu 

Wr"~~ 


nu  \ 

Ä-j 


Gehen  wir  ferner  von  der  Formel 
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1 = sin  «j/ 


. (1+*')2 
1 = (i—z'y* cos “ 


aus,  so  findet  sieb 


73)  sina  1/ 1 • 


( *\V  1 . nu  3?3  ■ 3«u  . \ 

4 W)  2K~ r 2^  + "7 ’ 


woraus  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  sin«2  und  cos«2  sieh  ergibt 


„„  , s'sinip  a(  n\*/  q . nn  3q3  . 3ji u \ 

73*)  7f^-2U  (l-s2Sin2Ä  \-<t  2AT+'  -j 


Als  specieller  Wert  für  <j>  = ^ nnd  “ “ ^ hieraus 


l/zAt2  q i 373  i -V  i 
4V«/“  1 — 98  + l-36'1‘  1-<Z10"1’  " 


Führen  wir  in  der  vorletzten  Reihe  für  *4  und  sing;  die  ent- 
sprechenden Trausformationswerte  ein,  welche  der  Bedingung  u = K—u 
genügen,  so  findet  man  noch 

cos  w ( rcW  u nu  3o3  3 nu  \ 

S7)  = 2 y (rrp  cos  ^ cos 

Die  Reihe  72)  kann  nochmals  transformirt  werden,  indem  der 
Ausdruck  -rrS-  + , fa  .~  leicht  angebbar  ist.  So  findet  man  die 
beiden  Reihen 


„ 2E  16«»/  34 

_+-3pr^r— 


— « cos  - — z JJ  COS 

<f  A 1 — q‘” 


2nu  \ 


vm 


1 + sin  a 


( 71 W 5*  • nu  . 3 7tu  . \ 

“ 8\^k)  lr-34  sm 2Ä ~ 1-  312 3m  2A  + ■ ■ j 


Aus  der  ersten  gewinnen  wir  für  n ■=>  ^ uu<^  “ = * e*ne 
rasch  convergirendo  Reihe  zur  Berechnung  von  E nämlich 

E (1-K)1  8*7  «*  . V I 32IS  \ 

77)  4 ATJ  \i  — 3,s  '"i— S84  " 

und  ebenso  geht  aus  der  zweiten  eine  Reihe  für 
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78) 


_1__ 


hervor.  Vergleichen  wir  mit  dieser  die  in  57)  abgeleitete  Reihe, 
nachdem  dieselbo  mit  2 potonzirt  worden,  so  dass  man  hat 


(4*)  ~ (T=7p(1+a4+9ls+2*4 


so  folgt  die  Relation 

79)  ^ + 1^ra+1^0  + ...  = 9>(l  + g*+3»  + 3“..v4- 


Diese  interessante  Relation  können  wir  mit  der  Zahlentheorie 
in  Verbindung  bringen,  wenn  wir  eine  kleine  Umgestaltung  mit  der- 
selben vornehmen.  Wir  dividiren  beiderseits  durch  q-  und  setzen 
darauf  g*  — x.  Es  entsteht  dann  folgende  sehr  bemerkeuswerte  Formel 


80) 


1 


1 — x 


3*  5x2  Ix3  9x4 

”*”l  — x3  ' 1 — x6'l  — x1'!  — x3  ’ 

(1  — |—  ac1  — ar3  — a:0  — |—  a:10  — f-  a:1 5 — (-  so21. . .)4, 


deren  Bildungsgesetz  leicht  ersichtlich  ist.  Die  Exponenten  der  letzten 
Reihe  sind  die  Trigonalzahlen.  Bezüglich  der  zahlentheoretischen 
Bedeutung  dieser  Doppelreihe  eriuneru  wir  an  die  Darstellung  einer 
ähnlichen  Reihe  in  der  „Theorie  der  elliptischen  Functionen“  von 
Duröge,  wo  in  § 66.  der  Satz  Jacobi’s  abgeleitet  wird,  dass  jede  ganze 
Zahl  die  Summe  von  4 Quadraten  ist.  So  ist  z.  B. 

105  = l2  + 22-f-62  + 82  = 22+42  + 62  + 7s. 

Wio  aus  der  2.  Reihe  hervorgobt,  sind  die  Exponenten  nichts 
anders  als  die  figurirton  Zahlen  1,  3,  6,  10  etc.  Demnach  ergeben 
sich  auch  hier  Beziehungen  zwischen  denjenigen  ganzen  Zahlen,  welche 
die  Exponenten  der  einen  Reihe  und  denjenigen  ganzen  Zahlen,  die 
die  Exponenten  der  anderen  ltoiho  bilden. 

Bei  Ansicht  der  2.  Reihe  bemerkt  man  sofort,  dass  die  4.  Potenz 
derselben  aus  lauter  Gliedern  besteht,  bei  denen  jeder  Exponent  die 
Summe  yon  4 tigurirten  Zahlen  ist  und  die  1.  Reibe  ergibt  ohno 
weitere  Untersuchung,  dass  sie  sämmtliche  Potenzen  von  x enthalten 
wird.  Hieraus  folgt  der  neue  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe 
von  vier  tigurirten  Zahlen  der  1.  Ordnung  ist. 

Für  jede  ganze  Zahl  h besteht  also  die  Relation 
A = fi  +/»  +/s  +/<  > 
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wobei  wir  bemerken,  dass  h auf  mehrfache  Art  aus  jenen  bestimmten 
Zahlen  gebildet  werden  kann.  So  ist  z.  B. 

141  -=  i4-21-|-28  + 91  = 3 + 15+45+78, 

während  die  Quadrate  für 

141  = l»+2*+6!  + 10a  = 2* +3* + 8* + 8* 

sind.  Ebenso  können  die  /„  /3,  /'4  irgend  vier  gleiche  oder  ver- 

schiedene ganze  Zahlen  oder  auch  Null  bedeuten. 

Der  soeben  entwickelte  Satz  Uber  die  Trigoualzahleu  ist  demnach 
ein  Analogon  zu  dem  von  Jacobi  gegebenen  Satz  über  die  Quadratzahlen. 

Indem  wir  wieder  auf  die  allgemeinen  Reihenentwickelungen 
zurückgehen,  benutzen  wir  ferner  die  Formel 

81) 

1 K — E n * 1 2ji8/  n*  rtu  2 q*  2nu  \ 

isiuV  — ~~K  I"  IK*  . nn*~  K*  ll  - + 1 - C°8  K 

SU12  K 

Die  Transformation  derselben  lässt  folgende  neue  Relationen  ent- 
stehen: Durch  Addition  folgt 

82) 

z2zf  K — E . n*  1 4ji2/  n1  jrit  2r/8  ‘2nv,  \ 

J — z'  “ ~K  ' ‘2K*  jrua  K*  \i  — r/C0S  K i — 5*  C0S  ~K~ ' ' ) 

008  2 K 


Durch  Subtraction 


. n » 

2»'z1siny  __  n8  sln  2 K 

J — z'  K*  ~ jim*~ 
cos  2K 


83) 


7t*  / ql  . nu  V . 3tew  \ 

4A^lr-7sSm2x-r-?sin  k ■ 


K 


Wir  setzen  in  der  ersten  u — g.  also  zf  = y z',  cs  resultirt 
t8  K-E  n'  4n*(  V _Vi  \ 

84)  l-y*' F + Ara+.ira  Vi--z8_i-a,,H  )’ 

welche  sich  ebenfalls  zur  Berechnung  von  E benutzen  lässt.  Dem- 
nach ist 

85)  K 1 1 — Vz'  + FV1  + 1 — 1 — </,6  + ) 

welche  Reihe  sich  durch  starke  Couvergenz  auszeichnot. 
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In  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  werden  Reihen  zur 
Berechnung  von  Fq>  und  E<p  entwickelt,  welche  nach  den  Sinus  von 
<p,  2qp,  etc.  fortschreiten  und  demnach  zu  einer  Transformation  nach 
der  bisher  angewandten  Art  wohl  geeignet  erscheinen. 

Da  dieselbe  keine  Schwierigkeiten  bietet,  so  überlassen  wir  die 
Umwandlung  beider  Reihen  dem  geneigten  Leser. 


V. 


Auch  die  Rcihcnentwickelung 

sin  amu  cos  amu 
J amu 


8G) 


4w  { q . nu  , q3  . 3 ttu  q3  . 5 nu  \ 

= » \l=?mK+i=? sm  ^+Wu3in  ~K  + 7 


lässt  sich  mit  Hülfe  der  Formeln  in  I)  leicht  transformiren. 
Man  findet 


\n 


(-q- 


oder 


87) 


1—*'  — z‘K  \1  - 


nu 

\ cos „ 


3 nu 


2 K 1 — a“C0S  2 K 


1 /zf  — *'  du  ( n nu  q3  3nu  , \ , 

V ^-|17  ” 7k (l  — ? cos 2K  1 — q11  cos  2 K + "7  uud 


\fl  — A / q 
V = sAVl  — 


q . nu 
— sin  — - 


o3  . 3nu 

2A+rr?8m2Ä 


+ •••)• 


welche  mit  früher  abgeleiteten  in  Verbindung  gebracht  werden  können. 

Setzt  man  in  der  ersten  u =»  0,  zf  — 1,  und  ersetzt  darauf  z' 
2V-' 

durch  — 7.  K durch  ^(l  + z’JÄ,  so  kommt 

1 -f-s 

„ . 8»  / 31  *!L  \ 

(l  — yo  = K[l_gi  i_4i*+i_sw-j 

Wie  wir  nachher  zeigen  werden,  sind  die  obigen  Reihen  für  eino 
durch  die  Kcttenlinie  vermittelte  geometrische  Erklärung  der  links 
stehenden  Ausdrücke  von  Wert. 


Ebenso  lässt  sich  die  Reihe 


2Acos 


nn  COS  am  u 
2A_ 


89) 

2 n ( q nu 

A\i+aC0S“1'— 


q 3 3)ru 

2K~  l4VC°S  2Ä 


+■") 
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mit  Erfolg  verwerten,  wenn  man  die  zur  Transformation  des  Aus- 
druckes 

1 , 1 cos  <pt  -f-  cos  rpt 

cos  am  u,  ' cos  am  u cos  ga,  cos  g>a 

nötigen  Werte  mit  Hülfe  dor  Formeln  in  I)  berechnet. 

Es  kommt  schliesslich 


90)  |^_£p+>l/1  + 

' K nu  V2cosa  r 1 

C0S2 K 


2 z_ 
1 —z 


2 n [ q nu  g3  3ji«  g6  5n u 

VH-9  C0S  1 + ? C°S  4A  — l + 5hC0S  4Ä' 


hnu 
[K 

q 7 7 nu 

‘l+g7  C0S  4A' 


“+-)■ 


Ist  u — 0,  so  folgt  wegen  cos  a =: 
90,) 


1 — z 

i-R 


>^2/(1+*')  = |(i  - gs+r+^+rfe  _ •) 


Wir  dividiren  die  Reihe  durch  die  ähnliche  in  III  53)  und  man 
findet 


91)  vV  = — 
oder  wegen  55,) 


_ H v . V . V 

l + g l + g*^~  1 + g6  ' l+g7 

' ~ (1  — 2g4  + 2g16  — 2q^  TT.)1' 

1 — 2g -f- 2g4  — 2g9... 

“l  + 2g  + 2g4  + 2g9...' 


■1 


I 


Schreiben  wir  diese  Gleichung  noch  einmal  und  setzen  — g statt 
g,  so  erhalten  wir  durch  Multiplication  beider 


2g 


92) 


2g3  2g3 

'l+gS+I  + g5 


2g7 


) 


1 + 2 l + 23_T"l  + 2D_rl  + 27 

XV  +l-2+l-25  1 — g5  1 — g7  ' / 

=>  (1  — 2g4  + 2g16  — 2g3«-f  2g64...)4 


Man  wird  bei  genauerer  Durchsicht  dieser  Relation  bemerken, 
dass  dieselbe  mit  dem  früher  angeführten  Satz  von  Jaeobi  in  gewis- 
sem Zusammenhang  steht.  Führt  mau  nämlich  q*  — x ein , so  ent- 
hält die  4.  Potenz  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  als  Expouen- 
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ten,  während  das  traDsformirto  Product  alle  ganzen  Zahlen  als 
Exponenten  enthält. 

Die  lotzto  Reihe  können  wir  wieder  durch  eine  andere  ersetzen, 

i ’ 

wie  überhaupt  die  Bildung  der  Reihen  ciuo  fast  unerschöpfliche  zu 
sein  scheint.  Denn  wie  an  oinigen  Beispielen  gezeigt  ist,  kann  jede 
transformirto  Reihe  der  elliptischen  Functionen  wieder  transformirt 
werden. 


Benutzen  wir  die  bekannte  Reihe 


93) 


1 — **BiiHp*-{-*'*tgq»* — 


2n2  ( q n u 2 os  2 rtu  3 q3  Znu  \ 

~ x*ii-lco*K+T+7*coa  JT+T^coa-K  ••  ) 


zu  unserer  Transformation,  so  hat  man  zu  beachten,  dass 


_ _±_ 

nue*  * nuJ  nu 
cos  2K  cos  2K  cos2K 

ist.  Daher  folgt  nach  einigen  Rechnungen 


y K * 
cos <p*  n* 


1 


V 


4 cos^ 


JteU, 

; COS  jr  + r 


4<j* 


2 nu 

cos-ir 


woraus  für  u — 0 


95) 


z'K* 


2 q* 


4a* 


G</ 


4 i - j-  g*  i + a4  i + >i 


+■ 


Nun  haben  wir  in  54)  die  Reihe 


y*'|-=  |(l-V+2a8-2fl«+...)8 

abgeleitet  Das  Quadrat  derselben  ist  aber  gleich  der  Reihe  95),  so 
dass  man  hat 

<6-i&+r&-i$?+")  - »-V+V-W+..J*, 

also  auch 

96) 

Setzt  mau  hierin  — x statt  x,  so  erhält  man  die  oben  erwähnte  Reihe. 
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97) 

‘(ä+Ä+i£i+Ä+-  •)  - «+*■+*+*>+ -j*. 

Diese  beiden  gebon  von  neuem  eine  Relation,  wenn  wir  ilir  Pro. 
duct  bilden  und  die  in  56)  abgeleitete  Reihe  beachten.  Gestalten 
wir  die  Ausdrücke  noch  etwas  um,  so  gewinnt  man  folgende  B’ormol 


98) 


8s'  16s*  , 24s»  , 32s1  , \ 

i — s * i+<z2i" i-s»_f'i+g‘+"7 

w {-  % t 16g*  24s5  , 32s1 

x\  i+s+i+<t*  1+V+1+«4 

= (1  — 2s*  ■ + 2s8  - 2s18  + 2s32  — ...)8. 


Diese  merkwürdige  Relation,  die  augenscheinlich  eine  Erweite- 
rung des  Jacobi’scheu  Satzes  von  der  Quadratsnmmc  ist,  schreiben 
wir  nach  der  Entwickelung  der  Brüche  in  Reihen  in  folgender  Form: 

99)  ( 1 + 8s  + 24?* + 32s3  + 24s1  + 48s5  + 96s“  + 64s7  + 24s8...) 

X (1  — 8s  + 24s2—  32g»  + 24s4  — 48s5+ 96g8  - 64g7  -f  24s8...) 

■=  (1  — 2s*  + 2g8  — 2s18  + 2s32  - 2s50  + ...)8. 


Bei  der  Multiplication  der  obigen  Reihen  verschwinden  die  Glie- 
der mit  ungeraden  Exponenten  und  dio  Function  erhält  nur  noch 
die  Potenzen  von  s*.  Ersetzen  wir  also  wieder  s2  durch  r,  so  wer- 
den in  der  ersten  Reiho  wahrscheinlich  sämmtliche  Potenzen  von  s 
vorkommon. 

Die  transformirte  Form  wäre  also 

100)  1 — 16s  + 112s*  — 448s3 + 1136s1  — ... 

= (1  — 2?  + 2s1  — 2gs  + 2s18  - 2s*5 +-)8. 

Daher  hat  man  den  allgemeinen  Satz,  dass  die  achte  Potenz 
einer  Reihe,  deren  Exponenten  die  Quadrate  aller  Zahlen  sind,  gleich 
einer  Reihe  ist,  die  alle  Zahlen  als  Exponeutenten  enthält.  Da  aber 
jedes  Glied  der  auf  die  achte  Potenz  erhobenen  zweiten  Reiho  ans 
dem  Product  von  acht  Gliedern  besteht  und  also  die  Form 

,/*!*+ “s*+ “>*•••“»*  ' 

hat,  so  ist  für  irgend  eine  ganze  Zahl  z.  B.  h = 1000, 

h - a,  *+ «**+<%*...  o**  — l*+22  + 32+42  + 7*+102+14*-f  25*, 

woraus  der  Satz  folgt,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  acht 
Quadraten  ist,  die  irgend  acht  gleiche  oder  verschiedene  ganze  Zah- 
len oder  auch  Null  bedeuten. 
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Wir  machen  hier  darauf  aufmerksam,  dass  in  Folge  der  Formel 

(1-22+2^-  22®  +...)  (1  + %+  22*  + 22®+...) 

= (1  — 222+238  -22,8+...)S! 

die  vorhin  entwickelten  Relationen  fortgesetzt  werden  können,  wo- 
durch eine  ausserordentliche  Allgemeinheit  entsteht.  Multiplicirt  man 
nämlich  die  Reihe  100)  mit  der  ihr  analogon , nachdem  in  letzterer 
— 2 statt  2 gesetzt  ist,  so  verschwinden  die  ungeraden  Potenzen  und 
es  entsteht  eine  Reihe,  in  welcher  wir  q anstatt  q1  setzen.  Daher 
geht  in  Folge  der  Benutzung  der  letzten  Hülfsformel  eine  neue  Re- 
lation ähnlich  ihren  Vorläufern  hervor,  und  diese  Reihe  wird  jeden- 
falls sämtliche  Potenzen  von  q enthalten.  Da  aber  ihr  gleichwertiger 
Ausdruck  durch  dio  16.  Potenz  einer  Reihe  dargestellt  wird , deren 
Glieder  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  zu  Exponenten  hat,  so 
kann  jede  ganze  Zahl  in  eine  Summe  von  16  Quadraten  zerlegt  wer- 
den. Beachtet  man  die  Ordnung  dieser  Potenzen,  so  hat  man  all- 
gemein den  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  2" 1 2 Qua- 
draten ist. 

Dies  einigermassen  überraschende  Resultat  sotzt  allerdings  vor- 
aus, dass  in  den  bezüglichen  Reihen  sämtliche  Potenzen  von  q vor- 
handen sind.  Ob  diese  Annahme  allgemein  gültig  ist,  müssen  wir 
vorläufig  dahin  gestellt  sein  lassen,  scheint  aber  doch  zweifellos  zu  sein. 

Hinsichtlich  der  in  80)  aufgestellten  Reihe  möchte  ich  hier  noch 
einschalten,  dass  die  bekannten  Relationen 


101) 


V» 


9 Vg+i^+iV5--- 
" l + 22  + 22*  + 229+  ...’ 


, , 1 — 25+22‘  — 22®+... 

V * -l+23  + 22*+22®  + ... 


in  Folge  der  Formel  <=  1 auf  die  folgende, 

(1  + 22  + 22*  + 24®+...)*  - (1-22  + 22*-  29»+  ...)* 

102) 

= 163(l+22+  2b+210+-)4 

führen,  deren  Bedeutung  wir  oben  schon  festgesetzt  haben.  Ob  der 
der  darauf  bezügliche  Satz  über  dio  figurirten  Zahlen  wegen  der 
Leichtigkeit  dieser  zweiten  Ableitung  schon  früher  gefunden  ist,  ist 
mir  nicht  bekannt. 

Arch,  tj.  Math.  u.  rhys.  2.  Reihe,  Teil  II.  1 1 


Digitized  by  Google 


162  Oe  hing  haus : Transformationen  der  elliptischen  Functionen 


VI. 


Für  die  folgende  Untersuchung  beschäftigen  wir  uns  mit  der 
Keiho  für  E (am  u),  welche  bekannt  ist  unter  der  Form 


103) 


£(amu)  = 


wobei  wir  die  Relation 


E<pt  fi'fj  = Etp  + z2sin<p,  sin qn3 sin </> 

benutzen  werden.  Bezüglich  des  Ansdrucks  sin  qo,  sin  qp±  erinnern  wir 
an  die  Formel  15). 

Die  Addition  würde  auf  ein  schon  bekanntes  Resultat  hiuans- 
kommen,  die  Subtraction  ergibt 


104)  E<f 


z2sin  <p  cos  if 


in  / q* 

* VT-«* 


lK 


Auch  diese  Reihe  lässt  eine  nochmalige  Umwandlung  zu,  wenn 
wir  berücksichtigen,  dass 


sm  gijCos  q?,  , sm  cos  <jp; 
+ *'  ~ 


ist.  Da  aber 


J.2  sin2<j>,  ±zf,  sin‘2yj-f-z,(sin2<p1isin2g>s) 
2z'(l  + s')  (i  -f-  sin  o) 


zf,sin2  <Pi=R+a’  C08a 

so  ergibt  die  Berechnung  für  das  obere  Zeichen 


sin  2 <j),  sin  2g>s 


sin  2ift, 


z2sin  g)j  snigj 

2-}-(l-(-z')  sin« 

“ (l  + sino) 
welcher  Ausdruck  schliesslich  in  dio  folgende  Reihe 


8n  / q2 

C03“-x  vr-? 


3 nu 


cos2 K l-gIsC0S2X  - 


) 


105) 


1 - sina 
1-f-sina 


8n/  q2  nu 
K\i-qiC0S2K~ 


q6  3 nu 

1^V*C0S2 K 


übergeht.  Man  sehe  über  dio  Anwendung  derselben  die  Formeln 
68)  in  III.  nach. 

Indem  wir  ferner  das  untere  Zeichen  berücksichtigen,  folgt  nach 
einigen  Umwandlungen 
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106)  Erp  = tgqp  (V^  + z - 

E 8?r  / g4  , nu  g8  . 2jtu  \ 

+ ku~  k ^vr=vsmx  — r^ysBmir  ■-)' 

Eine  neue  Reihe  ergibt  auch  die  Subtraction  der  Gleichungen 
104)  und  103) 

_ K z2sing>C08ip  <7(1+?)*  . nu  g2(l — g2)2  . 2n u 

107)  2n  ~J+T~  = r-“g"4  S1" K + 1-g8  sm  IT 

. g^i+g5)8  . 3 nu 

+ 1 — gl*  8,n  K • 

deren  Bildungsgesetz  klar  ist.  Ebenso  ist  für  spätere  Untersuchungen 
der  Differentialquotient  von  104)  von  Bedeutung.  Man  findet  nach 
einigen  Rechnungen 


108)  z' 


, 1 + 
■■'+J 


E 4rc2/  g!  nu  2g4  2jih  3g°  3 nu  \ 

k w*  \i— qi<M8  w ~~  1 — g« C08ir  + r=^co8ir-  )' 

Es  lässt  sich  auch  die  Reihe  104)  mit  der  bekannten 
n nu  . 2n  / g*  . nu  g4  . 2jtu  , \ 

2if  tg2Ä— * tgam"  = ÄT~  \1  + g*  Snl]f  ~ l+^4S1“ir  + -j 


zur  Aufstellung  einer  neuen  benutzen.  Sie  ist 


z2  Sin  q>  COS  <p  n nu 
~Ktg2K 


, , Z'SIII® 

109)  E<p  = 2z  tg  <p  + 

E in  ( q*  . nu  g8  . 2n«  , \ 

~ KU~~K  \l^7^nÜ  ~ 1^5  8inT'+ 

Endlich  wollen  wir  noch  diese  mit  2 multiplicirte  Gleichung  von 
106)  abziehen,  man  hat 


110)  Erp  = §»-^  tg  ^+tgg>(2z'+2zf+j/“-“  — Y»'+^j 

8n;  g8  . nu 

— TT  7i “ST  Sm  -Tr  U.  8.  W. 

A (1  — g8)  A 

Die  entwickelten  Formeln  können  zur  Berechnung  von 


dienen. 


-z2sin  tp-  dtp 


n* 


Digitized  by  Google 


164  Oeking  h au  s : Transformationen  der  elliptischen  Functionen 

Man  kann  ferner  die  bekannte  Reihe 


2 d 


_ Sec  r, 

cos  tp  h '2h 


71 U An 

K 


n / q 

' VI -o 


COS; 


9 


3 71U 

,»c08ö^ 


'+■") 


mit  der  ans  87)  folgenden  transformirten 
ä — J 4 n 


- z An  / 

l<p  K \1- 


q 7Zu  q3  Snu 

i COS  „TS  — , — COS  ÖI- 

-q*  '2h  1 — q1'  ‘2h 


vermittelst  Subtraction  verbinden,  das  Resultat  ist 

....  z/4-*'  An  fl  Tiw  q2  Ti  u q°  3«m  , \ 

COSqp  h \4  2A  1 1 — q 8 2A  1 — qb  2A  1 / 

und  wird  die  Reibe  mit  der  aus  105)  folgenden  verknüpft,  so  ist 
das  Endresultat 


sm« 
l -)-  sin  a 


112) 

cos  cp  2 r 1 - 

An  Sl  nu  qi  nu  q12  3«»«  . \ 

~ K \l  sec2Ä+  1 — q* C0S2A'  ~ 1 “g'ii!c0S2K  + ■■■)• 


(i+w  = -*(-  + -q- _ V 

Ui-ya)  A'  V4  +1— q4  1— q12+l  — q*°  ") 

Auch  die  Reihe 

n nu  2n / q2  . nu  , q4  . 2nu  \ 

2Äcot2A-c°t9>  = K tf+q2  Sin  A-  + r+q481Q  K + 

gibt  transformirt 

K . , 1 nu  q2  mt  q6  3it« 

113)  4^(1— a ) tg  « — 480C2A'  l-(-q2cos2A'+  l-f-q«C082ÄT  “ -> 


woraus  für  « =*  0 und  cos«  = 


1 + 2' 


K , 1 <r  . 96  q10  , 

114)  2hVz^Ä~  l + q2  + 1+76  - 1 +9I0+ 

Benutzen  wir  ferner  die  bekannte  Formel 

4 

, . nu  , 2V q . ( q nu  1 7*  2nu  \ 

ln  sin  qo  ln  sin  gj.  - ln  +2  ^ cos— + g ^ cos-^  + ...  j, 

so  ergibt  sich  daraus  als  transformirtc 
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ln  z — ln  ö cos  TTTr 

1 — Z Z Z 1\ 


ln 


4 y</ 


/I  (/*  71«  \ 

4\21-f  <JiC0SK 


d.  i. 


1 , J -\-  z'  TI«2  1 r/*  jr«  27t«  \ 

8to4^_*'c082Ä'  = r+?C03A-  - r+7C0Sir  + ■•■> 


1|  l/l+sin«  JI«  }</*  71«  1 I,  ...» 

114)  g ln  2,  |/  i . ,yicos  ^ - g o.-8cos  +..., 


Z7tU 


1 1„  O 1+V?.'  1 4 _«!_ L 1 l'" 

8raJ,l-V*'“4  1+^  6 1 +'/8  ' 12  1+V2-"' 

Mau  sicht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  Reihen  abgeleitet 
werden  können,  and  wie  ungezwungen  sie  sich  den  mannigfachsten 
Verhältnissen  anschmiegen.  Eino  wertvolle  Anwendung  gibt  auch  die 
bekannte  Relation 

J am  («  iK  ’)  = i cot  am  «, 

welche  wir  auf  108)  beziehen  wollen.  Demnach  geht  der  Ausdruck 

r . , , z’(l-f-z’J)  . z’(l  — z'cotq>.i)(z’-j-COt<p.i) 

zur  Linken  oder  ~zqrj-  über  in  s'ä  + cot^ = 

z2  . . „ sinqocoscp  . _ , x TT  , . - . . . . nn  . 

+a  g8  T — *•  Rechter  Hand  transformirt  sich  cos  ^ in 


+± 

2 


A" 


71 K' 

K 


COS  t ~ 


— Sin  -Tr 

K 


(7iu  , nKr  \ e A'  -j- 

r+T')“-  ~i 

, . 1 -4-  q1  7t«  1 — q1  . 7t« 

oder  in  —5 — cos -r. — 1—3 — sin-rr- 
2 q h 2q  A 

Werden  sämtliche  Glieder  in  dieser  Art  berflcksichtigt  und  nach 
reellen  und  imaginairen  getronnt,  so  erhält  man  die  folgenden  Reihen 

1 B 27t2  / q 7t«  2 qi  2ti«  riqs  371«  \ 

jänü*  “ *U^VC0S  A — i=-^C08lT  + 1—j»®0*  Ä 

115) 

z2sin<pcos<p  2?c2  / q . 2'/2  . 2tt?4  . 3</3  . 3nu  \ 

- — - zkAhv81“  k - 1 +7‘sm"Ä  + i+?8,n  Ä— ••  j- 


Wird  diese  Reihe  durch  die  bekannte  für 
so  folgt 


sin  am  « cos  am  « 
<4  amu 


dividirt, 


Jam  n ■ 


q . TS«  . ir  , 37t«  . 7"  . U7SK 

A ry  r+i=?sm"x  +hto81dt+- 

~ 0 2jtw  , 3f/8 


3nu 


q . tcu  2q2  . 

HVSln  TT — l+7‘8m  K + i+7“sm  K~- 
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_ 9 

•re  1 

116)a  Jamu 


2 n!  . 2ms  , 3i js  . 3itu  . 

„ i+?BiaT  + i+?sin-K +i+?sul~JC  + ■ 


2X  9 ■ nu  i <73  . 3tcii  . 9 5 . 5ms 

i—rjts,D  k + x + 1— il°sm  X 


^amu*  = z1 


q . nu 


2 o*  . 2jtu  3g3  . 3ji« 

9111  ^+I+?8in~*  + ... 


X 


q . Ttw  2<?a  . 27tn  3#3  . 3rcu 

i#sin  x" — r+?sm  x + r+?sm  ~k 


Aus  115)  können  auch  noch  die  folgenden  Quotienten  berocbnet 
werden. 


n 1—9 * 
:2X  v 


q . nu  , 4o*  . 2jiu  9<73  . 3»u 

sin  4- r — --sin  — -+•  , — -r;sm 


‘X  ^l-^‘“  X ' 1 — (;c 


X 


ji«  . 2</2  . 2nu  , 3«3  . ‘3ms  . 

•sin  -jp-  + Tj3Ssin  k +iJ^68m_K  + - 


l-f-9*  X ^ l+</4  X ^ I+96 


116)b 


o . Ttu  , iq1  . 2jru  . 9»3  . 3 nu  . 

t l^V8m  X F-/sm  X r-7691°  ~x"^~  •" 
^ = 4X2  9 . ms  q 3 . 3w«  , 95  . 5jtk  , 


X ' 1— 9>os: 


X 


Auf  die  hier  benutzte  Relation  cotam  (u  + »X')  = am  t»  kom- 
men wir  nachher  bei  der  Kettenlinie  wieder  zurück.  Auf  62)  an- 
gewandt, resultirt  noch: 


V (1  - *')  (z#  + 1 - (1 + *')  sin  v2) 

2n(  , 1 — (—  9 nu  , , ,l  + 93  3jiu  , \ 

~X  (,l/9l  + 92COS2X+l/'z  1 + 9<C0S2X  + - j 

V (1  - *')  (^  - 1 + (1 + *')  sin  9>“) 

2n  ( 1 — 9 .nu  , , 1 + 93  . 3jtk  \ 

“ X ^'/l+?S,n2X  + l/9^ l+?8ln2X + ■.)■ 


VH. 

Wir  stellen  noch  einige  Betrachtungen  an  über  die  durch  Par- 
tialbrüche und  Quotienten  ausgedrückten  elliptischen  Functionen. 

Es  werden  sich  vermittelst  der  Transformation  noch  einige  be- 
merkenswerte Resultate  ergeben.  Gehen  wir  demnach  aus  von  der 
Reihe 
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K 2Kx  1 qcos2x — i/s  <23cos2x — qe  . 

2nm  n 4 “ 1— 2qcoa2x+q*~  1-223cos2*+-26  + ' ‘ ' 
so  kommt  es  darauf  an,  den  Ausdruck 

gCOs2j, — q2  qCOSiXf—  q1 

l--2q  COS  2*,  -f-  q*  — 1 — 2 q COS  2 *s  — q 1 

in  die  geeignete  Form  umzuwandeln. 

Für  das  untere  Zeichen  wird  man  schliesslich  finden 

g(l — g2)(eos2xt— cos2j8) g »in 

(1  — 220082*!  +9*1(1— 2q  COS  2*j  + 2»)  _ j_|_22*C0S  - - I „i 

K 

Daher  bestehen  für  beide  Zeichen  die  folgenden  Ausdrücke: 


^(1_/)j/l_(i±l)cOSB* 


117) 


g(l  ~g*) 

7tU 

1 -j-  2qi  COS  -j£-  -j-  q 


4 


g’q-q*) 

7ZU 

1 +22cCOS  j£-  + qu 


K 

4n 


i+A 

z’~ f-  A 


x g2  (c09^  + g2)  '/  (cosy  4-  g6) 

1 l + 2r/cos|“  + q*+  1 + 226C0S  — + 2,S)  + 


Um  die  Gleichung 


2 Kx  2 V 2 . — 222cos 2*-f-24)(l — 2g*cos2*-|- 2®) 

sinam  n •=  y j.  sin*  ^ — 22CO8 2*-}-22)(l  — 223cos2x  + 26) 


zur  Transformation  geschickt  zu  machon,  nehme  man  die  Logarithmen. 

Die  zusammengehörigen  Argumente  *,  und  *2  sind  dann  leicht 
in  die  geeignete  Form  zu  bringen  und  da 

2 Kx.  . 2 Kx 9 . cos  o 

smam  sin  am  — = sin <j>,  sin 9.  =*  j— 

ist,  so  ergibt  sich 
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118) 


l/ZEZ 

V J+z' 


+9®)(l+2g8co8  ~ + 418)  • • • 

2V  <7  COS  äTr ZI 7 c . 

(l4-22*C0S~-h21)^l+2«26C08^“+  ... 

und  diese  Gleichung  geht  für  » = 0 über  in 

119)  l/L-A  _oV  ra +/)(!+ 7a)...i2 

' V 1 +.*'  - 2V''  (.(l+5»)(l+5*)  ..  .J  ' 

1 — J 

Führen  wir  hierin  j-_p  = z und  q1 *  =*  //  ein,  80  folgt 

1201  V»-.  2vJ(1  + ,/8)(1+?4)(1  + ?")  -1 

120)  V*  2y?j  (1+9)(1  + 9,)(1+?6)  j 

Mit  dieser  verbinden  wir  die  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  bekannte  Relation 


■yjz 


r(+7ä)(i+?4)(i+?6)-r 


2y*'Vv  L(i— ?)d— 73)d-q5) 

und  erhalten  die  neue  Formel 


::]■ 


121) 


yv  = 


(i — g)  <i — g3)  (i — ?5)  ••• 
(l  + ?)(l+?»)(l  + 95)...' 


Infolge  der  einfachen  Ausführung  einer  auf  118)  bezüglichen  2. 
Transfonnation  gewinnt  man  noch 


122) 


1 /l  — sin  a 

X 1 + sino 


nu 

2 9 COS  -Tjr 


(1+298C0S”-  4-916)  ( 

'l+29,6C08  ~+9Si) 

1... 

(l+294COS~  -f  98)  1 

(l+2918cos  y + ?24)  • •• 

woraus 

123) 


££=**[! 


(l  + 9ä)  (1+916)  -P 
(1+94)(1+9is)...J 


Eine  nochmalige  Transformation  würde  zur  folgenden  Formel 
führen 
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124) 


l/i  i_* — V a'l/l— ain« [/  l—y's't/l—ama 

' -fl+V*?  1+sina  ' 1+yz'r  1+sina 


l/i  | 1— — sin«  ]/  1 — Va'l/l — sino 

' ~M+y*r  i+siua""4'  1-) --j/z'r  i+siaa 


0 2 m 
= 2?2  cos  2^- 


(l  + 2?,6cos  ™+V32)  ... 
^l+2g8cos  ~ + . . . 


Der  Ausdruck  links  ist  geeignet  zu  einer  goniometrischen  Um- 
formung. Wegen  « = 90°—  x können  wir  setzen 


i-v»' , i 
i+v* 


125)  tg  5 r - 9in2y, 


1/1+*'  . 
y 8lnT  — tg i/’, 

z 

“7  cos  (p  — tg2ig, 


also 


126)  tgy  = 2g*cos|^ 
und  wegen 

127)  arcsin 


(1  + 27'« cos  ~+r>s)  ... 
(l  + 2?“  cos  + ?16)  ••• 

l-Vz't/T^  sin  o 


folgt  also  auch 
128)  1 


1 + Yz'r  sin« 

. ( ?2  nu  1 q6  3mi  , \ 

4 \1  + ?4C0S2Ä  3 1 +g,aC0S 2K  + ■7’ 


y * nu  1 

2 r^+C032Ä~  3 1+7“  C0S2Är 


Znu 
CO®  öjr  + ••• 


Diese  Ableitungen  können  zur  Berechnung  der  zum  Argumont  « ge- 
hörenden Amplitndo  q>  benutzt  werden. 

Wio  bokannt  ist,  lassen  sich  die  Factorcnfolgen  durch  Keihen- 
summen  ersetzen. 


Q(1  — 2g cos  2x  + rf)  ( 1 — 2g 3 cos  2x  +g6)  (1  — 2g5  cos  2x  + g‘°)  . . . 
■=  1 — 2g  cos  2x + 2g4  cos  ix  — 2<f  cos  Gx  + ... 

QV gsinx(l  — 2g*cos2x  + g4)(l  — 2g4cos2x+g8)  ... 

4 4 .4 

— • ygsinx — y <f  sin  3x  + y g25  sin  5x  ..., 
darin  bedeutet 

Q = (1  — g!)(l  — g*)(l — gs)  ... 
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Indem  mau  also  die  vorhin  gefundenen  Gleichungen  für  diese 
Fälle  einrichtet,  hat  man 


■»>  VS- 


„ , nu  . „ , 3 nu  , „ bnu 

2qt  cos  2ÜE-r2'I*  cos  2Ä- '+ 2?»  cos  i>v-- 


2K 


ferner 


130)  \/\ 


— sin  a 
+ sin  a ' 


1 I n o TCIL  . j,  27t  11 

1 4-  23*008  -=r  + 2 <f  cos  ■—  . . . 

A A 

_ nu  . « n 5nu 

2q  cos  2<f  cos  + 23*5  cos  gjp  + . . 

„ . _ . »w  - 2*14  , 

l + 234cos  ,v  + 23lbcos  ~ — j-  ... 

A A 


n.  s.  w. 

Als  Specialfälle  findet  mau  aus  diesen 


131) 


V i+*' 


«,/,  g+g4+g18+- 

y2l+23s+2?#+...' 

i-yy  9 g+g9+g»  +- 
1 + V*'  1+2,/ +23«+...’ 


und  deren  transformirte 


,,  _ l+g*+g6  ••• 

y* - 2Vg  l+jjj+gj* ... 


Führen  wir  hinsichtlich  dieser  Reihenquotienten  die  Theta- 
functionen 


& (z)=l — 2e-ecos2z+2e_4ecos4z  — 2e~9ecos6z+..., 

4 4 4 

#/::)■=  2y«_Csinz — 2 ye“9Csin3z+2ye_25(>sinEjz+..., 

132) 

4 ______  4 4 _________ 

^2(3)=2yc-(,cos3-|-2Vc-9()cos33+2ye-26<Pcos52+..., 
^3(3)=l-|-2c“'?co823-(~2c“4(,cos43+2c“9()co86s+... 
ein,  worin 

itK'  nu 

P““T  und  z~Tk' 


so  ergiebt  sich  nach  dem  Vorhergehenden 


133) 


0,(2p*)  l /j—J  »,(2p-) 
<fs(2p*)’  y l+J  »(2 ez)’ 


/l  - sin« 
' 1 + sin  « 


= tgir 


^8(4pa) 

d3(4pz)' 
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Benutzt  man  noch  die  bekannte  Differontialformel  der  Theta- 
functionen 


so  folgt 
134) 


\fl8(*)/  _ uiHz}» iW 

dz  ” »3(*)S 


SAz'zsing;  u\ti  qz  9, 2 gz 
n (d+z')—  (#,2fz)s 


Zweiter  Teil. 


Die  in  ihren  Folgen  wichtigste  Transformation  bezieht  sich  auf 
die  jetzt  noch  zu  betrachtende  Reihe  für  ln  Jq 

, , 1 , , , . / q **«  , 1 q3  3)1« 

ln  J<p  - r2  ln . + 4 {jz^  cos  r + g r~ « cos  -g 

+ 6W»00*  *"+•••) 

Zunächst  folgt  für  die  Addition 

dtp1  dtpi  — z . 

Dagegen  gibt  die  Subtraction 


, 4w.  _ / <7  . 7tW  1 o3 

ln^~~  8(r^*sm2Ä-— ä r— 


g®  Sm  2K  ' 


Für  ln  können  wir  unter  Benutzung  der  obigen  bekannten 

/dtp.2  dtp*2 

Formel  ln  — r-  oder  — ln  — , - schreiben.  Da  nun  aber  <4®. 4 = 

Z M 

1 — z1  siu (p,2  ist,  so  führen  wir  die  in  I.  entwickelten  Werte  für 
sinqp,2  und  sinqpj*  ein,  wonach  für  beide  Ausdrücke  die  Relation 

2d<?3—2 — z3 — (l-j-»’)2cosaä+(l-f-*')sinnV,(l — z’)* — (l+*')*C08o* 

gilt.  Daher  haben  wir  unter  Benutzung  der  Exponentialfunctiou 

2 — z* — (l-|-z')8cosn!+(l-|-z,)sinay  (1 — z')2 — (l-4-z')2cosa* 

2) 

, „ / q . nu  lg3.  3««  , \ 

-2z'e±8(.l-?8in2Är-  3 1-^SW  2A  + 


Wir  bezeichnen  nun  die  periodische  Function  dieses  Ausdrucks 
mit  x , indem  wir  damit  die  Abscisse  eines  Punktes  einer  noch  an- 
zugebenden Curvo  bezeichnen.  Also  sei 
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o\  r — a(  <L  1 <f  . Snu  1 q*  . bnu  \ 

3)  8U-92  2K  3 1 — 26  8ln  2AT  5 T-— gi®  sm  2K  / 

Die  Gleichung  2)  nimmt  nun  die  folgende  doppelte  Form  au 


4) 


1 4-  z'8 — (1  -|-  z')8C08  et* ex  + Ä_I 

2«'  2 

(I  ~{~z')  sin  n V(1  — z')2  — (1  -j-g'^cos«*  c? — e~x 

- _ - , 


Hierin  müssen  noch  die  sin  und  cos«  mittelst  der  in  der  Einleitung 
gegebenen  Werte  durch  die  Amplitude  <p  ersetzt  werden.  Man  wird 
haben 

l + s'Vl — sssin<p!!  eF-\-e~x 

z'+y  1 — s'sinqo2  2 

5) 

z2  sin  rp  e*  — e~~x 

a'-j-  y 1 — zs  sin  i-2  2 


Bezeichnen  wir  endlich  den  variabeln  Ausdruck  der  linken  Seito 
der  ersten  Gleichung  mit  y,  so  ist 


6) 


y = 


(F  + e-' 
2 


die  bekannte  Gleichung  der  Kettenlinie,  deren  Eigenschaften  für  die 
geometrische  Durchführung  der  gegebenen  Transformation  von  hoher 
Bedeutung  sind.  Wir  haben  demnach  zu  zeigen,  dass  die  elliptischen 
Functionen  und  ihre  Reihonentwickcl ungen  durch  die  Geometrie  der 
Kettenlinie  eine  wertvolle  Bereicherung  und  Ergänzung  erfahren 
können  und  wollen  daher  zunächst  an  die  schon  bekannten  Eigen- 
tümlichkeiten dieser  Curve  erinnern.  (Fig.  2.) 


Der  Ditferentialquotient 


7) 


dy 

<lx 


e*  — e~ 


= tgd  = i 


hat  erstons  die  bekannte  trigonometrische  Bedeutung  tg<5  und  zwei- 
tens bedeutet  er  die  zur  Abscisse  x gehörenden  Curveubogeu  s,  wenn 
man  wie  hier  geschehen,  den  tiefsten  Punkt  als  Anfangspunkt  der 
Bogenlängen  nimmt  und  die  Constante  = 1 setzt.  Diese  Bemerkung 

nebst  der  Formel  y2  = .v2-|-l  oder  y = \ und  der  daraus  sich 

J 1 COS  0 

ergebenden  Eigenschaft,  dass  die  Projection  der  Ordinate  y auf  die 
Tangente  eine  Strecke  gleich  dem  Bogen  « bestimmt,  welche  von  dem 
zur  Ordinate  gehörenden  Abscissenpunkt  die  Entfernung  gleich  1 hat, 
genügt  für  die  folgenden  Auseinandersetzungen. 
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Demgemäss  haben  wir 


8) 


l+z'z# 
y " z'+x)  ’ 


» = tg  3 


z*  sin  <p 


«fy 


-1)' 


Es  kommt  nun  vor  allem  darauf  an,  die  Amplitude  g in  geome- 
triscben  Sinne  zu  definireu.  Die  Berechnung  derselben  aus  den 
obigen  Formeln  führt  auf  folgenden  einfachen  Ausdruck 


9)  sin®  = r • 

y — z 

dessen  Construction  in  Folge  der  Eigenschaften  der  Kettenlinio  sehr 
einfach  ist.  Indem  wir  also  festsetzen,  dass  durch  die  Reihe  3)  die 
entsprechende  Abscisse  der  Curve  charakterisirt  sei,  wird  auch  y und 
die  Gerade  * bestimmt.  Daher  kann  mau  für  alle  Fälle  eine  zur 
ar-Achse  parallele  Gerade  vom  Abstand  z benutzen , um  mit  der 
Differenz  y — z'  gleich  um  den  entsprechenden  Curvcnpuukt  xy  einen 
Kreisbogen  bis  zum  Durchschnitt  mit  jener  Einheitsverticalen  ziehen 
zu  können.  Die  letztere  schliesst  mit  der  Verbindungsgeraden  boider 
genannten  Punkte  die  gesuchte  Amplitude  cp  ein. 

Bezüglich  der  Reihe  für  x bemerken  wir,  dass  dieselbe  auch  auf 
eine  andere  Form  gebracht  worden  kann. 

Aus  der  bekannten  Formel 


— } ln(l  — 2g  cos  x -j-  g2)  = q cos  x -f-  Jg2  cos  2z  \q3  cos  3*  . . . 

lässt  sich  die  folgende  ablciten 

1,  l + 2gsin:c  + gs  . - s . „ , , . - , 

7 ln  , ' - * — ijsini  — Jg:isin3aH-ig-,sm5x... 

Demzufolge  entwickeln  wir  in 
x q . nti 

ö 1 — q‘  2A 

die  Brüche  in  Reihen  und  schreiben 


1 q3  . 3nu 
3WSin2^ +•■ 


g ==  (2  + 23  + 96  •■■)siu— . 
- (<Z3  + üa  + 9 16  ■ • •)  l sie 

+ (f/+3,5+?S6)  1 sin|™ 
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Werden  hierin  die  Verticalreihen  mittelst  der  genannten  Formel 
summirt,  so  gelangt  man  zum  Resultate 


10)  x = 2 ln 


oder 


(l  + 23sin2^+g!)(l  + 2g3sin  ^,+  g6)  ... 
(1  — 2g  sin  ^+?!)  (1  — 2gs  sin)  + g°)  . . . 


l+a'yi — s2sin924-38singi  . 

e*  == — — ; 1 . == = y + * 


11) 


z'+V  1 — * 


sin  9* 


(1  + 2g  sin  .,K  + g2)2  (1  + 2g3sin  ^r,  + gG)2 


(1  - 2g sin  ~ 4 g2)2 (1  - 2g*siu  ~ + g8)2  . . . 

woraus  noch  für  u = K,  g = 90°  ein  schon  früher  entwickelter  Aus- 
druck 

, f(l  — g)  (1  — g3)  (1  — g5)  -I2 

V*  “1(1 + »)(!  + ?’) (1+»6)  -J 


12) 

folgt. 


Wir  haben  den  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Achse  durch  3 
bezeichnet,  wir  führen  noch  seinen  Complementwinkel  £ = 90°  — 3 
als  Winkel  der  Tangente  mit  der  y-Acbse  ein,  beachten  den  Aus- 
druck 

»+»  = s+Vy2  — 1 

und  substituiren 

_1 1 

y cos  3 sin  ( ’ 

dann  resultirt 


13)  tgj£ 


(1  - 2g  sin  Yr  + g2)2  (1  - 2g3  sin  Yr  + g8)2 

TTM  TTJ/ 

(1  -f  2g  sin  ^ + g2)2  (1  + 2g3  sin  ^ + g“)2  . 


Der  eiugeführto  Winkel  e der  Tangente  mit  der  y-Achso  wird  dem- 
nach durch  ein  unendliches  Product  ausgedrückt. 

Die  in  VI.  108)  entwickelte  Reibe  lässt  sich  zur  Darstellung  von 
y als  Ordinate  der  Curve  verwerten , wenn  wir  beachten , dass 
14 -JA 


y — 


z'+J 


ist.  Führen  wir  diese  Substitution  ein,  so  resultirt 
14) 


E 4>t2  / g2  JIU  2g*  2jiu  3g6  3 nu  \ 

y — t} -rKi  003  K ~ \ _ . cos  K + 1— y>»  003  ~K™)' 
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Um  für  y noch  andere  Entwickelungen  anznbahnen,  gehen  wir 
auf  die  Reihe  871 


V 


A — z'  4 n 

~J+J=zK 


2 K 


zurück  und  berücksichtigen,  dass 


z'A  + l 
V ” A+z’ 

ist.  Führen  wir  das  hieraus  berechnete  A in  die  obige  Reihe  ein, 
so  erhalten  wir 


15)  Vl+Vt_2zV  = ^(r^ 


nu  <7 3 3nu 

y*coa  2K~  1—5®  C°S  2K 


+ -)■ 


Man  kann  übrigens  auch  noch  den  folgenden  Ausdruck  leicht 
aufstellen,  wenn  man  2z  y •=  (l-j-z')scos«8  setzt  und  die  Formel  29) 
beachtet.  Daher  ist : 


16)  y = 


(l-*')8  , (l+*')s 


4z' 


4z' 


C088 


(r 


q nu 

+ ?C082Ä 

1 93 


+ •••). 


3 nu 

3 l+96',uä  2K 

woran  sich  später  noch  andere  anschliessen  werden. 

Um  neue  Formeln  herzuleiten,  difierent:iren  wir  15)  nach  y und 
und  »,  man  hat 


dy 


8ji3  ( 9 nu 

I r.ns  - 


r 3 jim 

-C082A- 


z'^*\l  — qim°2K  1 — 9»wo2A'  ^ 

f q . nu  3 9®  . 3 nu  \ 

5* Bin  2 ic  ~ 310  int  • • • ) du > 

ebenso  ergibt  die  Differentiation  von  * 

4ji  / 9 nu  9®  3jim  \ 

dx  ~ K Vl^ 9* cos  2 K~  i'— T6  C0S  2K  ‘ ‘ 7 du' 

Aus  beiden  Reihen  folgt  durch  Division 


17)  | = S = tg<i  = 

2ji8  / 9 .reu  39®  . 3ji«  , . bnu  \ 

7k*  V,1^98 Sm 2 K ~ Sln 2 K + 1- 91®  8m 2K  • • 7' 

Damit  haben  wir  die  trigonometrische  Tangente  oder  den  gleich- 
wertigen Ausdruck  für  den  Bogen  * durch  eine  Reihe  ausgedrückt. 
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Eine  andere  geometrische  Beziehung  lässt  sich  wie  folgt  ab- 
leiten: 


In  VI.  haben  wir  die  Reihe 


Z — z' 
COS  Cp 


in 

~K 


Kr 


nu  9®  3nu 

-Iji  cos  2 K ~~  T”—*?«  C0S  2K 


+ -) 


aufgestellt,  welche  wir  mit  der  Kettenlinie  in  Verbindung  bringen 
können. 

Berechnet  man  nämlich  « als  Function  von  cp , so  ergeben  die 
obigen  Werte 

Vl  — sjsiuip*  — z\ 


* = tg  cp  - 
Der  daraus  folgende  Ausdruck 


x cot  ü 


cos  cp 
cos  cp 


bedeutet  .'geometrisch  die  auf  der  Einhoitsnormalen  durch  CF  bc- 
zeichnete  Gerade  l , welche  demnach  durch  die  Relation 


18) 


l ■ 


in  ( q nu  93 

-----  I r.  cos  t — — . 3 

A \1  —4 


nu  q3  3 nu  \ 

2k  - l ~Y6COa  2*  +••  ■) 


bestimmt  ist. 


Man  bemerke  aber,  dass  sowohl  «.cot<p  =1  als  auch  * durch 
Reihen  gegeben  sind,  der  Quotient  wird  demnach  in  einer  Beziehung 
zu  tgam»  stehen.  Daher  folgt  das  Resultat 

q . nu  393  . 3 nu 

n iZT7»Bm2i—  iZZqe  sin  2k  + 

19)  tgam«  = jjjrj-  9 ‘reit  3?s  3nu  , * 

1 — 9Z  2 A 1 — - qb  2A  * 

Diese  neue  Formel  ist  unter  andern  auch  ans  dem  Grunde  be- 
merkenswert, weil  sie  zur  Aufstellung  einer  Differentialgleichung  Ver- 
anlassung gibt  Wie  man  bemerkt,  ist  der  Zähler  das  Differential 
des  Nenners.  Führen  wir  demnach  ein 


q nu  3nu  . q°  bnu 

20)  Z — j — c°8  cos  2K  K*  1|_  jM  cos  2K  • ' • • 

so  haben  wir  nach  einigen  Zwischenrechnungen 

21)  — = z’tgamu.du 
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Substituiren  wir  hierin  die  bekannte  Formel 


, 2nn 
'am~K 


+ •••). 


du 


, Ti  nu  2n  ( q2  . nt 

= tgamu  - 2K  tg  2K—  — sm  ^ 

so  ergibt  sich  ohne  Mühe  aus 

r dZ  r Z1  . nu  92  . nn  , <7 4 . 2nu  \ 

J Z~  Kj  \^2K  l + 528m  Ä-  + l + s*Sm'Är---j 

das  allgemeine  Integral 

, „ . nu  2</!  nu  1 2 q*  2mt  , 

ln/I=  'n 008  2k~^~  1 1 + 2*  C0S  K ~~ 2 f+^*  008  ~K '+-+  Const- 

Zur  Bestimmung  der  Constauten  setzen  wir  u = 0,  dann  ist 


Da  aber 


so  ist 


lD,  !.V__  1 _V  , i s£ 

1 1 + g*  ~ 2 1 + j*  + 3 1 + 3«  ~ + Const- 


K 


z-i  «Yi +*'*-&», 


Z„ 


K 


*<>“ 

so  dass  man  schliesslich  hat,  wenn  mau  noch 

21)  Vl+st'*-,^ 

beachtet 


— l/l-*'  1 — -4 

J+?  u,,d  tg^=  Ki+7+p 


22) 


1,  1~\~  s 1 1 q2  7iu 2 1 «4  . 2t tu2 

» lu  r ^ + 3,  1 — *'  ■ rcu  — 2 l++Sm2Ä  — 4 1 ++SW  ~2K  + 
C0S  2K 

, 1 + *’  . ,,  , . *u  . /I  32  Jtna  1 34  . 2sr«a 

ln  i _ **4^  “ ln  sin  ^+8  l + ga cos  2K  4 i+tf»  sm  2Jf 

+ -..) 

Eine  zweite  Anwendung  der  Differentialgleichung  21)  geht  unter 
Benutzung  der  Relation  tgamu  = tgqo  in  Verbindung  mit  du  = dJ  her- 
vor. Daher  ist 


,IZ 
Z ' 


23) 

zu  integriren. 

Arcli.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  Teil  II. 


z'tgqidcp 


Vi- 


z‘  sin  qp- 
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Das  Integral 


ln  Z 


tgqprfqp 
Vl — assin^ 


* 


kann  durch  Einführung  von  cos  9:  =»  x anf  folgende  Art  geschrieben 
werden : 


dx 

V^T 


und  ist,  wie  nach  bekannten  Methoden  ersichtlich  ist,  ebenfalls  loga- 
rithmisch.  Man  findet  schliesslich  das  folgende  Resultat: 


ln^=ln^-^  + 2;  + Const 

zCOSqp — d — z 1 


Für  <p  — 0 wird 
so  dass 


Z°~  4*  K' 


Z z — 1 — z f z cos  cp  — d -\-z' 

Zq  z — 1 — J— ä'  zCOSqp  — d — z * 

und  endlich 


24) 


Kz 
47 1 


~COS  If  — d -\-z' 
z COS  <p-\-  d -\-z' 


q nu 

C0B  2K  ~ : 


3 nu 
*2 K 


Aus  der  letzten  Formel  folgt  noch 


cos« 


z COS  <p  — d -)-z' 
— zCOSV+^+a'' 


IX. 


Der  Differentialquotient  von  * kann  auch  benutzt  werden,  um 
eine  neue  Relation  für  y herzustellen.  Aus  derselben  entwickeln  wir 
dann  eine  kubische  Gleichung,  deren  Absolutglied  eine  periodische 
Function  ist.  Aus  7)  folgt 


dz 

du 


n3  ( q nu  q3  3 nu  25g5  5 nu 

Vk3  c08  2JT  9 F=7  008  2Ä  + C0S  2 Y 


)• 


und  wenn  man  beachtet,  dass  fydx  = »,  also  y = ist,  bei  Be- 

dx 

rücksichtigung  des  Wertes  von  j- 
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25)  y ■ 


7l2  1 

*4  7'k* 


q nu  q' 

~ ; cos  rr,>—  9 
— <?*  2 K 


3 3 nu 

e°8  2x  ' • • * 


q nu  ( 1 3 3nu  , 

W cos 2ä-  - 1-? cos  äF  + •■  • 


Den  Nenner  dieses  Quotienten  können  wir  durch  den  Ausdruck 


26) 


K 

in 


Vi  H-*'* — 2*'»  = J- 


2A 


53  3 nu 

r=:^ cos  2A 


+ ... 


ersetzen.  Erheben  wir  darauf  die  Formel  auf  die  2.  Potenz  und 
ordnen  nach  Potenzen  von  y so,  so  erhalten  wir  die  kubische  Glei- 
chung 


27)  y3 


1+.*1 

2z' 


,v!  + 


ttö  / q nu 

2/3K*  \1  — qi  C0S  2K  J 1 


qs  3 rpu 
— g®  008  2K 


, 25g5  5jr« 

+ r-g’"C03 


2K 


-)■ 


0, 


mit  deren  Untersuchung  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 


Das  zweite  Glied  ist  nur  vom  Modulus  s abhängig.  Der  Coef- 
ticient  des  folgenden  ist  = Null,  woraus  sich  auf  gewisse  Beziehung 
der  Gleichung  zu  den  reducirten  kubischen  Gleichungen  schliessen 
lässt.  Das  durch  eine  periodische  Reihe  ausgedrückte  Absolutglied 
ist  stets  positiv,  wie  auch  die  hier  geometrisch  brauchbare  Wurzel 
stets  grösser  als  1 sein  muss. 

Machen  wir  die  Gleichung  mit  der 


28) 


y3- Ay*+C-  0 


identisch,  so  folgt 


aus  A = 


1+5 

2z 


’z 

— der  Modulus 


29) 

und  ferner  ist 
K3 


a — Va*  — i, 


3 nu 


30)  ~\/2z'3C  — j _ssC0S2tf  9l  — s«C0S2A 


und  vermöge  25) 
K 


31) 


V'2  z'C 


4«  q nu  q 3 3nu 

1 — q*  C0S  2K  ~ 1-— • g® 008 2K  + •" 


Unter  gewissen  noch  auzugebenden  Bedingungen  würde  demnach 
die  obige  reducirte  Gleichung  vermittelst  elliptischer  Functionen  lös- 

12* 
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bar  sein,  indem  ans  den  Constanten  derselben  der  Modulus  auf  ein- 
fache Art  bestimmt  werden  kann  und  in  Folge  der  hierdurch  be- 
kannten K und  q die  Aufgabe  von  der  Lösung  der  transcendenten 
Reihe  abhängt  Sofern  q klein  ist,  und  dies  ist  meistens  der  Fallt 
ergibt  sich  durch  Versuche  der  Wert  von  n,  so  dass  y ebenfalls  be- 
kannt ist.  Da  diese  Bestimmung  wenigstens  theoretisches  Interesse 
hat,  so  wollen  wir  noch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  in  Kürze  auf- 
suchen. Wird  y ■=  1 gesetzt,  ist  also 


— = -2- V__L 

*3  (1  > 1 — 5*  1 — 1 — fl>" 


dOtf 


so  wird  stets  in  den  andern  Fällen 


K 


n 3 1 — cf  1 — (f  1 

§ VÜ*C  <§%'(!-/) 


d.  i. 


sein  müssen.  Oder  einfacher,  cs  muss 


d.  i. 


C < A — 1 


sein.  Da  ausserdem  auch  A > 1,  wie  aus  29)  hervorgeht,  so  setzen 
wir  für  eine  allgemeinere  Betrachtung  die  Gleichung 

32)  x'3 — <Krx'*-}-e  = 0 

fest,  worin  a und  c vorläufig  willkürliche  positive  Zahlen  sein  mögen, 
und  setzen  x'  = n y. 


Also  wäro 


mit  der  Gleichung  28)  in  Beziehung  zu  bringen.  Gemäss  der  obigen 
Bedingung  hat  man 


— 1 oder  c an-  — n3. 

n 6 n 


Da  aber  = 


1 +*'s 
2z' 


2 za  , 

d.  i.  n = 'st,  so  muss 


c z'Hl-’)* 
4a3  ^ (1 +*'*)» 
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sein. 


Odor  was  dasselbe  ist 


g'(l-V) 
(1 +*'*)*' 


Die  weitere  Untersuchng  hätte  sich  nun  mit  dem  Ausdruck 
rechter  Hand  zu  beschäftigen , der  für  verschiedene  Moduli  verschie- 
dene Werte  erhält  Daher  muss  der  Grenzfall  des  grössten  Wertes 
gesucht,  d.  h. 

z’a—z') 

(1  +*’»>* 


differentiirt  werden.  Der  hieraus  berechnete  dem  Maximum  des  obigen 
Ausdrucks  entsprechende  Wert  von  s'  bestimmt  die  Gronzo  für 

\V%- 

welche  nicht  überschritten  werden  darf. 


Die  Differentiation  führt  auf 


*'3  — 2s'2—  2s’+l  =0, 
woraus  für  den  Grenzfall 

3-V  5 
2 ' 

Eingesetzt  in  die  Ungleichung  folgt 

11  ß . 1 . .4  «3 

2 1 «s  <-3v'3  odcr  c<~  27’ 

Man  wird  schon  in  dieser  Bestimmung  das  für  rcducirto  kubische 
Gleichungen  von  der  Form 

33)  ic3 — j>x-|-2  = 0 

wesentliche  Unterscheidungsmerkmal  für  reelle  und  imaginaire  Wur- 
zeln erkannt  haben.  Indem  wir  die  letztere  Gioichung  anstatt  der 

1 jy  1 

früheren  hier  benutzen,  also  x — — „ a =■  c ■=  - einführon,  geht 
’ x q 1 

die  Ungleichung  in  die  folgende 

27<?*  < 4p* 

(dessen  q mit  dem  q der  periodischen  Reihen  nicht  verwechselt  werden 
darf)  über,  welche  die  Bedingung  von  3 reellen  Wurzeln  ausdrückt. 

Die  Gleichungen,  welche  wir  vorhin  gefunden,  beziehen  sich  also 
auf  den  Casus  irreductibilis , worin  eine  Wurzel  dio  Ordinate  y aus- 
drückt. 
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Ans  der  Transformation  der  obigen  Gleichungen  resultirt  dem 

S«3 


nach 


34)  J (!+*'*)  p 


SV 


9 

1-g» 


nu  99°  3jtu 
cos ngr  i ..b cos 2 "* 


2JST 


Wenn  man  mit  Umgehung  des  Grenzfallcs,  für  den  es  einer 
Unterscheidung  nicht  mehr  bedarf,  ein  bestimmtes  z wählt,  so  muss 

<7»  2*  »fl 21)» 

3&)  ^ < "(Y+2^  8eiD- 

Die  Constanten  9 und  K sind  dadurch  gegeben,  so  ist  z.  B.  für 
2»  = | und  ^ q = 0,0857957,  K - 2,156515.  Bei  kleinen 

Werten  von  9 ist  die  Berechnung  von  u nicht  besonders  umständlich. 

Die  durch  eine  periodische  Beihe  darstellbare  Wurzel  der  Glei- 
chung ist  dann 


36) 


in 

~K 


nu 

9S  C08  2K  1 


g3  3 xu 

— o*  C0S  Y/C 


«t5  5nu 
+ 1 — 9><> cos  2 K ' 


Wir  gehen  nachher  auch  noch  die  Auflösung  der  übrigen  durch 
die  Cardani’sche  Formel  lösbaren  Fälle  der  kubischen  Gleichungen 
vermittelst  der  Kettenlinie. 


In  19)  haben  wir  tgamu  in  Form  eines  Quotienten  durch  zwei 
periodische  Functionen  ausgedrückt,  so  dass  die  Frage  entsteht,  ob 
ebenfalls  sin  amu  und  cos  amu  auf  ähnliche  Art  bestimmbar  seien.  Wir 
erinnern  zu  dem  Ende  an  die  Reihe  104) 


E<p 


3 in/ 

-77  1 7 


K 


q4  . 2*u  . \ 


zf+z'  ~ K K\\—qi' 
welche  wir  mit 

E . 2»  / 9 . nu  . 9*  . 2uu  \ 

E*  = zu+  K Vl^s  + W 8m  -K+-) 

durch  Subtraction  verbinden.  Man  findet  folgende  Relation 

2*  sin  (p  cos  <j>  2n  /g(l-|-g)*  . n»  . ,(1 — 9»)*  . 2nu 

37>  = K VT=F  Sln  K + «*  -f-gT 8ln  ~K 

, .0+9*)*  ,_3**  \ 
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Dieselbe  lässt  sich  mit  der  Reihe  17)  für  s weiter  verbinden. 
Die  Division  beider  ergibt  geordnet 


_(l  + 2)*  Jtu  , (1  — g*)1  _,  _2nu 


38)  cosam«  = 


z'K1  1 


w^inr+«*w8inV+-- 


7tU 

— 


3g3 


3h:m 

X2K 


1— 2^‘“2A  1—3' 

woraus  noch  nach  Mnltiplication  von  tgamu 

(1—  <z)2  . »«  , ,(1  — g*)J  . 2jt«  , 

1 1 JZZfT  »in  -K  +2»  sin  ^ +.. 

39)  sin  am  » = ij 3 «ü ? 3^ 


folgt. 


1 — 2*C0S  2K~ 


T^rrsC082F+  ••• 


1 


Beide  Reihen  besitzen  gleichen  Zähler. 


Da  sin  <p  = — - — ist,  so  kann  man  für  sin  am»  und  ebenso  für 
y— * 

cos  am«  zwei  analoge  Ausdrücke  leicht  hersteilen,  wenn  man  die  für 
* und  y entwickelten  Reihen  einsetzt.  Die  Reihe 


40)  z'y 


E _ in* 
K~  K* 


wird  für  y = 


l+s'* 

2s' 


znm  Maximum,  d.  h.  es  ist 


H1+*  ) — JJ--1-  K1  \kl_34+1_28  + 1_312  + - j’ 
und  für  y — 1 znm  Minimum 


~ K K1  \1- 


V , _3«!_  \ 

> l-gSfl-glS  - )• 


welche  Formeln  mit  früheren  übereinstimmen.  Die  Differenz  beider 
möge  man  mit  früheren  Ableitungen  vergleichen. 


Man  kann  nnn  die  obige  Reihe  für  y in  folgender  Art  zur  Bil- 
dung neuer  Beziehungen  verwerten.  In  Folge  der  Bedeutung  von 

e*4-e-* 

y ” — 2 

besteht  demnach  die  Reihe 

E in1  ( 3*  1 tu  2q*  2 Jt»  , \ 

2 - kj  ~ 7k*  Iw  008  k ~ r-? cos  ä +-)• 
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Wir  Diffcrentiiren  sie  unter  Beachtung  des  in  VIII.  gegebenen 


dx 

Wertes  von  welcher  in 


e? — c~x  dx 
2 du 


47t  / 

~zrK*  \ 


</2  7t u 4 qr  . 2nu 

r=?~r 


"+-) 


eingesetzt,  den  neuen  Ausdruck  für 


Hg* 


41)  .»  ■ 


dy 


sin  tt-  — 


2 nu 


' + ••• 


tg  8 • 


dx 

hervorgehen  lässt. 


•'  K*  <1  71h  «7a  3t zu  , 

— y COS  r—,  — q 6 COS  <r=r  + ... 

1 — q*  2K  1 — <f  2 K 1 


Bemerkt  man  aber,  dass  der  Nenner  dieses  Bruches  durch 

jSVi+«'* — 2z' y ersetzt  werden  kann,  und  dass  ferner  s — Vy~ — 1, 

so  geht  unter  diesen  Substitutionen  das  letzte  Resultat  durch  Qua- 
driren  und  Ordnen  nach  Potenzen  von  y in  das  folgende  über 


42)  ys 


1 + s'8 
2*' 


y*— y 


1+z'1 

2z' 


2 JIM 

ir 


= 0, 


so  dass  wiederum  y durch  eine  jotzt  vollständige  kubische  Gleichung, 
deren  Coefficienten  bestimmten  Reduconton  genügen  müssen,  bestimmt 
ist.  Auch  hier  ist  das  stets  positive  Absolutglied  durch  eine  perio- 
dische Reihe  definirt. 

Im  Anschluss  an  die  in  134)  aufgestclltc  Beziehung,  welche  auch 
in 

JO  2A'  z'z-(smcp  cosqs  92qz . A,  2gz.  tü2  2ps 

43)  (vw 


umgcwandelt  werden  kann,  und  worin  wir  sin  <p  durch >,  ferner 

y — z 

z2sin<p 

8 durch  t -r~, — t:  ersetzen,  rcsultirt  der  der  obigen  kubischen  Glei- 
(z/+z) 

chung  entsprechende  transformirte  Wert 


44)  jr> 


1 + z'8  1+V* 

y — y-\ — öj— 


2z' 


_ „ /92qz.912qz  . g82pz\a 

‘1_8 z'*K'iU  V,  9s2qz  ) ’ 


Digitized  by.  Google 


in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Kettenlinie . 


185 


worauf  wir  hier  aufmerksam  machen.  Die  daraus  hervorgehenden 
Beziehungen  und  Identitäten  wollen  wir  indessen  nicht  weiter  hier 
discutiren. 

...1  ■■■  gX  - - - 

Durch  Combination  der  für  y =•  — — nnd  * = — - — auf- 
gestellten  Reihen  erhält  man  die  Entwickelung  von  et*. 

Aus  der  Addition  von 


.r.  e.*  + c~*  E 

45)  2 7 K 

und 


4tc 
z K 


'M 


nu  2 (j*  2nu 

“fl*  COS  ^ f^-8  COS 


- e~*  2ns  / 

2 “ Ji r*  \t 


33» 


. 3jtm 
1—  9°  8m2  A 


+ -) 


■ä*  2/f 

folgt  demnach  die  folgende  Reihe  mit  eigentümlichem  Bildungsgesetz 

»s  2ji« 

■ q‘  za  x — 5'  ! 2A 


£ 2 7ts  / « . nu  2«s 

46)  c*  — -,K+  j jp  ^ _—t  sinjj-g.—  cos 


3os  . 3äi*  . 4 q*  4i tu 

f— ^«sm2 K + 1-58  C0S 


’2A' 


und  vermittelst  Subtraction  die  ihr  analoge 
E 2n3 


47)  «-* 


K_  _2n3_  ( q 
zK  z'K*  \1  — 


. nu 
q*  sm  2K 


2q3  2 nu 

+ WC0S2 K 


3 q*  . 3 7iu  4 q*  4nu  \ 

I — g6  Sm2A  — r—T8  C0S  2 £ - )’ 


■ 2 ZA  1 — q' 

die  sich  durch  symmetrische  Ordnung  auszeichnen 


Die  in  11)  entwickelte  Function  für  e2  lässt  sich  mit  Anwendung 
bekannter  Formeln  leicht  durch  einen  aus  zwei  einfach  periodischen 
Quotienten  wie  folgt  ausdrücken. 


Für 

folgt 

48)  ei*  = 


ln 


/l-f-s'zf-f-  zasin<p\ 

V 7+2  ) 


7 ZU 

°2 K~ 


2 nu 
J2 K' 


. 3jt«z 


4 nu  , 
*2K 


1— 22sin^,—  221cos“*“-f  2<z9sin  + 2q™cos~"- 


Die  Reihenentwickelungen  für  die  Coordinaten  der  Kottenlinie 
sind,  wie  aus  Vorstehendem  ersichtlich  ist,  sehr  mannichfach  und 
zeigen,  wie  sehr  die  Eigenschaften  der  Curve  in  analytischer  Hin- 
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sicht  durch  Anwendung  auf  die  elliptischen  Functionen  sich  letzteren 
anschmiegen.  Um  noch  andere  Beziehungen  geometrisch-analytischer 
Natur  aufzustellen,  wollen  wir  zunächst  an  die  bekannte  Formel 

ois  c (l+yOcos® 

COS*  — « COS  0*4-)) -cos  5*  ...  = - — j—= t — j d 

1 1 1 l + 2pcos2*+*! 

erinnern,  um  mit  Hülfe  derselben  einen  andern  Reihenausdruck  ab- 
zulciten. 

Die  häufig  auftretende  Reihe 

q nu  q3  37 tu  , g*  lytlu 

r—q*C0S2K~  T~—q>iC0S  2K  + 1— g*° cos  2K  ” ‘ * 

können  wir  durch  Entwickelung  der  Brüche  in  geeigneter  Reihen- 
folge leicht  durch  Partialquotientcn  von  der  Form 

,(l-fg«)  COS- 
nu 

l + 25«cos-^r  + 5* 


trausformiren,  daher  ist  vermöge  der  bekannten  Bedeutung  der  Formel 
18)  der  Ansdruck  für  l 

.07  ; _ 4*  ■ g3(l  + 56) 

*49)  Z rr  COS  c\  rr  I ••• 

Ä 2JT|  . , _ , nu  1 nu  . „ 

yi  + 2g«  cos  a-+24  1 +2g6  cos  +512 

und 

50)  yr+s'«-2^  = * ]/ j+T' 

_ 47t  7t?t  / g(l  +5«)  . 53(1  +56) 

~ K C0S  2 Ai  . „ . 7t«  . nu,  - 

\ 1+  2g«C0S  g + qi  1 +2g6COS  g + g1* 

Der  in  19)  für  tgamu  abgeleitete  Wert  kann  auch  mit  Hilfe 
der  bekannten  Relation 


£ 

du 


(ln  y 


tr£) 

i+W 


cot  amu, 


Duröge  § 58. 


aus  der  früher  entwickelten  Reihe 


l/l — zt  47t  / g . 7tu  q3  . 3nu  \ 

V 1+2  ~ ä k li+:?8m2^+  r=g*dn  2k  + ••• )' 


hergeleitet  werden,  indem  mau  letztere  logarithmisch  differentiirt. 
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51)  cotamu  • 


q 7tu  3 q3  3 nu 

z ö coSij'^"r  \ s cos  i ••• 

7t  1 — ZK  1 — 2 Ä 1 


2A  q 


1 — q1  S,n  2A'+  1 — <2,;  ““  2 K 


woraus  vermittelst  einer  Umwandlung  die  erwähnte  Formel  hervor- 
geht 

Wir  wollen  ferner  die  Reihe  für  tg  <5,  also 

. , 2ti3  / q .71  u 3q3  . 3 Jtu  . \ 

fg<5  = jrjp  tr-?“ 3k-  W8m2Ä  +-) 

in  Beziehung  auf  <5  und  u differentiiren,  man  findet 

dö  n3  / q ku  9<7s  ‘Sku  \ 

cosd3  “ 7k*  cos  Yk~  r_7«C03  2A-  + "7  ’ 

wird  ebenfalls  y — 1 s differontiirt  und  endlich  noch  die  Reihe  14) 

cos  o 

für  y , so  hat  man  zunächst 


dy 

sind 

oder 

COSO“ 

dö 

= dy 

dö  ‘= 

cosd3 

sind' 

»'dy 

du 

47t3  / 
= K3  \ 

q 2 . ku 

— ism 
1 — q * A 

4 q*  . 2nu  \ 

-f=7s,nÄ  +•••) 

Eliminirt  man  also  aus  den  beiden  ersten  Formeln  und 

ersetzt  -r  mittelst  der  letzten,  so  erhält  man  das  Resultat 
du 

n3  JIM  4q4  . 2ltjt 

wsm  ~ 

52)  sind  = 4 ~ 9s 

cos 


ain-jT  +••• 
3ku  . 

X_a»w“2 K~  l—q^0i2K  *■••• 


Man  kann  diese  Entwickelungen  in  geometrischer  Hinsicht  deu- 
ten. Die  Tangente  der  Kettenlinie  im  Punkte  P schneide  dio  Ab- 
scissenaxe  in  R.  Bezeichnen  wir  nun  die  Strecken  AR  derselben 
zwischen  der  Tangente  und  der  Ordinate  y mit  g,  so  ist 
g sin  d = 1. 

Daher  ist  vermöge  des  obigen  Reihenausdrucks  für  sind 


q ku 

1 2 COS  ftTr  1 | 

1 1 — <jr  2A  1 — q[ 


9 «5  37iit 

«COS  2K  + ... 


^ 9 4 ff  tim  4g4  . 27t«  . 

Sln  k ~ 1=7 8,n  -r+- 
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XI. 

Wir  geben  noch  im  Folgenden  diejenigen  Ilcihenentwickelungen, 
welche  als  Functionen  einer  durch  die  Kettenlinie  dargestellten  geo- 
metrischen Beziehung,  sei  es  oine  Gerade,  Fläche  oder  Winkel,  von 
einiger  Wichtigkeit  sind. 

Hinsichtlich  der  Ableitung  dieser  und  anderer  bemerken  wir,  dass 
hierfür  zuweilen  mehrere  Wege  offen  stehen. 


Der  Flächeninhalt  dos  rechtwinkligen  durch  die  Katheten  s und 
l gebildeten  Dreiecks  kann  man  unter  Benutzung  der  Differontial- 
formel  für  y in  Verbindung  mit  der  aus 

1 + z'J 
y~  1 + A 

hervorgehenden  Ableitung 

dy  s1  sin  qp  cos  <p 
dtp  (js'-j-  /1)~A 

leicht  berechnet  werden.  Da  nämlich 


ist,  so  folgt 


3*sin  tp  cos  cp 


= «*C0t9  — sl 


54) 


f = 


2 jr3  / o2  , nu 
\i—54  sin  K~ 


itf  . 2n u . 9qe 

f_JgSin  K + 1 — 


Es  sei  K'C  — m.  Man  hat  den  leicht  berechenbaren  Ausdruck 


Ferner  sei  der  Winkel  zwischen  K'C  iund  AC  mit  i und  der 
Winkel  zwischen  K’C  und  KP  mit  e bezeichnet.  Aus 


sin  ö m 

sin  i z 

folgt,  wie  leicht  zu  finden  ist,  tg«  = a'sinqo,  tg  a =. S-^-.  *'siu<f=.sim'. 
Denn  es  ist 


tgo  = tg(d+e)  = 


tg  d-j-s'sinqp 
1 — z'siniptgd 


u.  s.  w. 


Daher  kann  man  entweder  zur  Darstellung  von  tgo  die  ollipti- 
schen  Transccndenten  benutzen,  wodurch 


55)  tg  <s 


* . nu  * . inu  . 

x 2ygsin  — — 2V<29siU2^r+  ... 

yij  . A nu  , „ , 2nu  . 

**  1 -(- 2g cos + 2(/ cos  + ... 
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oder  man  zieht  die  in  der  Theorie  bekannto  Reihe  für  j,er_ 

zi  amu 

an,  welche  demnach  die  folgende  geometrische  Bedeutung 


‘in  ( ■ 

56)  *«9==^Ä'(l 

gewinnt. 


V q . nu  y o3  . 37 zu 

+ q 8m  2k  ~ r+ g» 8in  2 k 


?+-) 


Auf  dieselbe  Weise  verwerten  wir  die  für  sin  amu  bekannte 
Reihe  um  tgi  = a'sin?  durch  dieselbe  darzustellen.  Demgemäss  ist 


57)  tg  i = 


2 nz' 
Kz 


( y<7  . nu 

Vi— q 810  2*“ 


V s3 


l+g3a“2Ar 


. 37TI4  , 
sin;r^*  + 


Diese  Interpretation  dieser  bekannten  Reihen  ist  jedenfalls  be- 
merkenswert. 

Bemerkt  man  ferner,  dass  aus  der  Formel 


y — 


die  Relation 


1 1-| -z'J 

cosd  - z’+J 


tgjä 


,l/L=M 

V 1 +z  1 


-j 

+ Z1+J 


folgt,  so  geht  auch  die  iu  V.  abgeleitete  Gleichung  in  die  folgende 


58)  *«  ^ - öTTjÄ  (r=v  8in^+  r 


über  und  aualog  folgt  aus  II. 


efi  . 3nu 


bnu 

T^V»s,ü2ä 


-) 


. ....  1 ."u  l g3  . 3mz 

59)  larcsmtg^  - r+q^m2K+  3 l+?8,nW 

1 g5  5 nu 

+ 5 1— |— 510 81D  2Ä"  ' ’ 

die  demnach  wie  die  vorhergehenden  vermittelst  der  Kettenlinio 
geometrisch  interpretirt  ist. 

Auch  die  früher  aufgestellte  Reihe 

zi sin u> cos n 2n  /g(l+g)2  . *u  . g2(l  — g2)2  2 nu  \ 

= k (l-g*  81“ä+  COS T + ...)■ 


welche  geometrisch  durch  eine  Normale  des  Amplitudendreiecks,  d.  i. 
durch  2 sin?  bezeichnet  werden  kann,  ist  noch  einer  Transformation 
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fähig.  Wir  multiplicircn  sie  mit 


dtp 


! du  und  iutegriren.  Das  all- 


gemeinere Integral  ist 

. , P d cos /sCl- 1— <z)s  nu  \ 

* J COS^V« ‘-fs^COSy2  \ 1—  q*  K~  ) ' ' 


oder 


ln  cos  tp  — ln 


S COS  tp  — td-f -z 
z COS  <p  — 2 — : 

Für  tp  = 0 folgt 

*-!+•' 


-1  — s 


0 ■=  —ln 

Daher  ist 

z COS  q>-td-\~z'  z — 1 


i-KW™”  )+E 


jln  - 


cos  tp  — d — z'  z — 1 -|-  z’  cos  tp  1 - 


g(l  + g)2  . mt2 


* sin2^”^ 


oder  mit  Einführung  der  Relation 

,,  1+2'  cos«  2(1  + «)*  • nu*  1 , (1  — g2)2  • 2n*  , 

flu  1 ; — -.  . sm  -f-  $ — --Z-  sin  prpr  4- .... 

1 1 — z cos  tp  1 — g4  2A  2 1 — 2“  2A  1 ’ 


Nun  ist  aber 


Demnach  auch 


1 — {—  a'  cos«  l-|-s'  y — *’ 

1 — *'  COS2>  2 -\ -z  1 — z " 


60)  y-*'  _ 4(,«d +«)*  ) ”“*  ■ , «*(1-2*)»  ; ggg»  \ 

b0)  2Ä+*  1 — g*  Sm2X-J 

Man  sieht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  Combinationen  ge- 
wonnen werden  können.  Von  denjenigen,  welche  noch  zu  erwähnen 
sind,  wählen  wir  zum  Zweck  einer  Differentiation  die  in  46)  abge- 
leiteten Relationen,  die  demnach  differentiirt 

2jiu 


dx 

**  du  “ 

7C3  | 

< g n u . 4g2 

VI -g2  C0S  2Ä+  l^Tgi 

dx 

7t3  / 

' q nu  4g2 

6 du 

7k*\ 

,1  — g2  008  2K  ~ 1 — g4 

— - g» 

und  durcheinander  dividirt  die  Formel 


27t  U 9g3  3 7ZU  \ 

2ä-  — rrj cos  w - )’ 

37ttt  \ 

W ~ y 


. 2 nu  9q3 

sin  kt' ; r cos 


61) 


1 _ gäC0S2A'+  1 


4 q2  . 2nu  9 (j3 


l-qseos2X  1 


4g2 


2 71U 

l2K 


v 


3 7tu 

jcos  2jT~" 
‘6nu  , 


- --«6C°S2ä  + ” 
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geben.  Auch  aus  deu  beiden  ersten  ergeben  sich  nacli  Einsetzen 
<lx 

des  für  bekannten  Wertes  neue  Relationen  für  e±x. 
du 

Bemerkenswerter  ist  die  Transformation  der  in  48)  für  ei1  auf- 
gestellten Formel,  welche  wir  jetzt  untersuchen  wollen. 

Man  findet  zunächst 


62) 


e\x—  1 
el*  -j-  1 


2gsin  — 2gi,sin  -f-  2gS5sin 


5mi 
2K  •" 


1— 2g4  cos  — + 2g'6ocs 
A 


7 in 

K~ 


2g36cos 


3 tt« 

~K~  "• 


Die  beiden  hier  erscheinenden  Reihen  sind,  wie  man  sieht,  ellip- 
tische Transcendenten.  Da  der  Ausdruck  zur  Rechten  mit  dom  Quo- 
tienten für  die  Function  sin  am«  Ubereinstimmt , wenn  g austatt  g1 
eingeführt  wird,  so  ist  eine  Reductiou  auf  diese  Relation  leicht  durch- 
führbar. Lösen  wir  demnach  die  letzte  Gleichung  nach  el*  auf,  so 
ist  iu  dem  genannten  Sinne  uuter  Benutzung  bekauuter  Formeln 


63) 


1 -{-  yz  sin  if 
1 — y z sing 


‘(rÜ 


Va 


. TCU 

, sin  ,-rp  — 

y g 2A 


1 y g3  3ji  u 

3 Sin->A- 


welche  neue  Beziehung  wir  nachher  einer  dynamischen  Betrachtung 
zu  Grunde  legen  werden. 


Eine  neue  Transformation  von  63)  würde  noch  die  folgende 
liefern 


64) 


zf-f-zsimpcosp 
A — rsinqpcosqp 


,(Vq  . nn 
e Vl  -g81U  A ' 


*j/  (fi  . 3 7CU 


+-)■ 


Aus  der  ersten  kann  noch  mittelst  einer  weitern  Umgestaltung 
die  folgende  abgeleitet  werden. 

1 — yz  sin 
65)  l+Vzsin?  “ 

4 nu  4 7tu 

(1  - 2V  g sin  ^ + V <Z>  (1  — 2 Vg3  sin  ^ + V g3)  ... 

(1  + 2V  g sin  ^-+  V 4)  (1  + 2 Vg3  sin  ~ + y g3)  ... 


Für  g.  = 90  folgt  nach  mehrfacher  Umwandlung  ein  schon  früher 
gefundenes  Resultat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  wegen  der  leicht  abzuleitendon  Glei- 
chung 
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in  Folge  der  Bedeutung  von 
die  folgende  Relation 
besteht. 


, , szsm«p 

z^siny 
1 — l+e'^ 

— 1+Z'J 

3 «“sin? 

e2x  «?+2 

9-1 
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VIII. 

Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung 
mit  Doppelkegelschnitt  durch  hyperellip tische 
Functionen. 


Von 

Paul  Richard  Domsch. 

Erster  Teil. 


Einleitung. 

Wenn  wir  in  Folgendem  statt  der  allgemeinen  Flächen 
vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  vorwiegend  die 
Cykliden  in  Betracht  ziehen,  wenn  wir  also  für  den  Doppelkegel- 
schnitt den  imaginären  Kugelkrcis  nehmen,  so  ist  dies  durchaus  keine 
wesentliche  Beschränkung.  Von  projectivom  Standpunkt  betrachtet 
hat  jener  ja  keine  ausgezeichnete  Lage,  wir  können  jederzeit  unsere 
Cyklide,  resp.  das  Cyklidensystem  einer  linearen  Transformation 
unterwerfen , welche  den  Kugclkreis  zu  einem  Kegelschnitt  im  End- 
lichen macht,  und  die  zu  gewinnenden  Sätze  werden  dann  in  unver- 
änderter Form  sogar  bestehen  bleiben,  wenn  wir  nach  der  Collineation 
den  nunmehrigen  Doppelkegelschuitt  zur  Grundlage  der  Mass- 
bestimmung  wählen.  Nehmen  wir  in  den  Transformationsformeln 
die  Coefficicuten  complex  an,  so  können  wir  sogar  den  Doppel- 
kegelschnitt reell  machen,  wodurch  allerdings  alle  Realitätsver- 
hältnisse sich  ändern , und  auch  unsere  Resultate  die  bezüglichen 
Modificationen  erleiden. 

Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Iteihe,  Teil  II.  13 
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Wir  beschäftigen  uns  demnach  allein  mit  den  Cyklidcn  und 
suchen  die  Hesultate  zu  verwerten,  die  vou  Moutard  *) , Darhoux  *), 
Casey 1 2  3)  über  jene  Flächen  und  Flächensysteme  gewonnen  wurden. 

Zur  Erreichung  des  Zweckes,  die  Darstellung  durch  hyperellipti- 
sclio  Functionen  zu  leisten,  bieten  sich  mehrere  Wege  dar. 

Das  Zunächstlicgende  würde  sein,  die  Untersuchung  direct  zu 
führen  und  auszugehen  von  der  Darstellung  der  Cyklide,  bezogen  auf 
ein  orthogonales  Füufkugelsystem  in  sogenannten  pcutaspbäri- 
schen  Coordinaten  (unter  pcntasphärischcn  Coordiuatcn  eines 
Punktes  versteht  man  die  mit  gowissen  Constanten  multiplicirten 
Potenzen  des  Punktes  in  Bezug  auf  jene  5 Fundamcntalkugeln).  In- 
dem man  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  beiden  Krümmungs- 
linicnparameter  der  Cyklide  darstellt,  zeigt  sich  sofort  die  Möglich- 
keit der  Durchführung  der  Aufgabe.  (Zuerst  ausgesprochen  findet 
sich  dies  bei  Darhoux,  Comptes  Rendus  Bd.  09,  p.  399:  Sur  uue 
nouvello  Serie  de  systemes  orthogonaux  algebriques).  Die  penta- 
sphärisebeu  Coordinaten  lassen  sich  5 hyperolliptischcn  ^Functionen 
vom  Geschlecht  2 proportional  setzen,  welche  einem  sogenannten 
Rosenhain’schcn  Sechsersystem  angehören,  und  nun  wird  die  Kennt- 
niss  der  -^Functionen  und  deren  Relationen  zu  verwerten  gesucht 
für  die  Gewinnung  geometrischer  Sätze  für  die  Cyklideu. 


1)  Moutard:  „Note  sur  la  transformation  par  rayons  vectcurs  recipro - 
ques“,  „Note  sur  les  surfaces  anallagmatiques  du  quatricroe  ordre“,  Nouv.  Ann. 
de  Math.  2.  S.  Bd.  3.,  1864,  p.  306—9,  p.  536—39. 

— Sur  les  lignes  de  courburc  d’unc  clnsse  de  surfaces  du  quatribme 
ordre,  Comptes  Beudus,  Bd.  59.,  p.  243. 

2)  Darhoux:  „Sur  uue  classe  rcmarquublc  de  courbes  et  de  surfaces 
algdbriqucs“,  Baris,  Gauthier-Villars,  1 ö 7 3 ■ Man  findet  darin  ausser  einem 
der  Pariser  Akudemie  1869  eingercichten  Memoire  eine  Zusammenstellung  aller 
Noten  und  kleineren  Aufsätze,  die  Herr  Darhoux  über  diesen  Gegenstand  ge- 
schrieben, am  Schluss  des  Werks  auch  eine  ausführliche  Littcraturangabe,  die 
Cykliden  betreffend. 

3)  Casey:  „Ou  Cyclidcs  and  Sphero-Quarties,  Phil,  Trausactiuns,  Bd.  161., 
p,  585.  In  jüngster  Zeit  hat  der  Gegenstand  eine  erneute  Behandlung  er- 
fahren durch  Herrn  Gino  Loria  (Iticerchc  intorno  alla  Gcometria  dclla  sfera 
e loro  appiieazione  alle  Studio  ed  alla  classificazione  dellc  supcrficic  di  quatro 
ordine  aventi  per  liuca  doppia  il  cerchio  imaginario  all*  infinito,  Memorie  dellc 
Reale  Academia  dellc  Scienze  di  Torino,  Ser.  2.,  Bd.  36.),  der  von  der  Be- 
trachtung von  Kugelcomplcxcn  und  Congruenzen  ausgeht,  und  durch  Ilcrrn 
Segrc  (Etüde  des  diffdrentes  surfaces  du  4e  ordre  k conique  double  etc.,  Math. 
Ann.  Bd.  24.,  p.  3l3.),  der  in  einer  umfangreichen  Abhandlung  die  Flächen 
vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  betrachtet  als  Centralprojectionen  des 
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Um  insbesondere  ausgezeichnete  Curvensysteme  auf  der  Cyklide 
zu  erhalten,  setzt  man,  in  den  einfachsten  Fallen  wenigstens,  9 Func- 
tionen , deren  Argumente  sich  von  denen  der  gegebenen  um  Con- 
stantc  uuterschoidcn,  gleich  Null  und  erhält  hierdurch  eine  Gleichung 
zwischen  den  beiden  Parametern  der  Cyklide , also  die  Gleichung 
einer  Curvc  auf  der  Fläche ; die  Wahl  der  Constanten  bestimmt  die 
Art  der  Curven. 

Eine  zweite  Methode  ist  indiroctcr  Natur  und  nimmt  ihren 
Ausgangspunkt  nicht  von  der  Cyklide,  sondern  von  Flächen,  resp. 
F 1 Ucho  nsy  s t e men , die  bereits  durch  hyp ereil  i p tisch  e Trans* 
cend ente  dargestellt  sind  und  in  Beziehung  zur  C/klido,  resp.  dem 
confocalen  Cyklidensystcnt  gesetzt  werden  können. 

Herr  Darboux  gab  im  Jahre  1804  in  den  Annalcs  de  l’flcolo 
Normale  Supcricure  eine  einzweideutige  Transformation  an,  welche 
eine  Oberfläche  2ter  Ordnung  in  eine  Cyklide,  eine  Flächenschaar 
2 teil  Grades  in  ein  cunfocales  Cyklidcnsystem  verwandelt. 

Nun  ist  die  Fläche  2ten  Grades,  resp.  die  Flächenschaar  2ton 
Grades  durch  hypcrclliptische  Functionen  dargestellt,  iu  neuester 
Zeit  z.  B.  iu  eingehender  Weise  von  Herrn  Staude4),  der  dazu  ge- 
langte, eine  grosse  Anzahl  vou  ® Relationen  als  geometrische  Sätze 
über  die  Flächen  2teu  Grades  auszusprecheu,  und  die  Darstellung 
namentlich  benutzte,  um  die  bekannten  Schliessuugssätze  zu 
erhalten,  die  sich  auf  Polygone  beziehen,  die  von  den  gemeinsamen 
Tangenten  der  Flächen  der  Schaar  2ten  Grades  gebildet  werden. 

Von  diesen  Resultaten  ausgehend , gelaugt  mau  mit  Hilfe  der 
Darboux’scbeu  Transformation  ohue  erhebliche  Mühe  zu  einer  Dar- 
stellung des  Cyklidensystems  durch  hypcrelliptischo  Functioneu,  zu 
einer  analogen  Deutung  der  (")  Relationen  in  der  Gcomotrie  der  Cy- 
kliden  und  zu  entsprechenden  Schliessuugssätzen. 


Schnittes  zweier  quadratischen  Mannigfaltigkeiten  von  3 Dimensionen  im 
linearen  Raum  von  4 Dimensionen  auf  den  gewöhnlichen  Rnutu.  Diese  Me- 
thode führt  ihn  7.0  den  bekannten  und  einzelnen  neuen  Sätzen  über  die  Cy- 
kliden , sowie  zu  einer  erschöpfenden  Classification,  die  auch  von  Herrn  Loria 
gegeben  wird  für  den  Fall  eines  nicht  zerfallenden  Doppelkcgclschuitts.  Wir 
verweisen  noch  besonders  uuf  die  geschichtliche  Einleitung,  die  Herr  Segrc 
seiner  Abhandlung  vorausschickt. 

4)  Staude:  „Geometr.  Deutung  der  Additionstheoreme  der  hyperelliptischen 
Integrale  und  Functionen  I.Ordng.  im  System  der  confocalen  Flächen  2.  Gru- 
des-,  Math.  Annalen,  Ild.  22.,  p.  1. 

— „Ucber  geodätische  Polygone  auf  den  Flächen  2ten  Grades“,  Math. 
Ann.,  Bd.  21.,  p.  219. 

IS* 
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Noch  eine  andere  Flächenart  ist  durch  hyperelliptische  Func- 
tionen dargestellt,  die  Kummer’scbe  Fläche. 

Nachdem  Herr  Klein  im  5 ton  Band  der  Math.  Annalen  p.  302, 
fals  Erster  auf  die  Möglichkeit  der  Darstellung  hingewiesen  hatte 
olgten  die  Ausführungen  durch  die  Herren  Cayley  r‘)  und  Borchardt l!) 
im  83ten  Band  des  Crelle’schen  Journals,  von  II.  Weber7)  im  84ten 
Band  desselben  Journals  und  von  Herrn  Rohn8)  im  15ten  Band  der 
Annalon. 

Andererseits  hat  Herr  Lic  im  5ten  Baud  der  Annalen  „Ueber 
Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugclcomplexe“,  p.  145.  ff.  ge- 
zeigt, wie  durch  eine  Berübrungstransformation,  welche  die  Punkte 
des  einen  Raumes  in  die  Mini m al geraden 9)  des  andern,  die 
Geraden  in  die  Kugeln,  Fläckeuclemente,  die  eonsecutivo  Punkte 
einer  Geraden  gemein  haben,  in  die  Flächenelemente  der  entsprechen- 
den Bildkugel  überführt,  die  Kummer’sche  Fläche  in  eine  Cy- 
klide  trausformirt  wird;  die  Kummer’sche  Fläche  wird  dabei  an- 
gesehen als  Breuuflächc  einer  Congruenz  2ter  Ordnung  und  Classe,  nicht 
als  Singularitätenflächc  einer  Complexscliaar  2ten  Grades. 

Hat  man  auf  diesem  Wege  die  Beziehungen  zwischen  Kummer- 
schcr  Fläche  und  Cyklidc  vollständig  klar  gelegt,  so  ist  damit  auch 
die  Darstellung  der  Cyklidc  durch  kypcrclliptische  Functionen  ge- 
eistet.  Die  & Relationen  bleiben  ja  bei  der  Berührungstrausfor- 
mation  invariant,  sie  ändern  nur  ihre  Bedeutung,  wie  cs  das  Ueber- 
tragungsprincip  augiebt. 

Dabei  haben  wir  noch  den  Vorteil,  dass  wir  zu  gleicher  Zeit  3 
Arten  der  Darstellung  erhalten,  entsprechend  den  3 Weisen,  durch 
welche  die  Kummer’sche  Fläche  durch  & Functionen  dargestellt 
wurde : 


5)  Cayley:  „On  the  double  ©Functions  in  conncxion  with  a 16  noda 
quartic  surface“,  Crelle’s  Journal  Bd.  83.,  p 210. 

6)  Borchardt:  „Ueber  die  Darstellung  der  Kummcr’schcn  Fläche  durch 
die  Göpcrschc  biquadratischo  Relation  etc.“.  Crelle’s  Journal,  Bd.  83.,  p.  234. 

7)  Weber:  „Ueber  die  Kummer’schc  Fläche  4ter  Ordnung  mit  16  Kno 
teupuncten  und  ihre  Beziehung  zu  den  Theta  Functionen  mit  2 Veränderlichen“ 
Crellc’s  Journal,  Bd.  84.,  p.  332. 

8)  Rohn:  „Transformation  der  hyperelliptischen  Functionen  pzzz  und  2. 

ihre  Bedeutung  für  die  Kummer’sche  Fläche“,  Math.  Annalen,  Bd.  15.,  p.  315 

9)  Anschliessend  an  Herrn  Lie  werden  wir  Minimalgcrade  die  Geraden 
nennen,  welche  den  Kugelkreis  treffen,  die  „lignes  de  longucur  nulle“. 
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1.  die  liniengeometrische  Darstellung  Rolm’s; 

2.  die  Borchardt’scho  Darstellung; 

3.  die  Cayley-Weber’sche  Darstellung  10). 

In  Folge  dessen  erhalten  wir  auch  3 Sorien  von  Curvonsystemeu 
auf  Kummer’scher  Fläche  und  Cyklido. 

Wenn  wir  in  Folgendem  der  2ten,  indirecten  Methode  den 
Vorzug  geben  und  also  einmal  von  der  Flächenschaar  2ten  Grades 
das  andero  Mal  vou  der  Kummer’scheu  Fläche  ausgehend,  die  Dar- 
stellung der  Cykliden  durch  hyperelliptische  Transcendonte  leisten, 
so  geschieht  dies  zunächst  aus  dem  Grunde  grösserer  Einfachheit. 
Wir  können  ja  das  reiche,  schon  vorhandene  Material  verwerten,  und 
es  kommt  in  der  Hauptsache  nur  auf  eiue  Umdeutung  der  bereits 
gewonnenen  Formeln  und  Sätzo  au.  Weiterhin  eröffnet  sich  uus  hier- 
durch aber  auch  die  Perspective,  mit  Hilfe  der  Cyklido  als  Zwischen- 
glied eine  Beziehung  zwischen  Fläche  2teu  Grades  und  Kunimcr’scher 
Flächo  herzustcllon  und  so  z.  B.  die  Schliessungssätze  auch  für  die 
Geometrie  der  Kummer’schen  Fläche  zu  verwerten. 

Domgemäss  wird  sich  der  Gang  der  Untersuchung  iu  folgender 
Weise  gestalten: 

Im  ersten  Teile  behandeln  wir  die  Beziehungen  zwischeu  der 
Flächenschaar  2ten  Grades  und  dem  coufocalen  Cykli- 
densystem  und  zwar  im  lton  Capitel  zunächst  die  (1,  2)dcut- 
fi  ge  Transformation,  welche  die  Ueberführung  leistet.  Wir 
gewinnen  dadurch  im  2ten  Capitel  eine  Uebersicht  über  die  gc- 
staltlichen  Verhältnisse  dor  Cykliden,  über  den  Verlauf 
der  Krümmungslinien  und  der  geodätischen  Curven  auf 
denselben. 

Das  3tc  Capitel  deutet  das  Abel’sche  Theorem  für 
überall  endliche  Iutegrale  iu  der  Flächenschaar  2teu  Grades  und 
dem  Cyklidensystem.  Wir  finden,  dass  die  Gleichungen  desselben 
Differentialgleichungen  der  2 Flächen  des  Systems  jo 
2fach  berührenden  Kreise  sind,  und  erhalten  hierauf  Sätzo 
für  die  i durch  ein  Punktepaar  gehenden  Doppclborührtings- 
kreise,  sowie  die  Deutung  des  einfachen  Additions problcms 
im  Cyklidensystem.  Im  letzten  Paragraphen  dieses  Capitols  endlich 


10)  Die  dreierlei  hangen  dahei  so  zusammen,  dass  die  der  zweiten  Dar- 
stellung aus  denen  der  lten,  und  die  der  3ten  aus  denen  der  3ten  durch 
quadratische  Transformation  gewonnen  werden  können,  die  der  2 ten  aus  denen 
der  1 ten,  also  durch  Zweiteilung  der  Argumente  herrorgehen. 
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zeigen  wir,  wie  man  zu  Scliiiessuugssätzcn  gelangen  kann,  dio 
innerhalb  der  Congruenz  der  gemeinsamen  Doppolberüh- 
rungskreise zweier  confoealer  Flächen  der  Cyklidenschaar  gelten 
und  führen  dies  an  einem  Beispiel  durch. 

Im  zweiten  Teile  behandeln  wir  nun  die  Transformation 
des  Raumes  der  Kummer’schen  Fläche  in  den  Cyklideu- 
raum,  welche  durch  die  erwähnte  Berührungstransformation 
vermittelt  wird. 

Nachdem  wir  im  ersten  Capitcl  zunächst  die  Fundamen- 
talgebilde in  der  Geometrie  der  Kummer’schen  Fläche 
und  ihre  Ucbortraguug  betrachtet  haben,  setzen  wir  sodann  die 
einzelne  Knmmcr’sche  Fläche  in  Beziehung  zur  einzelnen 
Cyklide,  eine  Schaar  Kummer’schcr  Flächen,  die  sich  längs  einer 
ausgezeichneten  Haupttangontencurve  8tcr  Ordnung  berühreu,  in  Be- 
ziehung zum  confocalcn  Cykliden System.  Der  Darstellung 
der  Kummer’schen  Fläche  durch  dio  Parameter  der  Ilaupt- 
tangentencurven  entspricht  die  Darstellung  der  Cyklide  durch 
Krümmungslinien  parameter. 

Um  nun  die  Abbildung  von  Curven  auf  der  Kummer’schen 
Fläche  in  solche  auf  der  Cyklide  in  möglichst  allgemeiner 
Weise  zu  behandeln,  betrachten  wir  hierauf  zunächst  die  Abbil- 
dung von  Einienflächen,  dereu  Erzeugende  einem  ausge- 
zeichneten linearen  Complcx  angehören,  und  alsdann  das 
Entsprechen  von  Curven  auf  beiden  Flächen  mit  beson- 
derer Berücksichtigung  der  Singularitäten. 

Das  2te  Capitol  bringt  nun  die  Anwendung  der  erhaltenen 
Resultate;  wir  betrachten  Kummer’schc  Fläche  und  Cyklide 
unter  Berücksichtigung  der  9 Functionen.  Den  dreierlei  » Func- 
tionen, den  lineargeometrischen , den  Borchardt’scheu,  den  Weber- 
scheu  entsprechen  3 Reihen  von  Cur  von  Systemen  auf  der 
Cyklide,  wie  auf  der  Kummer’scheu  Fläche;  diese  Curven- 
systenie  werden  der  Untersuchung  unterzogen. 

Im  Schlusscapitel  endlich  gehen  wir  noch  etwas  ein  auf  die 
Beziehungen  zwischen  der  Kummer’schen  Flächenschaar 
und  der  Flächen schaar  2ten  Grades,  insbesondere  auf  die 
Uebertraguug  der  im  3ten  Capitel  des  ersten  Teils  behandelten 
Schliessuugssätzc. 
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I.  Teil. 

Fliiclienscliaar  Ilten  Grades  und  Cjklidcnsystcm. 

I.  Capital. 

Transformation  der  Fläohenschaar  2ten  Grades  in  ein  oonfooales 
Cyklidensystem. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  erwähnt,  gab  Herr  Darhoux  im 
Jahre  1864  in  den  Annalcs  de  l’flcole  Normale,  Bd.  1.  eiuo  (1,  2)- 
deutige  Transformation  au,  welche  eine  Oberfläche  2ten  Grades  in 
eine  Cyklido,  eine  Flächcuschaar  2ten  Grades  in  ein  confocales  Cy- 
klidensystem verwandelt. 

Ist  nämlich  irgend  eine  Fuudamentalkugel 

So  =0 

gegeben,  so  ordnen  wir  einem  beliebigen  Punkte  a die  2 Pnnkt- 
kugeln  m und  m'  zu,  welche  dem  Kugelbüschel  angehören,  das  durch 
die  Fuudamentalkugel  und  die  Polarebenc  des  gegebenen  Punktes  fi 
in  Bezug  auf  die  Kugel  bestimmt  wird.  Neben  diese  Zuordnung  von 
Punkten  und  Punktepaaren  stellt  sich  eine  solche  von  Ebenen  und 
Punktepaaren,  indem  man  jeder  Ebene  das  Puuktkugelpaar  ent- 
sprechen lässt,  das  sich  in  dem  durch  Ebene  und  Fuudamentalkugel 
bestimmten  Büschel  findet.  Reellen  Ebenen  entsprechen  dann  nur 
reelle  Punktepaarc,  wenn  erstere  die  Fundamentalkugel  nicht  schnoi- 
den;  m und  m sind  also  allein  reell,  wenn  fi  im  Innern  der  Kugel 
liegt.  Es  bildet  sich  auf  diese  Weise  das  Innere  der  Kugel  vermöge 
der  Transformation  auf  den  gesammten  Punktraum  ab. 

Nimmt  man  den  Fundamentalkugelmittelpunkt  zum  Coordinaten- 
anfang  und  uenut  x'y'z'  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Punktes  p,  so  ist  die  Transformation  analytisch  definirt  durch 
die  Formeln: 

_ 

- «■+**+«*+*■ 

2-Vy 

= .»+**+»»+JV 

gy« 
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Hierbei  sind  x,  y,  z die  Coordinaten  des  Punktpaares  mm',  R0 
der  Radius  der  Fundamentalkngel  ")• 

Wir  sehen  ohne  weiteres  aus  den  Formeln: 

Beschreibt  p eine  Ebene,  so  beschreibt  das  Punktepaar  (mm') 
eine  Kugel,  die  orthogonal  zu  der  gegebenen  ist;  geht  die  Ebene 
durch  den  Kugclmittelpunkt,  so  wird  aus  ihr  wiederum  eine 
Ebene;  berührt  sie  die  Fundamentalkugel,  so  wird  sie  zu  einer 
Punktkugol,  dem  Berührungspunkt 

Die  Geraden  gehen  mit  Hilfe  der  Transformation  in  Kreise 
über,  die  senkrecht  auf  der  Fundamentalkugel  stehen. 

Einer  Curve  nten  Grades  entspricht  im  Allgemeinen  eine  Curvc 
vom  Grade  2n,  die  den  Kugelkreis  in  2«  Punkten  schneidet.  Wenn 
indessen  der  Mittelpunkt  der  Fundamentalkugel  ein  a facher  Punkt 
der  Curvc  ist,  so  vormindert  sich  der  Grad  um  o und  um  ebensoviel 
die  Zahl  der  Schnittpunkte  mit  dem  Kugelkrcis.  Berührt  die  Curve 
die  Fundamentalkugcl  in  einem  Punkte  a,  so  ist  dieser  Punkt  a ein 
Doppelpunkt  der  transformirten  Curve. 

Im  Speciellen  entspricht  also  einem  Kegelschnitt  eine  sphärische 
Curve  4ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  in  4 Punkten  schneidet; 
berührt  der  Kegelschnitt  die  Fundamcntalkugel  in  2 Punkten,  so 
zerfällt  die  Curve  4ter  Ordnung  in  2 sich  in  2 Punkten  schneidende 
Kreise. 

Einer  Fläche  nter  Ordnung,  welche  im  Mittelpunkt  der 
Fundamcntalkugel  einen  pfacbcn  Punkt  besitzt,  entspricht  eino 
Fläche  von  der  Ordnung  (2 n—p).  Berührt  die  ursprüngliche 
Fläche  die  Fundamentalkugel  in  einem  Punkte  o,  so  hat  die  trans- 
formirte  Fläche  in  a einen  Knotenpunkt 

Den  Kugelkreis  enthält  die  Fläche  halb  soviel  mal  zählend,  als 
ihre  Ordnung  n beträgt  ’*). 

Einer  Oberflüche  2 ton  Grades  entspricht  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  4ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  als  Doppelcurve  enthält. 


11)  Genau  dieselben  Transformationsformeln  begegnen  uns  bei  Bcltrami 
Ann.  di  Mat.  2.  8er.,  8d.  2.,  1868,  Teoria  fondam.  degli  spatii  di  cunr. 
const.,  später  bei  Kilüng,  Bd  86.  u.  89.  des  Crelle'scben  Journ.  Sie  dienen 
daselbst  zur  Transformation  des  gewöhnlichen  Raumes  in  einen  solchen  nicht- 
euklidisehcn.  in  welchem  sich  die  Geraden  in  2 Punkten  schneiden. 

12)  Wenigstens  im  Allgemeinen;  ist  der  Mittelpunkt  pfacher  Punkt,  so 
zählt  der  Kugclkreis  n — p fach. 
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Geht  die  Oberfläche  2ten  Grades  durch  den  Mittelpunkt  der  Funda- 
mentalkugel, so  ist  die  trausformirte  Fläche  nur  von  der  3 ten  Ord- 
nung ; es  Bcheidet  sich  dio  unendlich  ferne  Ebene  ab,  der  Kugelkreis 
ist  einfache  Linie  auf  dem  übrig  bleibenden  Teil. 

Flächen  vierter  Ordnung  aber,  dio  den  Kugolkrcis  als  Doppcl- 
curve  besitzen,  nennen  wir  nach  dem  Vorgango  von  Darboux  und 
Moutard  Cyklidcn.  Wir  haben  somit  den  Satz  erhalten: 

„Oberflächen  2ter  Ordnung  verwandeln  sich  mit  Hilfe  der  ein- 
„zweideutigen  Transformation,  wie  sie  durch  dio  Formeln  1)  ver- 
mittelt wird,  in  Cyklidcn.“ 

Wir  greifen  jetzt  eine  beliebige  Fläche  2 ten  Grades  heraus,  und 
beziehen  dieselbe  in  Gemeinschaft  mit  der  Fundamentalkugel  auf 
das  ihnen  gemeinsame  Polnrtetracder,  dessen  Ebenen  bezeiehuet  seien 
durch 

2)  xx  = 0,  a-,  = 0,  *3  = 0,  ar4  = 0. 

Alsdann  könuen  wir  die  Gleichungen  von  Kugel  und  Oberfläche 
2 ten  Grades  in  der  Gestalt  schreiben: 

3)  ( *is+*s!+V+*«*  = 0 

'“l  V + «»V  + ''T3*3S+°«V  = 0 

Beide  Flächen  bestimmen  eine  ganze  Flächenschaar,  die  der- 
selben Dcveloppabelen  cinbeschricben  ist  und  dargestellt  wird  durch 
die  Gleichung 


wo 

a '=  - »=1,2,3,  4. 

«, 

Die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  verwandeln  sich 
vermöge  der  Transformation  1)  in  4 Kugeln,  die  orthogonal  zur 
Fundamentalkugel  und  gegen  einander  sind;  sie  bilden  mit  der  Fun- 
damcntalkugel  ein  pent as p härischcs  Fun  damcntalsystcm; 
die  4 Ecken  des  Polartetracders  sind  die  4 Centren  der  neu  hiuzu- 
kommeuden  Kugeln. 

Die  Coordiuaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf  das  Polartetraeder 
verwandeln  sich  durch  die  Transformation,  wie  sich  sofort  ergiebt 1S), 


13)  Man  vergleiche  Darboux,  Sir  une  classc  rem.  etc.  p.  133. 
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in  die  Verhältnisse  der  4 Potenzen  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  4 
den  Coordinatenebenen  entsprechenden  Kugeln  zu  der  Potenz  in  Bo- 
zug  auf  die  gegebene  Fundameutalkugel , jode  Potenz  dividirt  durch 
den  Kadius  der  zugehörigen  Kugel  des  Fuudamentalsystems.  Be- 
zeichnet man  demnach  mit  St  (f  *=■  J,  2,  3,  4)  die  4 Potenzen  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  dio  vier  den  Tetraederebenen  entsprechenden 
Kugeln,  mit  die  Potenz  in  Bezug  auf  die  Fundamentalkugel,  mit 
Hi  (i  = 1,  2,  3,  4)  die  Radien  der  ersteren  4 Kugeln,  mit  H0  den 
Radius  der  Fundameutalkugel  uud  setzt 

5)  = «i,  i — 0,  1,  2,  3,  4 

so  erhält  mau 


Mit  Hilfe  dieser  Transformationsformol  nimmt  die  Gleichung  der 
Cyklidenschaar,  welche  der  Flächenschaar  4)  entspricht,  die  Ge- 
stalt an 


Diese  Gleichung  stellt  aber  bekanntlich  ein  3 fach  orthogonales 
Cyklidensystem  dar  (Darboux,  a.  a.  0.  p.  134.).  Durch  jedes  reelle 
Punktepaar  im  Raume  (s,  «s<3«4)  gehen  3 reelle  B'lächeu  der  Schaar 
die  sich  rechtwinklig,  also  in  ihren  Krümmuugsliuicu  schneiden.  Wir 
fassen  dies  Resultat  in  den  Satz: 

„Dio  Flächenschaar  zweiten  Grades,  deren  Flächen  derselben 
„Dcveloppabolcn  einbeschrieben  sind , verwandelt  sich  durch  die  gc- 
„gebeuc  Trausformatiou  in  ein  coufocales  Cyklidensystem“. 

Wir  gelangen  zu  demselben  confocalen  Cyklidensystem,  wenn  wir 
von  4 anderen  Flächen  2ten  Grades  ausgehen,  deren  reciproke  **) 
Flächen  mit  der  reciproken  Fläche  der  durch  3)  dargestellten  con- 
foeal  sind  und  mit  der  letztereu  gemeinschaftlich  von  einer  Gleichung 
5ten  Grades  abhäugen  l5);  die  ursprünglichen  vier  Flächen  bilden 
also  mit  der  durch  3)  dargestellten  ein  Flächenbüschel  2teu  Grades. 
Indem  wir  dergestalt  einer  joden  dorselbeu  eine  bestimmte  der  4 
übrigen  Kugeln  des  Fundamentalsystems  zuorduen,  erhalten  wir  4 
ueuo  Flächeuschaaren , uud  diese  trausformiren  sich  in  dasselbe 
Cyklidensystem. 


14)  Reciprok  in  Bezug  auf  je  1 der  Fundaraentalkugcln. 

15)  Darboux,  a.  a.  O.  p.  114. 
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Statt  dio  Fläehenschaaron  zu  transformiren,  können  wir  natür- 
lich auch  die  reciprokon  Flächenbüschel  in  Botracbt  ziehen,  indem 
wir  den  Ebenen  des  Raumes  des  Flächcnbüschcls  die  Punktepaare 
entsprechen  lassen. 

Eine  Fläche  aus  einem  der  Büschel  ist  alsdann  der  Ort  der 
Ceutrcn  der  aca  Kugelschaar,  dereu  Kugeln  die  entsprechende  Cy- 
klidc  jo  doppelt  berühren  uud  sie  dergestalt  erzeugen. 

Neben  diese  eine  Erzeugung  sicllen  sich  4 andere  durch  weitere 
4 Ku gelsehaaren,  die  Centrcn  bilden  4 Flächen  aus  den  4 übrigen 
Büscheln,  die  mit  der  aus  dem  ersten  Büschel  confocal  sind  ,s). 

Die  Durchschnittscurve  einer  Kugel  uud  einer  beliebigen  Fläche 
Ster  Orduung  hat  entweder  keine  reellen  Punkte,  oder  besteht  aus 
zwei  paaren  Zügen  oder  aus  einem  paaren  Zuge. 

Ist  eine  der  Fundamentalkngeln  ohne  reelle  Punkte,  aber  mit 
reellem  Centrum,  d,  h.  sind  dio  Coefficientcn  reell,  so  ist  die  Durch- 
schuittscurve  ohne  reelle  Punkto,  das  Polartetraedcr  hat  dann  be- 
kanntlich 4 reelle  Ecken.  Also  haben  die  4 übrigen  Kugeln  des 
Fundamcutalsystems  reelle  Centrcn.  Dann  müssen  2 der  5 Kugeln 
conjugirt  sein,  d.  h.  im  Centrum  übereinstimmen  und  Radien  der 
Form  R resp.  i.R  bcsitzou.  Es  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Aus- 
gangskugcl  ohne  reelle  Puukto  zugloich  der  Mittelpunkt  einer  zweiten 
Kugel  des  Orthogoualsystems  mit  reellen  Punkten.  Da  in  diesem 
Falle  3 der  Ebenen  des  Polartetracders  durch  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  gehen , so  fällt  die  vierte  Ebene  des  Tetraeders  mit  der  un- 
endlich fernen  Ebene  zusammen,  uud  weiterhin  wird  das  Fünfkugel- 
system aus  3 orthogonalen  Ebenen  und  2 Kugeln  gebildet,  die  ihre 
Mittelpunkte  im  Schnittpunkte  jener  3 Ebeneu  haben,  deren  Radien 
aber  von  der  Form  R,  beziehentlich  i.R  sind. 

Da  in  diesem  Falie  alle  f>  Polartetraeder  reelle  Ecken  besitzen, 
so  bestehen  die  5 Durchschnittscurvcn  der  5 Kugeln  mit  den  5 De- 
ferenten entweder  aus  jo  2 paaren  Zügen  oder  sind  Curven  ohne 
reelle  Punkte.  Diese  5 Curven  sind  die  Focalcurven  des  Cy- 
klideusystems,  2 von  ihucn  sind  reell  und  bestehen  also  aus  je 
2 paaren  Zügen,  3 dagegen  haben  keine  reellen  Punkte. 

Das  orthogonale  Fünf  kugelsystem  kanu  aber  auch  so  beschaffen 
sein,  dass  3 Kugeln  reelle  Punkto  besitzen,  2 Kugeln  dagegen  nur 
imaginäre  Punkto  und  dabei  conjugirt  imaginäre  Centren.  (Die 


16)  Diese  Flachen,  die  den  Ort  für  die  Centren  der  doppelt  berührenden 
Kugeln  bilden,  nennt  Herr  Darboux  „Deferenten“. 


Digitized  by  Google 


204 


Domschi  Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung 


Glcichuugen  der  letzteren  haben  alsdann  keine  reellen  Coefficienten, 
soudern  letztere  haben  conjugirt  imaginäre  Werte.). 

Gehen  wir  in  diesem  Falle  von  einer  der  reellen  Kugeln  aus, 
so  erhalten  wir  ein  Polartetraeder  mit  2 reellen  und  2 conjugirt 
imaginären  Ecken.  Die  Durchschnittscurvc  mit  der  entsprechenden 
deferenten  Fläche  besteht  demnach  bei  allen  3 reellen  Kugeln  jedes- 
mal aus  einem  p aaren  Zug  mit  reellen  Punkten,  cs  sind  also  3 
Focalen  des  Cyklidensystems  reell  und  bestehen  aus  einem' paaren 
Zug.  In  diesem  Falle  hat  die  Gleichung  der  Flächenschaar  2tcn 
Grades,  bezogen  auf  das  kanonische  System  2),  keine  reellen  Coef- 
ficienten mehr,  in  der  Gleichung  4)  sind  jetzt  2a/  conjugirt  imaginär 
ebenso  wie  die  entsprechenden  2j-,-.  Es  gehen  jetzt  nicht  mehr  durch 
jeden  Punkt  des  Baumes  3 reelle  Flächen  der  Schaar,  sondern  nur 
durch  die  im  Innern  der  Kugel  gelegenen  Punkte.  Nun  bildet  sich 
aber  das  Innere  der  Kugel  auf  den  pesammten  Cyklidcnraum  ab;  es 
geheu  also  trotzdem  im  Cyklidcnraum  durch  jeden  reellen  Punkt  im 
Baume  3 reelle  Flächen  des  coufocalcu  Cyklidcnsvstems  hindurch. 
Die  Cykliden  des  confocaleu  Systems  liabeu  in  diesem  Falle  aber 
eine  wesentlich  andere  Gestalt  als  in  dem,  wo  nur  eiue  der  Kugeln 
ohne  reelle  Punkte  war.  Die  Cykliden  sind  in  diesem  Falle  durch- 
weg einteilig,  der  Schnitt  mit  einer  Symmetrioebene  liefert  ein  Cur- 
vensystem,  wie  cs  sich  bei  Herrn  Holzmüllcr  ,7)  gezeichnet  findet. 

II.  Capitol. 

Gestaltliche  Verhältnisse  der  Cykliden. 

§ 1.  Haupt/ormen. 

Betrachten  wir  im  Baum  der  Flächenschaar  2 ten  Grades  die 
Fundameutalkugel , oder  irgend  eine  andere  Fläche  der  Schaar  als 
Fundamentalfläche  der  Jlassbestimmuug IS),  bo  stellt  dio  Flächen- 
schaar in  dieser  Massbcstimmung  eiu  dreifach  orthognoales  Fläckeu- 
system  dar.  Durch  jeden  reellen  Punkt  gehen  3 reelle  Flächen  der 


17)  „Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften“,  Taf. 
64.  n.  66.  Man  vergl.  auch  Sicbcck,  Cr.  Journ-,  Bd.  57.,  p.  359.,  Bd.  59., 
p.  173- 

18)  Caylcy  war  der  erste  („Sixth  Mcraoir  upon  Quantics“,  Phil.  Trans- 
nctions  Bd.  149.,  1859)  der  ’/n  der  Auffasssung  gelangte,  das  „Mass“  nicht 
dem  Gebilde  anhaften  zu  lassen,  sondern  cs  darzustellen  als  Beziehung  zu 
einem  zweiten  Gebilde.  Man  vergleiche  auch  Klein:  „lieber  die  sogenannte 
Nicht-Euklidische  Geometrie“,  Math.  Annalen  Bd.  4.,  p.  573.,  Bd.  6.,  p.  112. 
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Schaar,  und  diese  schneiden  sich  jeweils  in  den  Krümmungslinien  im 
erweiterten  Sinne  des  Wortes. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  ausserdem  auf  den  Fall,  wo  allo 
Polartetraeder  4 reelle  Ecken  besitzen,  wo  also  nur  eine  Kugel 
ohne  reelle  Punkte  ist,  aber  reelle  Coefficientcn  hat,  und  greifen  die 
Fläcbenscbaar  heraus,  die  zu  der  letzteren  Kugel  gehört,  so  besitzt 
diese  Flüchenschaar  die  grösste  Aehnlichkeit  mit  einem  gewöhnlichen 
confocalen  System,  bei  welchem  der  Kugelkreis  zur  Flächenschaar 
gehört;  namentlich  sind  die  Realitätsverhältnisse  vollkommen  über- 
einstimmend. 

Nehmen  wir  dio  Ausgangsfläche  2ten  Grades  zudem  so  an,  dass 
ihr  Mittelpunkt  mit  dem  der  in  Rede  stehenden  Kugel  übereiu- 
stimmt,  so  besteht  das  P olarte tra oder  aus  deu  3 sich  recht- 
winklig schneidenden  Hauptebenen  im  Verein  mit  der  unend- 
lich fern en  Ebene. 

Setzen  wir  in  4) 

8)  > «s  > “4 

so  erhalten  wir  bekanntlich  für 

I.  o,  > A > as  Zweischalige  Hyperboloide 

A = a,  Focalhyperbel  in  der  Ebene  =*  0. 

II.  a*  > A j>  a-j  Einschalige  Hyperboloide 

A =*  a3  Focalellipse  in  der  Ebene  *3  = 0. 

III.  a3  > A > o4  Ellipsoide. 

Der  Verlauf  der  Krümmungslinien  im  projectiven  Sinne  auf  einer 
Fläche  der  Schaar  ist  iu  diesem  Falle  vollständig  analog  wie  im  Fall 
eines  gewöhnlichen  confocalen  Systems;  auch  jetzt  giebt  es  anf  jedem 
Ellipsoid  und  jedem  2schaligon  Hvperboloid  die  bekannten  Singu- 
laritäten in  den  den  Nabelpuukten  des  gewöhnlichen  coufocalen  Sy- 
stems entsprechenden  Punkten,  den  Durchschnittspunkten  mit  den 
Focalcurven. 

Diese  Analogie  hört  aber  auf,  sobald  wir  eine  Flächenschaar 
betrachten  mit  einem  Polartetraeder,  von  dem  2 Ecken  und  2 Ebenen 
coujugirt  imaginär  sind. 

Wir  wollen  zu  gleicher  Zeit  erwähnen,  dass,  wofern  wir  allge- 
meinste Fläehenscbaaren  2ten  Grades  betrachten  würden,  also  statt 
der  zu  Grunde  gelegten  Kugel  eine  beliebige  Fläche  2ten  Grades 
nehmen , die  besprochene  Transformation  uns  auf  ein  System  von 
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Flächen  4ter  Ordnung  mit  einer  gemeinsamen  Doppelcurve  2ten 
Grades  von  allgemeinem  Charakter  führen  würde.  Die  Sätze  über 
Cyklide  und  Cyklidensystem  sind  also  auch  von  hier  aus  einer  so- 
fortigen Erweiterung  auf  Flächen  4ter  Ordnung  mit  Doppelkegel- 
schnitt und  Systemen  von  solchen  Flächen  fähig,  (cf.  Einleitung 
p.  193.). 

Durch  die  gegebene  Transformation  gehen  die  3 Coordinaten- 
ebenen  xt  •=  0,  xa  — 0,  r3  ■*=*  0,  die  den  Mittelpunkt  gemeinschaft- 
lich enthalten,  in  sich  über;  wir  wollen  sie,  als  Kugeln  mit  unendlich 
grossem  ltadius  betrachtet,  «,  — 0,  0,  «9  = 0 nennen.  Die  un- 

endlich ferne  Ebene  verwandelt  sich  in  eine  Kugel  mit  endlichem 
reellen  Radius  s4  = 0 , die  ihren  Mittelpunkt  im  Schnittpunkt  jener 
3 Ebenen  besitzt. 

Jede  Flüche  dor  Flächenschaar  2 ton  Grades  mit  reellen  Punkten 
geht  durch  die  Transformation  in  eine  Cyklide  derselben  Eigenschaft 
über.  Wir  geben  zunächst  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  der 
verschiedenen  Formen: 

I.  o,  > A.  > Zweischalige  Cykliden  (Schalen  auseinander) 
Grenzwerte  1 — at  1 = aj 
Grenzflächen  st  = 0 = 0 

In  *a  = 0 liegt  eine  reelle  Focalcnrve. 

II.  aa  >•  i >»  «3  Ringförmige  Cykliden 

Grenzwerte  A — aa  I — a3 

Grenzflächen  «a  = 0 *3  = 0 

In  beiden  Grenzflächen  reelle  Focalcurveu. 


III.  a3  > X > o4  Zweischalige  Cykliden  (Schalen  ineinander) 

Grenzwerte  t 1 = o4 

Grenzflächen  »3  = 0 s4  = 0 
In  = 0 eine  reelle  Focalcurve. 

IV.  a4  !>  I ]>  «i  Cykliden  ohne  reelle  Puukte. 

Die  Grenzflächen  werden  von  den  Focalcurveu  begrenzt,  von 
denen  also  2,  auf  *a  — 0 und  «3  = 0 gelegen,  reell  sind. 


I.  Zweiteilige  Cykliden  mit  auseinander  ligendon 
Schalen. 

«i  > I > «2- 

Diese  Cykliden  beginnen  mit  der  doppelt  überdeckten  Ebene 
— 0 und  hören  auf  mit  dem  von  der  in  »a  =•  0 verlaufenden 
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lemniskatischen  Focalcurve  begrenzten  inneren  Teile  von  »s  = 0. 
Dazwischen  legen  sich  die  übrigen  Flächen , immer  ciue  von  der 
folgenden  umschlossen.  (Siehe  Fig.  1.). 

II.  Ringförmige  Cykliden. 
as  ^ ^ ^ <H- 

Diese  Cykliden  beginnen  mit  dem  doppelt  überdeckten,  von  der 
genannten  Focalcurve  begrenzten  iiussern  Teile  von  = 0 und 
endigen  für  1 = a3  mit  dem  doppelt  überdeckten,  von  der  Focalcurve 
daselbst  begrenzton  inuern  Teile  von  — Ü.  (Siehe  Fig.  1.).  Die 
Gestalten  der  zwischen  liegenden  Cykliden  kann  man  sieb,  von  der  zu- 
letzt genannten  Grenzfläche  ausgehend  vorstellen,  indem  man  letztere 
sich  immer  mehr  auf  blähen  lässt,  doch  so,  dass  2 Einschnürungen 
in  ss  = 0 sich  einstelleu.  Hier  wächst  der  verticale  Symmetrie- 
schnitt langsam  bis  zur  lemniskatischen  Focalcurve  als  oberen  Grenze. 

III.  Z weiteilige  Cykliden  mit  ineinander  liegenden 
Schalen. 

«3>k>  «4- 

Diese  Cykliden  beginnen  mit  dem  nicht  schraffirtcn  doppelt  über- 
deckten Teile  von  «3  •=-  0 (siehe  Fig.  2.)  und  gehen  alsdann  über  in 
Flächon,  deren  eine  Schale  die  andere  umschlicsst,  Die  Schalen 
nähern  sich,  je  mehr  k abnimmt,  immer  mehr  und  mehr  und  fallen 
für  k ~ o4  zusammen , indem  sie  alsdann  dio  Kugel  <4  = 0 in  ihrer 
vollen  Ausdehnung  doppelt  überdecken;  natürlich  mnss  dann  die 
Focalcurve  auf  dieser  Grenzfläche  ohne  reelle  Punkte  sein. 


§ 2.  Krümmungslinien. 

Die  Krümmuugsliuicn  (im  projectiven  Sinne)  der  Flächenschaar 
2tcn  Grades  verwandeln  sich  durch  unsere  Transformation  in  die 
Krümmungslinion  der  Cykliden  des  coufoealen  Systems  im  gewöhn- 
lichen Sinne  des  Wortes,  da  ja  das  Cyklideusystem  ein  dreifach  ortho- 
gonales Flächensytem  ist.  Auf  jeder  Cyklide  der  Schaar  werden  die 
Krümmungslinicu  von  Cykliden  ausgeschnitten,  die  den  beiden  noch 
übrigen  Ilauptartcn  mit  reellen  Punkten  angchören.  Durch  jeden 
Punkt  der  herausgegriffeuen  Cyklido  gehen  infolgedessen  2 Krüm- 
mnngslinieu,  die  auf  einander  senkrecht  stehen.  Sie  sind  im  Allge- 
meinen von  der  8ton  Ordnung;  nur  die  5 Schnitte  mit  den  Kugeln 
des  Fundamcntalsystems  ergeben  Curvcn  4ter  Ordnung  (vom  Ge- 
schlecht 1) ; auf  den  ringförmigen  Cykliden  sind  4 dieser  Curvon 
reell,  auf  den  übrigen  Cykliden  nur  3.  2 Krümmungslinion  Ster 
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Ordnung  schneiden  sich  in  16  Punkten.  — Diese  sind  sämrotlich 
reell,  wenn  die  Krilmmungslinien  von  verschiedener  Art  sind,  dagegen 
sämmtlich  imaginär  bei  Krümmungslinien  derselben  Art. 

Die  gestaltlichen  Verhältnisse  dieser  Curven  veranschaulichen  am 
besten  die  Figuren  (siehe  Fig.  2.,  3.,  4.;  die  ringförmige  Cyklide, 
Fig.  3.,  ist  schematisch  als  Ring  gezeichnet.) 


§ 3.  Geodätische  Linien. 

Bei  der  eingeführten  projcctiven  Massbestimmung  im  Raum  der 
Fläcbenschar  2teu  Grades  bleiben  die  Geraden  natürlich  geodä- 
tische Linien;  das  Linieuelement  derselben  wollen  wir  mit  da  be- 
zeichnen. 

Durch  die  in  Rede  stehende  Transformation  nun , welche  die  Ge- 
raden in  Orthogonalkreise  zur  Fundamentalkugel  überfübrt,  trans- 
formirt  sich  daB  Linienclement  da  in 


wo  ds  das  Linienelement  in  gewöhnlicher  Massbestimmung  und  S die 
Potenz  des  in  Betracht  gezogenen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Funda- 
mentalkugel bedeutet;  dieses  dZ ist  das  Linienelement  eines  Ortho- 
gonalkreises zur  Fundamentalkugel ,9). 

Die  projectivo  Massbestimmung  des  ersten  Raumes,  die  sich  bei 
Collineationen  reducirt,  wird  damit  üborgeführt  in  eine  Massbestim- 
mung, die  sich  einer  Transformation  durch  reciproke  Radien  gegen- 
über covariant  verhält  — bei  letzterer  gehen  ja  Kugeln  wiederum 
in  Kugeln,  Kreise  in  Kreise,  Kugeleuveloppen  in  Kugelenveloppeu 
über.  In  dieser  Massbestimmung  werden  alsdann  die  geodätischen 
Linien  durch  jene  Orthogonalkreise  vertreten.  Diese  Massbestim- 
mung wollen  wir  eine  anallagmatische  nennen20). 


19)  cf.  Darboux,  a.  a 0.  p.  931.,  p.  S17. 

30)  Die  Geometrie  in  dieser  Massbestimmung  ist  unabhängig  von  Dar- 
boux  betrachtet  worden  von  Beltrami:  Teoria  fundnm.  degli  spazii  di  enr- 
vatura  const.  Ann.  d.  Mat.  2.  S.  3.  B.  und  im  Anschluss  daran  von  Kil- 
ling:  „Ueber  3 Raumformen  mit  const.  pos.  KrQmmg.u  Bd.  86.  des  Cr.  J. 
Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  in  neuester  Zeit  namentlich  Herr  Foincard  in 
seinen  Fublicationcn  in  den  Acta  Math,  von  der  gedachten  Massbestimmung 
ausgedehnten  Gebrauch  macht , wenn  auch  zumeist  im  Raum  von  3 Dimen- 
sionen und  mit  der  Modiücation,  dass  bei  ihm  der  Fundamcutalkreis  die  Axe 
der  reellen  Zahlen  ist. 
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„Entsprechend  dem  Fundamentalsatz  der  projectiven  Massbestim- 
„mung  ist  alsdann  die  Entfernung  2er  Punkte  definirt  als  der  Loga- 
rithmus des  Doppelverhältnisses  der  gegebenen  2 Punkte  mit  den 
„Schnittpunkten  des  hindurchgelegten  Orthogonalkreises  mit  der 
„Fundameutalkugel.“ 

Fixircn  wir  in  der  vorgeführten  Weise  die  Massbestimmungen 
in  unsern  beiden  Räumen,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

„Geodätische  Linien  verwandeln  sich  durch  die  Darboux’sclie 
„Transformation  wiederum  in  geodätische  Linien.“ 

Sind  uns  2 confocale  Flächen  2ten  Grades  gegeben,  so  wissen 
wir,  dass  die  gemeinsamen  Tangenten  an  die  beiden  Flächen  geo- 
dätische Linien  auf  den  Flächen  umhüllen.  Den  gemeinsamen  Tan- 
genten an  die  confocalen  Flächen  2ten  Grades  (confoeal  im  projectiven 
Sinne)  entsprechen  je  2 fach  berührende  Kreise  an  die  entsprechenden 
2 confocalen  Cykliden ; diese  umhüllen  also  in  der  definirten  auallag- 
matischen  Massbestimmung  ebenfalls  geodätische  Linien  auf  den  Cy- 
kliden. 


III.  Capitel. 

Da»  Abel'sche  Theorem  für  überall  endliche  Integrale  und  seine  Bedeutung 
für  Flächenschaar  2ten  Grades  und  Cyklidensystem. 

§ 1.  Die  Congruenz  der  gemeinsamen  Tangenten  zweier 
confocaler  Flächen. 

Greift  man  aus  der  Schaar  der  Flächen  2ton  Grades  ein  Ellip- 
soid  i = i0  und  ein  einschaliges  Hyperboloid  p *=  pn  heraus , (wir 
beschränken  uns  hierbei  auf  den  in  Cap.  II.  § 1.  zuerst  angeführten 
Hauptfall,  für  welchen  die  Realitätsverhältnisse  dieselben  sind  wie 
beim  gewöhnlichen  confocalen  System)  und  beschränkt  man  die 
Variabilität  der  3 elliptischen  Parameter  v,  p,  X eines  Raum- 
punktes dergestalt,  dass 

1)  o,  > v > a,,  po  > f»  > «s  X0  > A > a4 

ist,  d.  h.  zieht  man  diejenigen  reellen  Punkte  allein  in  Betracht,  von 
welchen  aus  sich  4 reelle  Tangenten  an  die  beiden  Flächen  und  p0 
legen  lassen,  so  zeigt  Herr  Staude  in  der  bereits  genannten  Habili- 
tationsschrift p.  22,  dass  die  Congruenz  4ter  Ordnung  und  Classe  der 
gemeinsamen  reellen  Tangenten  der  beiden  Flächen  I0  und  p0  dar- 
gestellt wird  durch  das  simultane  System  von  Differentialgleichungen; 

/ dk  dp  dv 

) A M JV  " u 

^ j XdX  pdp  vdv  _ 

( ~Ä  ~ ~M  + ~N  = 0 

wo 

Arch.  der  Math.  u.  Phya.  2.  Reihe,  Teil  II. 
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IA  = V («!  -!)(«,-  *)  (aa-A)(A„-  i)  (1  - a4)  (Po  - A) 

M — V(a,  — (i)  (aj  - p)(p  — a,)(p  — aj  (p  —~i0)  (p0  — f») 

N =.  y^—v)  (v  — Oj)  (v  — as)  (v  — aj(v  - Id)  (v  — ju0) 

lind  sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen  besitzen. 

„Die  Gleichungen  2)  sind  aber  nichts  anderes  als  das  Abel’sche 
„Theorem  für  die  überall  endlichen  Integrale  vom  Geschlecht  p = 2.“ 

Die  Fortschreitungsrichtung  von  einem  Punkte  P ■=>  A,  p,  v zu 
einem  Nachbarpunkte  A-)-<U,  p-j- dp,  v-\-clv  giebt  also  die  Richtung 
einer  gemeinsamen  Tangente  T an  die  Flächen  A0  und  p0,  wenn  die 
Differentiale  di,  dp,  dv  den  Gleichungen  2)  genügen  mit  einer  der 
4 verschiedenen  Combinationen  in  den  Vorzeichen  der  Verhältnisse 
der  Quadratwurzeln  A,  M,  N. 

In  diesem  Sinne  gehört  jedem  durch  seine  Endpunkte  1,  p,  v 
und  A-|-<iA,  f*  -j-flp,  v + rfv  charakterisirten  Linicnelemente  einer 
solchen  Tangente  T eine  bestimmte  Combination  in  den  Vorzeichen 
der  Verhältnisse  der  Quadratwurzeln  A,  M,  N zu.  Man  kann  aber 
darüber  hinaus  dem  Elemente  der  Tangente  eine  bestimmte  Combi- 
nation der  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  A,  M,  N selbst  zuordnen, 
wenn  man  über  das  Vorzeichen  einer  der  letzteren  eine  bestimmte 
Festsetzung  macht. 

Lässt  man  den  Anfangspunkt  P •=  i,  p,  v des  Elementes  längs 
der  betreffenden  Tangente  T stetig  fortlaufen,  so  werden  sich  dio 
den  successiven  Elementen  zugehörigen  Wurzelfunctionen  A,  M,  N 
stetig  ändern  und  ihre  Vorzeichen  beibchaltcn,  so  lange  koines  der 
Differentiale  di,  dp,  dv  sein  Vorzeichen  wechselt.  Es  liegen  aber 
auf  jeder  Tangente  6 Punkte,  iu  denen  ein  derartiger  Zeichen  Wechsel 
stattfindet,  nämlich  die  beiden  Berührungspunkte  der  Tangente  mit 
den  Flächen  A0  und  p0  und  die  4 Schnittpunkte  mit  den  Ebenen  des 
Coordinatentetraeders,  auf  welches  dio  Gleichung  der  Flächenschaar 
bezogen  ist.  Dieso  6 Punkte  sind  durch  dio  Werte 

A = a4,  1 = V.  P — «s>  f*  — Poi  v = «,,  v = o, 

je  einer  der  elliptischen  Coordinaten  charakterisirt,  und  es  bilden  die 
W ertepaare 

°i  > °3  f*o  i <>» 

nach  den  Ungleichungen  1)  zugleich  die  Grenzen,  innerhalb  deren  die 
elliptischen  Coordinaten  A,  p,  v eines  Punktes  einer  reellen  Taugente 
der  beiden  Flächen  A0  und  p0  sich  bewegen. 
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„Wenn  also  der  Anfangspunkt  P—  1,  p,  v des  Elementes  di 
„der  Tangente  T die  ganze  im  Unendlichen  geschlossen’gedachte  Tan- 
gente durchläuft,  so  wechselt  jedo  der  zugehörigen  Wurzelfunctionen 
,, A , M,  N zweimal  das  Vorzeichen.“ 

Nun  nimmt  auch  jede  der  Variabein  1,  p,  v längs  der  Tangente 
jeden  der  ihr  durch  die  Ungleichungen  1)  zugewiesenen  Wert  je 
zweimal  an;  es  unterscheiden  sich  aber  zwei  Stellen,  in  denen  die 
Variabelo  den  nämlichen  Wert  hat,  durch  das  Vorzeichen  der  zuge- 
hörigen Quadratwurzel  resp.  A,  M oder  N.  Jeder  Punkt  liegt  nun 
auf  4 solchen  Tangenten,  die  durch  ihn  hindurch  gehen,  es  gehören 
ihm  also  4 durch  ihre  Vorzeichen  allciu  verschiedene  Systemo  A,  M,  N 
zu  ; einer  der  Wurzelfunctionen  (Herr  Staude  wählt  N dazu)  können 
wir  ein  bestimmtes  für  alle  4 Tangenten  gleiches  Vorzeichen  zuer- 
teilcn;  daun  haben  die  4 zu  einem  Punkt  gehörigen  Tripel  A,  M,  N 
die  Vorzeichen: 

++£i  — H — *» £- 

Bei  Herrn  Staude  ist  e =*  -f-  oder  = je  nachdem  x1.xt  po- 
sitiv oder  negativ  ausfällt. 

§ 2.  Die  Congruenz  der  Doppelberührungahrcise 
zweier  confocaler  Cykliden. 

Um  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  auf  den  Cyklidenraum 
zu  übertragen,  wollen  wir  zunächst  bemerken,  dass,  wie  im  Raum  der 
Flächenschaar  jeder  Punkt  durch  die  Parameter  i,  u,  v der  3 durch 
ihn  hindurchlaufenden  reellen  Flächen  2ter  Ordnung  der  Schaar  be- 
stimmt wird,  im  Cyklidenraum  jedes  Punktpaar,  das  conjugirt  ist  in 
Bezug  auf  #„  «=*  0 (d.  h.  nur  im  Vorzeichen  der  Coordiuato  «„  ver- 
schieden ist*1)  bestimmt  ist  durch  die  3 Parameter  k,p,v  der  durch 
dasselbe  hindurchlaufenden  3 Cykliden  mit  reellen  Punkten,  uud  zwar 
bestimmt  auch  hier  ein  Wcrttripcl  kpv  8 solche  Punktpaare. 

Offenbar  stellen  die  Gleichungen  2)  jetzt  die  Differential- 
gleichungen dor  jedo  von  2 Flächen  des  Systems  dop- 
pelt berührenden  Kreise  dar,  und  zwar  sind  diese  Flä- 
chen eine  Cyklide  vom  Typus  3 (2schalig,  Schalen  in 
einander)  und  eine  vom  Typus  2 (ringförmig). 

Beschräukeu  wir  auch  jetzt  die  Variabilität  der  Parameter  durch 
die  Ungleichungen  1),  so  gehen  wioder  durch  jedes  Punktpaar  des 
durch  1)  beschränkten  Raumes  4 reelle  Kreise,  die  jede  der  2 gege- 


21)  Ein  solches  Punktpaar  liegt  natürlich  harmonisch  zu  den  Schnittpunkten 
(einer  Verbindungslinie  mit  der  Fundamentalkugel  s0  = 0. 

14* 
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benen  Flächen  A0  und  p0  in  zwei  in  Bezug  auf  »0  «=  0 conjugirten 
Punkten  berührou. 

Genügen  also  die  Differontialo 

dk,  (1(1,  dv 

den  Gleichungen  2),  so  geben  uns  die  Fortschreitungsrichtungen  von 
einem  Punktpaare  ( PP ')  = (A,  p,  v)  zu  einem  Nachbarpunktpaare 
(A  + eAA,  + v+dv)  die  Richtungen  der  gemeinsamen  Doppel- 
berührungskreise an  die  Flächen  Aj  und  p0  in  dem  in  Betracht  ge- 
zogenen Punktpaare;  dio  4 Richtungen,  die  von  je  einem  Punkte  des 
Paares  auslaufen,  sind  untereinander  unterschieden  durch  die  Vor- 
zeichen der  Verhältnisse  der  Wurzelfunctionen  A,  M,  N.  Jeder  der 
4 Richtungen,  die  von  dem  betrachteten  Punktpaare  (PP')  auslaufen, 
gehört  eine  bestimmte  Combination  der  Vorzeichen  zu.  Giebt  man 
wiederum  N ein  festes  Vorzeichen  £(£=■  + oder  = — , jenachdem 
s, . % positiv  oder  negativ  ist),  so  sind  die  4 Richtungen  der  durch 
das  Puuktpaar  (PP’)  hindurchlaufenden  Kreise  der  betrachteten  Con- 
grueuz  individualisirt  durch  die  Vorzeichencombinationen 

+ + £; (-£;  -| £ ; £. 

Das  erste  Vorzeichen  in  jedem  Tripel  bezieht  s'ch  auf  A,  das 
zweite  auf  M. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  einzelnen  der  4 Kroise,  die  dnreh  das 
Punktepaar  (PP)  *=  (A,  p,  v)  gehen. 

Wir  lassen  wiederum  das  Punktpaar  (PP)  längs  des  ganzen 
Doppelberührungskrcises  stetig  fortlaufen;  es  werden  sich  dann  die 
den  succossivcn  Elementen  zugehörigen  Wnrzelfunctionen  A,  M,  N 
stetig  ändern  und  ihre  Vorzeichen  nur  wechseln  mit  resp.  dk,  dp,  dv 
zusammen.  Ein  Zeichenwechsel  dieser  Grössen  findet  aber  auf  be- 
sagtem Kreise  allein  in  6 Punktepaaren  statt,  (jedes  Punktepaar  ist 
conjugirt  in  Bezug  auf  die  Fundamentalkugel  s0  = 0). 

Diese  6 Punktepaarc  sind  eharakterisirt  durch  die  Werte  je  einer 
der  cyklidischen  Coordiuaten 

A = «4,  A ==  A0;  (*  = 03,  (*  = (*0 ; v — uj,  v = <•„ 
wo  wiederum  die  Wertepaare 

aD  loi  a3i  (*oi  an  ai 

die  Grenzen  bilden,  innerhalb  deren  die  cyklidischen  Coordinaten 
resp.  A,  fi,  v eines  Punktepaares  eines  reellen  Doppelberührungs- 
kreises der  beiden  Flächeu  A„  und  ft0  sich  bewegen. 
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Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„Wenn  ein  Pnnktpaar  (PI*)  = (A,  p,  v),  das  conjugirt  ist  in 
„Bezug  auf  »0  — 0,  einen  Doppelberührungskreis  dergestalt  durchlauft, 
„dass  jeder  Punkt  des  Paares  einen  Halbkreis22)  beschreibt,  indem 
„P  bis  I“,  P in  derselben  Richtung  bis  P geht,  so  wechselt  jede  der 
„zugehörigen  Wurzelfunctionen  A,  M,  N auf  jedem  Halbkreis  zwci- 
„mal  das  Vorzeichen.“ 

Wir  brauchen  darum  immer  nur  den  einen  Halbkreis  in  Betracht 
zu  ziehen;  auf  dem  andern  haben  wir  nur  eine  genaue  Wiederholung 
dessen,  was  auf  dem  ersteren  geschieht;  jeder  Punkt  des  ersteu  Halb- 
kreises hat  seinen  Gegenpunkt  auf  dem  2ten  Halbkreis,  deu  4ten 
harmonischen  zu  dem  gegebenen  und  den  beiden  Schnittpunkten  des 
Kreises  mit  der  Fundamentalkugcl.  Da  nuu  dieso  Schnittpunkte  in 
dem  vorgeführton  Falle  (ef.  Cap.  II.  § 1.  p.  205)  conjugir  imaginär 
ausfallen,  so  ist  auch  dio  Art  und  Weise  der  Aufeinanderfolge  der 
einzelnen  Punkte  auf  beiden  Halbkreisen  genau  dieselbe. 

Die  4 Doppelberührungskreise,  dio  durch  das  Punktepaar  (PP) 
oder  (hpv)  hindurchlaufen,  lassen  Bich  zu  3mal  2 Paaren  gruppiren. 

Nnn  gehen  aber  durch  das  Punktepaar  A,  p,  v auch  3 Kreise, 
die  Normalkreiso  A';,  A'„,  Kr,  welche  Doppelberührungskreise  an 
2 der  Flächen  A,  p,  v sind,  während  sie  auf  der  3ten  noch  übrigen 
senkrecht  stehen,  Kx  z.  B.  berührt  die  Flächen  p und  v je  2fach  uud 
steht  ausser  auf  s0  = 0 auch  auf  dor  Cyklidc  A senkrecht  im  Punkte- 
paare A,  p,  v. 

Im  Anschluss  an  die  Resultate,  die  Herr  Staude  p.  7.  seiner 
Habilitationsschrift  erhält,  finden  wir  sodann,  dass  zu  jedem  der  3 
Normalkreise  eine  Gruppirung  der  4 durch  das  Puuktpaar  geheuden 
Doppelberührungskreise  zu  jo  2 Paaren  gehört.  Jedes  Paar  bildet 
mit  dem  Normalkreis  eine  Normalkugel,  sodass  zu  jedem  Normalkreis 
2 Normalkugeln  gehören,  und  wir  im  Ganzen  G Normalkugeln  be- 
kommen, die  sich  zu  3 Paaren  ordnen.  In  Bezug  hierauf  gilt  nun 
der  Satz: 

„Die  4 Doppelberührungskreise  an  die  Flächen  A0  uud  p0  durch 
„das  Punktpaar  (PP)  oder  (hpv)  ordnen  sich  iu  Bezug  auf  jeden  der 
„3  Normalkreiso  des  Punktpaars  in  2 Paare  und  zwar  dergestalt, 
„dass  bei  jeder  der  3 Anordnungen  der  bcvorzngto  Normalkrcis  deu 
„Winkel  eines  jeden  Paares  auf  der  zugehörigen  Normalkugel  balbirt.“ 


22)  Die  Bezeichnung  „Halbkreis“  bezieht  sich  auf  die  eingefdhrte  annllag- 
matizehe  Maasbestimmung. 
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Zwei  in  Bezug  auf  einen  der  Normalkreise  K>_,  K„,  Kv  conjugirte 
Doppelbertthrungskreise  unterscheiden  sich  bezüglich  im  Vorzeichen 
von  A , oder  von  M,  oder  von  A und  M zugleich,  da  wir  das  Vor- 
zeichen von  N festgesetzt  haben. 

Bezeichnen  wir  die  zum  Punktepaar  (PP“)  gehörigen  4 Doppel- 
berührungskreise durch  die  zugehörigen  charakteristischen  Vorzeichen- 
combinationen  von  A,  M,  W,  (cf.  p.  212.)  und  nennen  die  3 Normal- 
kngelpaare  Sx  + S>.  _,  SM  + S?-,  S?  + Sc _,  so  erhalten  wir  die  Tabelle: 


conjugirt  in  Bezug 
auf  Kx 

| | bilden  SA  + 

+ -• : 

| bilden  5a  - 

conjugirt  in  Bezug 
auf  Kf, 

| | bilden  + 

— H 

| bildon  Sfi  _ 

conjugirt  in  Bezug 
auf  Kv 

| | | bilden  Sr  + 

H — £ 
-+£ 

| bilden  Sv  - 

§ 3.  Dae  Additiomtheorem  und  «eine  geometrische  Bedeutung. 

Die  Differentialgleichungen  der  Congruenz  der  Doppelbcrührungs- 
kreise  (cf.  p.  209.)  sind  in  der  gemeinsamen  Form  enthalten : 


4) 


v*  — 1 dv  p.*-1  dp  1*  — 1 dX 


N 


M 


■ 0 


1,  2 


Diese  Differentialgleichungen  wollen  wir  längs  eines  Doppel- 
berübrungskroises  vom  Punktpaar  ( PP ')  oder  (Afiv)  bis  zu  dem 
Punktepaar  ( P0P0r ),  in  welchem  die  Fläche  hg  berührt  wird,  integriren. 
Das  Resultat  der  Integration 

v'N  fi  ’M’  l0,O 

«>  •fr^r->.Pirt+>Ar-o 

vN  fiM  XA 

gieht  2 Relationen  zwischen  den  cyklidischen  Coordinaten  v,  /i,  1 und 
v>'  der  Punktepaare  (PP1)  und  (P0P0').  Die  Integration  ist  für 
alle  3 Integrale  in  der  Weise  auszufahren,  dass  für  jedes  Punktpaar 
des  betreffenden  Kreises  die  demselben  als  einem  Punktepaar  dieses 
Tangentialkreises  zugehörigen  Wurzelfunctionen  NMA  einschliesslich 
ihrer  Vorzeichen  in  Rechnung  gezogen  werden. 

Zweien  der  Anfangselementenpaare  der  4 gemeinsamen  Doppel- 
berührungskreise kommt  ein  positives,  zweien  ein  negatives  Vorzeichen 
von  A zu.  Längs  PPQ,  resp.  P'Pg  wechselt  das  Vorzeichen  von  A 
nicht;  ob  die  Vorzeichen  von  N'  und  N und  die  von  M'  und  M mit 
einander  übereinstimmen  oder  nicht,  das  hängt  davon  ab,  ob  der 
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Bogen  l’P0  — und  natürlich  auch  PP0'—  die  Ebenen  v = a„  v «=  a, 
nnd  f»  = a,  durchsetzt,  resp.  die  Flüche  p ■=  p0  berührt. 

Löst  man  die  gefundenen  Relationen  5)  zwischen  Ipv  und  p’v' 
in  der  folgenden  Weise  auf: 


as  A0 


so  erhält  man  das  Resultat: 

„Zwischen  den  cyklidisehen  Coordinatcn  v'ft'  des  Berührungs- 
,, punktpaars  (P0P0')  einer  der  vier  vom  Punktpaar  (PP1)  au  die 
„beiden  Flächen  A0  und  fi0  laufenden  gemeinsamen  Doppelberührungs- 
„kreise  mit  der  Fläche  A0  einerseits  und  den  cyklidisehen  Coordinaten 
„A,  p v des  Punktepaares  (PP’)  andererseits  bestehen  die  Relationen: 

v,N  p,M  k,A  v',tf  p',  M' 

I °«  a3  Afl  a,  a3 

7)  < 

' ) v,N  f» ,M  A,  A v',y  u',M' 

- */£-•/£ 

Oj  a3  Ao  Oj  Oj 

:,wo  N,  M,  A die  dem  Punktepaare  (PP')  und  N' \f  die  dem 
„Punktepaare  (P0P0')  als  Punkten  des  betrachteten  Kreises  zugehörigen 
„zusammengesetzten  Wurzelfunctionen  bedeuten.“ 

Dieser  Satz  enthält  die  gcomotrische  Deutung  des  ein- 
fachen Additionsprobloms,  welches  verlangt,  bei  gegebenen 
oberen  Grenzen  v,  fi,  A und  gegebenen  Vorzeichen  von  N,  M,  A dio 
oberen  Grenzen  v',  p'  und  die  Vorzeichen  von  N',  M'  so  zu  bestim- 
men, dass  von  Periodenmultipla  abgesehen  dio  beiden  Relationen  7) 
bestehen. 

Die  geometrische  Lösung  des  Problems  ist  demnach  die  folgende: 

Man  fixirt  auf  der  Fläche  A eines  der  Punktepaare  vfi,  für  wel- 
ches die  zugehörige  Wurzelfunction  N das  gegebene  Vorzeichen  be- 
sitzt, und  wählt  unter  den  4 durch  dieses  Punktpaar  (PP')  gehenden 
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gemeinsamen  Tangentialkreisen  der  Flächen  A0  und  g0  denjenigen 
aus,  dem  im  Punktepaar  ( PI* ) die  gegebenen  Vorzeichen  von  M und 
A znkommen.  Die  cyklidischen  Coordinaten  des  Berührungspunkt- 
paars ( v'p‘ ) mit  der  Fläche  A0  sind  die  gesuchten  oberen  Grenzen 
und  die  dem  Punktpaare  als  einem  Pnnktpaare  des  in  Rede  steben- 
don  Kreises  zukommendon  zusammengesetzten  Wurzelfunctionen  N‘ 
und  M’  sind  die  gesuchten  Wurzelwerte  N'  und  M'. 

§ 4.  Schliessungssätze  innerhalb  der  Cougruenz  der  gemeinsamen 
Doppelberührungskreise  zweier  confocaler  Flächen. 

Kreispolygone,  welche  den  Flächen  Iq  und  p0  umschrieben  und 
einer  Fläche  A gleichzeitig  einbeschrieben  sind. 

Neben  deu  Flächen  A0  und  pu  sei  eine  dritte  Fläche  A <(  A^ 
gegeben,  welche  also  von  A0  umschlossen  wird.  Es  sollen  Kreispoly- 
gone betrachtet  werden,  welche  deu  beiden  Flächen  A0  und  p0  um- 
schrieben und  der  Fläche  A einbeschrieben  sind. 

Den  ersten  Eckpunkt  P<°)  und  mit  ihm  seinen  Gegonpunkt  P*°)' 
kann  man  auf  A beliebig  wählen.  Von  den  4 durch  sie  hindurch- 
gehenden Doppelberührungskreisen  wählt  man  einen  als  Anfangsseite 
SW  des  Polygons;  zugleich  geht  vou  P<°>'  aus,  auf  demselben  Kreise 
liegend,  die  Seite  SW'  aus  und  bildet  mit  den  folgenden  Kreisstücken 
ein  2tes  Polygon.  St1)  schneidet,  nachdem  die  Fläche  A„  berührt 
worden  ist,  die  Fläche  zum  2ten  Male;  der  Schuittpunkt  ist  der 
zweite  Eckpunkt  PW  des  Polygons.  Ebenso  erhalten  wir  als  End- 
punkt von  SW  einen  2tcn  Eckpunkt  PW'  des  conjugirten  Polygons.  Das 
2te  Seitenpaar  (S<2>S<2>')  wählen  wir  unter  den  3 gemeinsamen  Krei- 
sen, die  neben  (St1) St1)')  noch  durch  (Pt1)  pW')  hiudurchgehen , so 
aus,  dass  S!2>  conjugirt  zu  St1),  SW'  coujugirt  zu  St1)'  in  Bezug  auf 
A ist  (cf.  p.  213.). 

Bei  dieser  Festsetzung,  die  auch  für  die  folgenden  Polygonseiten 
Geltuug  behalten  soll,  ist  die  Construction  des  Polygo ns  .ein- 
deutig bestimmt,  nachdem  Anfangspunkt  und  Anfangsseite 
gegeben  sind.  Die  beiden  entstehenden  Polygone  — wir  erhalten  ja 
ein  conjugirtes  Polygon,  dessen  Seiten  und  Ecken  durch  Accente 
markirt  sind  — sind  durch  die  Kugel  «4  = 0 von  einander  getrennt. 
Wir  verfolgen  ja  immer  die  Richtung  auf  den  Kreisen  von  A bis  A0, 
durchsetzen  aber  nie  die  Fläche  A = at.  Es  kann  also  keine  Ver- 
einigung der  beiden  Polygone  zu  einem  stattfinden. 

Es  handelt  sich  nun  gegenwärtig  um  die  Frage,  ob  die  bei  der 
Polygonconstruction  gegebenen  Elemente,  nämlich  die  Paramoter 
A0,  fi0,  A der  vorgelegten  Flächen,  sowie  Anfangspunkt  und  Anfangs- 
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Seite  der  Polygonconstruction  so  gewählt  werden  können,  dass  dio 
Construction  mit  l Seiten  sicli  schliesst,  d.  h.  dio  Seite  >SW  wieder  in 
die  Anfangsecko  P '«)  so  einläuft,  dass  SW  und  S<*)  conjugirt  in  Be- 
zug auf  1 sind. 

Aus  den  Relationen  7)  folgt  durch  wiederholte  Anwendung  offen- 
bar die  Bedingung: 


*0 

Po 

«1 

Ä Pdl 

21 J A~ 

imfTi  + 47  ? = 0 

X,A 

«3 

«2 

A> 

Po 

“l 

«/5- 

4„y>* 

, P vdv 

+ 4'\/  ÄT  ”° 

A,  A 

°s 

Denn  die  Variabein  p und  v bewegen  sich  längs  des  Polygon- 
umfaugs  stetig  oscillirend  zwischen  den  beiden  Grenzen  aa  und  g0, 
resp.  oj  und  n,  hin  und  her,  und  die  Vorzeichen  vou  M und  N wech- 
seln immer  nur  in  diesen  Grenzen.  Demnach  bezeichnet  ‘in  die  Au- 
zahl  der  Durchgangspunkte  durch  jede  der  Ebenen  v =■  o2  und  v = a,, 
und  2 m die  Anzahl  der  Durchgangspuukte  durch  die  Ebene  p •=  a3 
und  der  Berührungspunkte  des  Polygonumfangs  mit  der  Fläche  p0. 

Die  Bedingungen  8)  ergeben  uns  deu  Satz: 

„Wenn  ein  don  Flächen  A0  und  p0  umschriebenes  und  der  Fläche 
„1  einbeschriebenes  Polygon  sich  einmal  mit  l Seiten  schliesst,  so 
„schliesst  es  sich  immer  mit  derselben  Seitenzahl,  wie  auch  der  Anfangs- 
punkt und  die  Aufangsseito  auf  der  Cyklide  X gewählt  werden  mag.“ 

„Neben  diesem  einen  Polygon  erhalten  wir  alsdann  stets  noch 
„ein  zweites,  das  dio  zweite  Schalo  der  Fläche  A0  berührt  und  von 
„dem  ersten  Polygon  durch  X — a4  getrennt  ist.  Schliesst  sich  das 
„erste  Polygon,  so  schliesst  sich  notwendig  auch  das  zweite,  zu  dem 
„ersten  conjugirto.“ 

Natürlich  werden  keineswegs  alle  Polygone,  dio  wir  im  Raum 
der  Flächenschaar  2ten  Grades  betrachten , wenn  wir  sie  auf  den 
Cyklidenraum  übertragen,  2 getrennte  Polygone  liefern;  im  allgemei- 
nen Falle  wird  vielmehr  ein  einziges  Polygon  mit  doppelter  Seiten- 
zahl entstehen.  Gestatten  wir  nämlich  unseren  Polygonseiten  im 
Raum  der  Flächenschaar  2tcu  Grades  auch  die  4te  Ebene  des  Coordi- 
natentetraeders  = 0 zu  durchsetzen  (bei  Herrn  Staude  fällt  dieselbe 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen),  so  durchsetzt  unser  Kreis- 
polygon im  Cyklidenraum  die  Kugel  •=  0,  in  der  Bedingnngs- 
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/di 

auf,  und  wir  werden  im 

•« 

Allgemeinen  ein  einziges  Polygon  mit  doppelter  Seitenzahl  erhalten. 


Leicht  könnten  wir  nun  die  Zahl  der  Schlicssungssätze  beliebig 
vermehren,  indem  wir  ähnlich  wie  Herr  Staude  in  seiner  Habilitations- 
schrift die  gestellten  Bedingungen  variiren  oder  die  von  Doppel- 
tangentialkreisen der  Congruenz  umhüllten  geodätischen  Linien  der 
Flächen  i0  und  fi„  in  Betracht  ziehen  und  geodätische  Polygone  uns 
bilden.  Wir  lassen  uns  aber  an  dem  einen  Beispiele  genügen,  da 
eine  weitere  Ausführung  nichts  principiell  Neues  zu  Tage  fördern 
würde. 


Wir  gehen  auch  nicht  auf  die  Darstellung  der  Punkte  und  Kugeln, 
sowie  der  Kreise  des  Cyklidenraumcs  durch  hypcrelliptischc,  spcciell 
©Functionen  und  dio  Deutung  der  hauptsächlichen  ©Relationen 
selbst  ein,  sondern  verweisen  auf  die  vielfach  genannte  Schrift  des 
Herrn  Staude:  Geometrische  Deutung  der  Additionstheoreme  etc. 
(22.  B.  der  Annalen).  Dio  dort  gefundenen  Resultate  übertragen  sich 
eben  mit  so  geringen  Modificationen  auf  den  Cyklidenraum , dass  es 
sich  kaum  verlohnen  würde,  die  Untersuchung  nochmals  vorzuführen. 
Es  mag  also  dieser  Hinweis  genügen,  und  wir  gehen  zum  2ten  Teil 
über,  die  Cyklide  in  Beziehung  zu  setzen  zur  KummePschen  Fläche 
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Misctllen. 


IX. 

Miscellen. 


l. 

Zur  Theorie  des  Winkelspiegels. 

Durch  das  Studium  der  grösseren  Abhandlung  über  den  Winkel- 
spiegel, wclcho  mein  Vater  L.  Mack  unlängst  in  dieser  Zeitschrift 
veröffentlicht  hat,  bin  ich  dazu  gelangt,  eine  neue  Formel  zu  finden, 
dio  unter  allen  Umständen  dazu  dient,  schnell  die  Gesamtzahl  S 
der  Bilder  zu  bestimmen,  welche  ein  in  dio  Ocffnung  des  Winkel- 
spiegels gebrachter  leuchtender  Puukt  P hervorruft.  Sie  lautet: 

-FW-FS*] 

2a  ist  der  Ocffuungswinkcl  des  Winkclspiegels , und  S,  und  &, 
bedeuten  diejenigen  zwei  Winkel,  welche  die  aus  der  Axo  des  Winkel- 
spiegels  durch  P gelegte  Ebene  mit  den  zwei  Eiuzeispiegeln  bildet. 
Jede  der  rechts  vorkommenden  Klammern  soll  bedeuten,  dass  für  den 
von  ihr  eingeschlosscnen  Quotienten,  mag  er  nun  eine  ganze  Zahl 
oder  ein  Bruch  sein,  statt  seines  wahren  Werts  vielmehr  die  zunächst 
unter  diesem  liegende  ganze  Zahl  zu  nehmen  sei.  Von  zwei  etwa 
zusammenfallenden  Bildern  ist  in  dem  Ausdruck  für  S jedes  selbständig 
gezählt. 

Sofern  dio  Leser  des  Archivs  an  jene  grössere  Abhandlung  sich 
erinnern  oder  nur  die  vier  ersten  §§  derselben  nachlesen  wollen,  so 
ist  mit  Beibehaltung  der  dortigen  Bezcichnungsweise  die  Herleitung 
der  neuen  Formel  kurz  anzugeben  wie  folgt. 

Man  betrachte  zunächst  diejenige  Bilderreihe,  die  von  dem  Bilde 

P,'  ausgeht,  und  nur  diejenigen  weitern  Ps",  P3',  P4",  P5' enthält, 

deren  jedes  von  dem  ihm  nächst  vorangehenden  erzeugt  wird.  Für 
diese  Bilder  ist  nun  gemäss  dem  Hauptsatz  des  § 3.  folgende  Beihe 
von  Winkelangaben  zu  machen: 
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Wkl.  AOPx'  = <P! 

Wkl.  BOPa"=  2a  + <p, 

Wkl.  AOPa'  = ia  + <pt 
Wkl.  BOI\"—  Ga-f  qp, 

Führt  man  jetzt  vielmehr  diejenigen  Winkel  ein,  welche  die 

Linien  OP,,  0Pa",  OP3‘,  0J\" mit  der  Mediane  OM  bilden,  so 

erhält  man  statt  obiger  Reihe  die  neue: 

“ + <Pi 

3«  + .jPi 

ö“  + 9>i 

7o  + (jp, 

Man  bemerkt,  dass  jeder  dieser  Winkel  um  2a  grösser  ist,  als 
der  ihm  nächst  vorangehende.  Werden  zugloich  die  den  toten  Raum 
betreffenden  Angaben  des  § 4.  berücksichtigt,  so  ist  auch  auf  diesem 
Wege  leicht  zu  beweisen,  dass  die  Zahl  der  unter  I)  vorkommenden 
Bilder  eine  begrenzte  ist 

Nnn  nehme  man  zu  jedem  der  Bildpunkte  /’/,  Pb'  , 

welche  alle  hinter  dem  ersten  Spiegel  frei  liegen,  den  bezüglich  der 
Geraden  MO  mit  ihm  symmetrischen  Punkt  Diese  üilfspunkte  der 
Reihe  nach  mit  H,',  1J3',  Tl.J , 17 / bezeichnet,  so  hat  man  ver- 

möge I)  auch  folgende  Reihe: 

iWkl.  3/077/  = a 
Wkl.  MOPa"  = Sa  + gj, 

Wkl.  3/077/  = 5a  + <F! 

Wkl.  MO P^'  -=  7a-f<p, 

Diese  Reihe  bietet  den  Vorteil,  dass  die  in  ihr  aufgeführten 
Winkel  alle  nach  einerlei  Richtung  von  OM  aus  gerechnet  sind. 

Wird  jetzt  mit  *,  die  Zahl  der  Bilder  Pa,  Pt",  Pa',  Pt" be- 

zeichnet, so  ist  dieselbe  identisch  mit  der  Zahl  der  Punkte  P,  77, 
welche  in  der  Reihe  II)  Vorkommen.  Man  sieht  ferner  leicht  (vergl. 
§ 4.  der  grössern  Abhandlung),  dass  kein  Winkel  dieser  Reihe  die 
Grösse  des  überflachen  MOT)  erreichen  kann.  Hienach  ist  bezüglich 
der  Zahl  zu  schliessen:  sie  muss  die  grösste  ganzo  Zahl  sein,  die 
der  Ungleichung  genügt 


I) 


Wkl.  MOPa 
Wkl.  MOPa" 
Wkl.  3/07/ 
Wkl.  MO  Pi' 
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180°+o>  (2*,  — 1)0  + ?), 
welche  mit  Beiziehung  von  <p,  für  2«  — gj,  übergeht  in 


180°  + q>, 
2a 


Sollte  der  Fall  eiutreten,  dass  ein  letzter  Punkt  P"  der  Reihe 
II)  gerade  noch  in  den  Punkt  5)  fiele,  so  dürfte  er  nach  § 4.  als 
Bild  nicht  mehr  gezählt  werden  und  x wäre  gegenüber  von  s,  um 
Eins  zu  gross.  Man  hätte  dann  aber  für  diesen  Puukt  Px" 

180°+  a - (2x  — l)a  + Vl  und  * = ^^2*. 

In  diesem  Fall  ergäbe  sich  der  Quotient  (X80°-f-  <jps) : 2o  als  ganze 
Zahl,  wie  mau  auch  durch  geometrische  Betrachtung  leicht  findet. 

Demgemäss  können  wir  schreiben 


p80°  + <p,j 


in  dem  Sinne  gemeint,  dass  für  den  eingeklammerten  Quotienten,  mag 
er  ein  Bruch  oder  eine  ganze  Zahl  sein,  die  zunächst  unter  ihm 
befindliche  ganze  Zahl  genommen  werde. 


Es  ist  nun  leicht  zu  übersehen,  dass  für  die  bisher  aus  dom 

Spiel  gelassenen  Bilder  P",  Pt\  Ps",  P{ , welche  alle  von  P," 

abstammcD,  die  den  obigen  Betrachtungen  ganz  analogen  zutreffen, 
so  dass  demnach  ihre  Auzahl  »2  anzugebeu  ist  . durch  die  Gleichung 


pSOM-  qp,j 


wobei  die  Klammer  rechts  in  demselben  Sinne  zu  verstehen  ist,  wie 
oben. 


Da  die  Gesamtzahl  S der  Bilder  aus  der  Summe  der  von  P 
und  der  von  P,"  abstammenden  besteht,  so  sind  wir  hiemit  zu  der- 
jenigen Formel  gelangt,  welche  am  Anfang  dieser  Mitteilung  an- 
gegeben ist. 

Fallen  zwei  Bilder  zusammeu,  was  nur  eintritt,  wenn  360  i 2a 
eine  ganze  gerade  Zahl  ist  (vergl.  § 13.  der  grossem  Abh.),  so  sind 
dieselben,  als  die  Schlussbilder  der  zwei  von  uns  betrachteten  Reihen, 
in  dem  Ausdruck  für  S nicht  als  Eines,  sondern  als  zwei  Bilder  in 
Rechnung  gezogen. 

Stuttgart.  Dr.  Karl  Mack. 
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2. 

Beweis,  dass  auf  eluer  algebraischen  Fläche  vierter  Ordnung 
mit  einer  Doppelgeradeu  ausser  dieser  nicht  mehr  uls  16  Geraden 
liegen  kliunen. 

Clebsch  hat  gezeigt1),  dass  jede  algebraische  Fläche  4.  0.  mit 
einer  Doppelgeraden  ausser  dieser  noch  16  Geraden  enthält,  welche 
sämtlich  die  Doppelgerado  schneiden  und  sich  zn  8 Paaren  ordnen. 
Dass  diese  Geraden  die  einzigen  sind,  welche  die  Fläche  enthalten 
kann,  ohne  zu  zerfallen,  wurde  von  ihm  a.  a.  0.  ebenfalls  dargetan, 
jedoch  nur  in  abzählender  Weise  auf  Grund  einer  ebenen  Abbildung 
der  Fläche,  sodass  ein  directer  Beweis  noch  wünschenswert  erscheint. 
Ich  teile  im  Folgenden  einen  solchen  mit;  es  werde  ihm  kurz  der 
Nachweis  der  8 Geradenpaare  nach  Clebsch  vorausgeschickt , damit 
ich  mich  bequem  darauf  boziehen  kann. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  der  genannten  Art  hat  die  Form 

1)  A*u-j-ABv-\-B!w  = 0, 

wo  u ■=>  0,  o = 0,  w = 0 die  Gleichungen  von  3 Flächen  2. 0.,  A *=  0, 
B = 0 die  Gleichungen  von  zwei  Ebenen  sind,  welche  sich  in  der 
Doppelgeraden  schneiden.  Die  Fläche  wird  also  erzeugt  als  Ort  der 
Schnittcurven  aller  Flächen  der  Schaar 

2)  u-|-At>-|-A!ic  “ 0 
mit  den  entsprechenden  Ebenen  des  Büschels 

3)  B — AA  = 0. 

Unter  den  Ebenen  dieses  Büschels  befinden  .sich  auch  solche, 
welche  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  der  Schaar  2)  berühren  d.  h. 
in  einem  Geradenpaare  schneiden.  Die  Zahl  dieser  Ebenen  ist  also 
die  Zahl  der  Geradenpaare  auf  der  Fläche ; stellt  man  aber  die  be- 
treffende Bedingungsgleichung  für  den  Parameter  A in  der  bekannten 
Determinantenform  auf,  so  findet  man  dieselbe  vom  Grade  8,  wie 
behauptet. 

Gesetzt  nun,  es  gäbe  ausser  diesen  8 Geradenpaaren  noch  eine 
weitere  Gerade  « auf  der  Flüche.  Dann  ist  zunächst  aus  der  soeben 
zur  Ermittelung  der  8 Geradenpaare  angestellten  Ueberlegung  klar, 
dass  dieselbe  die  Doppelgerade  nicht  schneiden  kann.  Daraus  ergiebt 
sich  weiterhin,  dass  » notwendig  wenigstens  je  eine  Gerado  aus  den 


1)  Clebsch,  Uebcr  die  Abbildung  Hlgebi-uischer  Flächen,  insbesondere  der 
4.  and  5.  Ordnung.  Math.  Annalen  Bd,  1. 
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8 Geradenpaaren  schneiden  muss.  Denn  sind  a und  a zwei  Geraden 
oines  Paares , l die  Doppelgerade , und  man  legt  durch  l diejenige 
Ebene,  welche  a und  a enthält,  so  hat  diese  Ebene  mit  der  Fläche 
ausser  l,  a und  a keine  weiteren  Elemente  mehr  gemein;  sie  schneidet 
aber  » in  einem  Punkte,  welcher  nicht  auf  l liegt,  folglich  auf  a oder 
e,  oder  im  Schnittpunkt  beider  liegen  muss. 

Nun  seien  a,  4,  c,  d,  e 5 Geraden  ans  den  8 Paaren,  welche  von 
von  * geschnitten  werden.  Dann  kann  man  durch  o,  4,  e einerseits 
und  durch  e,  d,  e andererseits  je  eine  Regelflächc  2.  0.  legen.  Die- 
selben haben  daun  e,  l und  « gemein,  schneiden  sich  also  nur  noch  in 
einer  Geraden  /,  welche  l und  » schneidet,  c aber  nicht , oder  sie 
sind  identisch.  Letzteres  wttrdo  nach  sich  ziehen,  dass  die  5 Geraden 
o,  4,  c,  d,  « von  den  unendlich  vielen  Geraden  geschnitten  werden, 
welche  die  andere  Regelschaar  der  durch  a,  4,  c,  d,  e gehenden  Regel- 
fläche bilden.  Von  diesen  schneidet  aber  jede  die  Fläche  4.  0.  in 
5 Punkten,  gehört  derselben  also  gänzlich  an,  die  Fläche  4.  0.  würde 
also  in  dieser  Regelfläche  2.  0.  und  noch  eine  andere  zerfallen. 

Es  bleibt  daher  nur  der  erstere  Fall,  dass  sich  die  beiden  Regel- 
flächen in  einer  Geraden  / schneiden , welche  c nicht,  wohl  aber  l 
und  a trifft.  Nun  schneiden  diese  Regelfliiehen  die  Fläche  4.  0.  schon 
in  G Geraden,  nämlich  in  a,  b;  c,  * und  der  doppelt  gezählten  l,  resp. 
in  c,  d,  e,  s und  l doppelt  gezählt,  haben  also  mit  ihr  nur  noch  je 
einen  Kegelschnitt  gemein ; es  müssten  sich  also  diese  beiden  Kegel- 
schnitte in  denselben  4 Punkten  schneiden,  in  welchen  die  Gerade / 
die  Fläche  4.  0.  trifft,  was  nicht  möglich  ist  — oder  auch  / gehört 
der  Fläche  an,  ist  also  eine  Gerade  aus  einem  der  noch  übrigen 
Geradenpaare,  und  die  beiden  Kegelschnitte  zerfallen  in  / und  je  eine 
weitere  Gerade  p oder  5,  welche  beide  l und  s nicht  schneiden,  von 
denen  aber  etwa  p die  Geraden  o,  4,  e,/,  und  q die  Geraden  d,  e,  c,  f 
trifft.  Es  schneidet  aber,  wio  oben  bewiesen,  jede  dieser  beiden  Ge- 
raden p und  q ebenso  wie  s im  Ganzen  wenigstens  8 Geraden  aus 
den  8 Geradenpaaren,  also  z.  B.  p ausser  a,  4,  c,f  auch  noch  S,e,g,h. 
Die  durch  l,  s und  p gelegte  Regelfläche  2.  0.  hat  folglich  mit  der 
Fläche  4.  0.  im  Ganzen  «,  p,  a,  4,  e,  <5,  t,  g,  h und  die  doppelt 
zählende  Gerade  l gemein  d.  h.  sie  ist  ein  Teil  der  Fläche  4.  0.,  und 
diese  zerfällt  also  auch  in  diesem  nur  noch  übrigen  Fall  in  2 Regel- 
flächen 2.  0. 

Oberehnheim  im  Eis.  Januar  1885.  Alfred  Leman. 
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x. 

Die  Darstellung  der  Flächen  vierter  Ordnung 
mit  Doppelkegelschnitt  durch  hyperelliptische 
Functionen. 

Von 

Paul  Richard  Domsch. 


II.  Teil. 

Kummer’sche  Flächen  und  Cykliden. 

I.  Capital. 

Die  Kummer'sche  Fläche  und  die  Lie’sohe  Berührungsiransformation. 

§ 1.  Die  Fundamentalg ebiUle  in  der  Geometrie  der  Kummer'echen 
Fläche  und  ihre  TJebertragung. 

ludern  wir  die  schon  citirte  Arbeit  des  Herrn  Lie  im  5 ten  Band 
der  Annalen:  „Ueber  Complexe,  insbesondere  Linien-  und  Kugei- 
complexe“  und  die  darin  gegebene  Bertibruugstransformation  im 
wesentlichen  als  bekannt  voraussetzen,  bemerken  wir  zunächst,  dass 
durch  letztere  2 Bäume  in  dreierlei  Auffassung  in  Beziehung  gesetzt 
werdon. 

Entweder  man  lässt  Flächenelementen  des  einen  Baumes  Flä- 
chenelemente im  andern  entsprechen,  wie  es  der  Begriff  der  Be- 
rührungstransformation mit  sich  bringt,  und  zwar  den  Flächeucle- 
menten  im  ersten  Baum  r,  die  2 consecutive  Punkte  einer  Geraden  ent- 
halten, die  Elemente  der  entsprechenden  Bildkugel;  es  ist  dies  die 
vollkommenste,  aber  auch  schwierigste  Art  und  Weise,  die  beiden 
Bäume  r und  R mit  ihren  Gebilden  in  einander  zu  transformiren, 
schwierig  darum,  weil  bei  derselben  die  beiden  Bäume  als  Aggregate 
von  Flächenelementen  aufgefasst  werden  müssen. 

Arth,  dn  Math.  u.  Phj«.  2.  Reih«,  Teil  II.  IS 
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Unsere  Lie’sche  Berührungstransfonnation  fuhrt  aber  auch  zwei- 
tens die  dreifach  unendlich  vielen  Punkte  des  einen  Raumes  r über 
in  den  Complex  der  Minimalgeraden  in  11,  und  drittens  die  Punkte 
des  Raumes  E in  die  Geraden  von  r,  die  einem  ausgezeichneten 
linearen  Complexe  angehören  '). 

Diese  beiden  letzten  Arten  der  Uebertragung  werden  wir  der 
leichteren  Behandlung  wegen  im  Folgenden  vorzugsweise  zur  Anwen- 
dung bringen,  und  zwar  wechsclsweise,  indem  wir  einerseits  von  den 
Punkten  des  Raumes  der  Kummer'schen  Fläche  ausgehen,  aber  auch 
die  Geraden  des  linearen  Complexes  in  Betracht  ziehen  und  diese  in 
die  Punkte  des  Cyklideuraumes  transformiren. 

Als  Fundamentalgebildo  *)  treten  in  dem  Raume  r,  welcher  in 
den  Cyklidenraum  R abgebildet  werden  soll,  zuuächst  die 

6 Fundamentalcomplexo  auf 
x,  = 0 x,  ==  0 xj  — 0 xt  — 0 *5  ” 0 x6  — 0 

Einen  dieser  6 Fundamcntalcomplexe,  rA  — 0 etwa,  werden  wir 
vor  den  Übrigen  auszeichnen,  indem  wir  ihn  zu  demjenigen  linearen 
Complex  wählen,  dessen  Gerade  sich  in  die  Funkte,  oder  präciser 
ansgedruckt,  in  die  Punktkugeln  des  andern  Raumes  abbilden. 

Wir  markiren  demnach  als  erstes  Ergebniss: 

„Den  Geraden  deB  ausgezeichneten  Fundamentalcomplexes  ent- 
sprechen die  Punktkugeln  des  Cyklidenraumes“. 

Es  restiren  noch  die  5 Übrigen  Fundament&lcomplexe , welche 
nnter  sich  und  mit  dem  sechsten  in  Involution  liegen;  einem  solchen 
init  dem  ausgezeichneten  Fundamentalcomplex  in  Involution  liegenden 
Complex  entspricht  aber  ein  Kngelcomplex,  ein  Kugelgebüsch  im 
Reye’schen  Sinne 1 2  3),  oo  3 Kugeln,  welche  sämmtlich  orthognal  zu  einer 
durch  sie  vollständig  bestimmten  Kugel  stehen,  deren  Centrnm  ihr 


1)  Die  Abbildung  eines  linearen  Complexes  auf  den  Punktraum  hatte 
vor  Herrn  Lie  schon  Herr  Nöther  gegeben  („Zur  Theorie  der  algebraischen 
Functionen“,  Göttinger  Nachrichten,  1869).  Dass  jedoch  beide  R&ume  einen 
Complex  enthalten,  dessen  Linien  sich  als  die  Punkte  des  2ten  Raumes  ab- 
bilden, hat  Herr  Lie  zuerst  henrorgehoben. 

2)  Die  Fundamentalgcbilde  der  Kummer’schen  Fläche  — die  6 Funda- 

mentalcomplexe  und  deren  Combinationen  zu  je  zweien,  dreien  und  vieren  — 
wurden  behandelt  von  Herrn  Klein:  „Zur  Theorie  der  Liniencomplexe  des 

ersten  und  zweiten  Grades“,  Math,  Annalen  Bd.  2.,  p.  198. 

3)  cf.  Reye,  „Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  u.  lin.  Kugelsysteme*. 
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Potenzcentrum  ist  — ein  Punkt,  welcher  in  Bezug  auf  alle  Kugeln 
des  Gebüsches  dieselbe  Potenz  besitzt  — ; das  Quadrat  des  Radius 
jener  Orthogonalkugel  ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Wert  der  Po- 
tenz des  Potenzcentrums. 

Zwei  Gerade  eines  dieser  5 Complexe,  die  in  Bezug  auf  xa  = 0 
eonjugirte  Gerade  darstellen,  transformiren  sich  iu  dieselbe  Kugel; 
den  Punkten  der  einen  Geraden  entspricht  die  eine  imaginäre  Er- 
zeugendenschaar der  Kugel,  den  Punkten  der  conjugirten  Geraden 
die  andere  imaginäre  Erzeugendenschaar.  Wir  erhalten  also  den 
Satz: 


„Den  Geraden  der  übrigen  5 Fundamentalcomplexe 

x,  = 0 x,  =»  0 x3  «=*  0 x4  = 0 x3  «=  0 

„entsprechen,  zu  je  zweien  als  eonjugirte  Gerade  in  Bezug  auf  x3  = 0 
„zusammengenommen,  die  Kugeln  von  5 zu  einander  orthogonalen 
„Kugelgebüschen.  Die  Kugeln  jedes  Gebüsches  stehen  senkrecht  auf 
„einer  durch  sie  bestimmten  Orthogonalkugel.  Diese  Orthogonal- 
„kugeln  stehen  infolgedessen  selbst  auf  einander  senkrecht  und  bilden 
„ein  Fundamentalsystem“. 

Weiterhin  treten  als  Fundamentalgcbilde  in  dem  abzubildenden 
Raume  die  15  Congruenzen  auf: 

la)  x,  = 0 x6  = 0;  x,  = 0 x6  = 0;  x3  =-  0 x6  = 0; 
x4  *=  0 *6  ■=■  0;  xä  =■  0 x3  — 0 

■=  0 xs  — 0;  x,  — 0 xs  — 0;  x3  — 0 x4  = 0; 

Xj  =—  0 x5  = 0 

Xj  — 0 xs  “ 0;  xs  *=■  0 x4  — 0;  *,  = 0 *5  **  0 
xs  = 0 x,  =■  0;  x3  — 0 x6  = 0 
xt  — 0 x6  = 0 

Auch  diese  teilen  sich  iu  die  Untergruppen  la)  und  lb)  von  5 
resp.  10  Congruenzen,  je  nachdem  x6  ■=  0 mit  auftritt  oder  nicht. 

Den  5 ersten  Congruenzen  la)  entsprechen,  da  x6  ■=  0 sich  in 
die  Punktkugeln  abbildet , 5 Scbaaren  von  oo 1 Puuktkugcln  des  Cy- 
klidenraumes,  die  je  einem  der  x,-  = 0 (»  «■  1,  2 ...  5)  entsprechen- 
den Kugelcomplexe  angehören.  Die  Punktkugeln  eines  Kugelcom- 
plexes  liegen  aber  sämmtlich  auf  der  Orthogonalkugel  und  bilden 
dieselbe.  Den  5 Congruenzen  entsprechen  also  mit  den  5 Punkt- 

15* 
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kugelbündeln  5 zu  einander  senkrechte  Kugeln,  welche  von  den 
Punktkugeln  gebildet  werden,  also  das  Fundamcntalsystcm: 

»i  -=  0 *2  “ 0 »3  = 0 »4  = 0 »5=0. 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„Die  5 Congruenzen,  die  von  dem  ausgezeichneten  Fundamental- 
„complexc  verbunden  mit  je  einem  der  übrigen  5 Fundamontalcom- 
„plexe  gebildet  werden,  entsprechen  dio  5 Fundamentalkugeln  des 
„Cyklidenraumes , resp.  die  Punktkugelcongruenzen,  welche  dio  5 
„Fundameutalkugeln  bilden“. 

Den  restirenden  10  Congruenzen,  die  wir  unter  lb)  aufführten, 
entsprechen  10  Kugelbündel,  die  orthogonal  sind  zu  den  10  Kugel - 
büscheln: 

»i  = 0 *ä  = 0,  »,  = 0 »a  = 0,  »,  = 0 »4  = 0,  »!  = 0 »5  = 0 ; 

*j  = 0 «3  = 0,  »j  = 0 »4  = 0,  »j  = 0 »5  = 0 ; 

»3  = 0 »4  = 0,  »3  = 0 »5  = 0; 

«4  = 0 *5  = 0. 


Eine  jede  Kugel  eines  Bündels  muss  ja  senkrecht  stehen  auf  den 
Orthogonalkugeln  der  beiden  das  Bündel  bestimmenden  Kugelge- 
büschen,  senkrecht  stehen  also  auch  auf  den  durch  dio  beiden  Ortho- 
gonalkugeln bestimmten  Kugelbüschel.  Wir  erhalten  so  den  weiteren 
Satz: 

„Den  10  Congruenzen  lb)  entsprechen  10  Kugelbündel,  deren 
„Kugeln  jeweils  senkrecht  stehen  auf  je  zweien  der  5 Orthogonal- 
„kugeln,  also  auch  orthogonal  sind  zu  den  durch  dieselben  bestimmten 
„10  Kugelbüscheln“. 

Jetzt  fassen  wir  jo  3 der  G Fundamcntalcomplexe  zusammen  und 
erhalten  20  Tripel  von  Fu  ndamentalcomplexen.  Je  ein  Tripel 
liefert  eine  Erzeugung  einer  der  10  Fundameutalflächeu 
2ten  Grades.  Es  gehören  also  je  2 Tripel  zusammen,  welche  die- 
selbe Fundamentalfläche  liefern: 

(123)  (456)  (124)  (356)  (125)  (346)  (134)  (256)  (135)  (246) 
(234)  (156)  (235)  (146)  (245)  (136)  (345)  (126)  (145)  (236). 

Den  10  jedesmal  zu  zweit  geschriebenen  Tripeln,  welche  xe  = 0 
enthalten,  entsprechen  notwendigerweise  Kugelbüschol , die  nur  aus 
Pnnktkugeln  bestehen;  sie  müssen  ausserdem  den  durch  2 der  Fun- 
damentalkugeln  definirten  2 Kugelgebüschen  angehöreu.  Es  sind  also 
die  Punktkugeln,  welche  die  10  Schnittkreise  je  zweier  der  5 Fun- 
damentalkugeln bilden. 
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Den  Tripel 

*4  = 0 *5  — 0 *s  = 0 

entsprechen  z.  B.  die  Pnnktkugeln,  welche  don  Kreis 

»4—0  *5—0 

bilden. 

Die  andere  Erzeugung  nun,  welche  dieselbe  Fundamentalflächc 
2ter  Ordnung  liefert  und  definirt  ist  durch 

*j  — 0 *j  — 0 *j  = 0, 

diese  einfach  unendliche  Schaar  gerader  Linien  transformirt  sich 
ebenso  in  eine  oo 1 Schaar  von  Kugeln , ein  Kngclbüschel , gebildet 
von  allen  Kugeln,  welche  zugleich  senkrecht  stehen  anf  den  Kugeln 
des  Fundaracntalsystems 

»,  = 0 »s  = 0 *j  — 0 

*4  — 0 und  »5  — 0 sind  nun  2 Kugeln,  die  auf  den  3 genannten 
senkrecht  stehen;  es  wird  also  das  dnreh 

«4  = 0 *5  — 0 

definirte  Kngelbüschel  das  gesuchte  sein.  Dio  2 te  Erzeugung  unserer 
herausgegriffenen  Fundamentalfläche  liefert  also  in  anderer  Auffassung 
allerdings  denselben  von  2 Fundamentalkngeln  gebildeten  Kreis  wie 
die  erste  Erzeugung. 

Wir  sprechen  das  erhaltene  Resultat  folgendennassen  aus: 

„Den  zweifachen  Erzengungsweisen  der  Fundamentalflächen  2 ter 
„Ordnung  entspricht  durch  dio  Berührungstransformation  eine  zwei- 
fache Erzeugungsweise  der  10  Fundamentalkreise,  gebildet  durch  je 
„zwei  der  fünf  Fundamentalkugeln.  Das  einemal  werden  die  Kreise 
„durch  die  auf  ihnen  liegenden  Punktkugeln,  das  anderemal  durch 
, die  Kugelbüschel  erzeugt,  deren  Träger  sie  sind“. 

’ Jetzt  bilden  wir  die  15  möglichen  Quadrupel  aus  den  6 Funda- 
mentalcomplexen,  und  zwar  ordnen  wir  sie  in  2 Gruppen  zu  10  und 
5,  je  nachdem  sie  *G  — 0 enthalten  oder  nicht: 


i (1236) 

(1246) 

(1256) 

(1346) 

(1356) 

| (1456) 

(2346) 

(2356) 

(2456) 

(3456) 

(1234) 

(1235) 

(1245) 

(1345) 

(2345). 

Je  4 dor  Fundamentalcomploxe  haben  2 Gerade  gemein;  diese 
bilden  die  Directricen  dor  Congruenzen,  welche  jeweils  gebildet  werden 
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aas  den  noch  übrigen  2 Fundamentalcomplexcn , (1236)  liefert  also 
z.  B.  die  Directricen  der  Congruenz 

= 0 *5  — 0 etc. 

Die  durch  die  ersten  10  Quadrupel  la)  definirten  20  Geraden 
gehören  nun  sämmtlich  dem  ausgezeichneten  Fundameutalcomplex 
*6  = 0 an;  jede  der  20  liefert  also  für  sich  eine  Kugel,  und  zwar 
eine  Punktkugel,  welche  jedesmal  droien  der  durch  die  Fundamental- 
kugeln definirten  Gebüschen  angehört.  Als  Punktkugel  liegt  sie  dem- 
nach anf  der  jedesmaligen  Orthogonalkugel  dos  Gebüsches.  Je  2 zu- 
sammengehörige Punktkugeln  werden  also  gebildet  von  den  beiden 
Punkten,  welche  je  dreien  der  Fundamentalkugcin  gemeinsam  siud. 

Wir  bekommen  demnach  diesen  ersten  10  Directricenpaaren  ent- 
sprechend die  10  Punktkugelpaare: 

«4=0  »j—0  »3=0  »j=0  »,*=0  *4— 0 »j— 0 »i=>0  *s=0 

2a) 

<4—0  *5= 0 »4=0  »,—0  »j— 0 »5=0  «4—0  »4=0  *5=0 

»4=0  »3—0  «4—0  »4=0  «3=*0  »5=0  »4=0  «4=0  *5=0 

»j=0  «4=0  »5=0. 


Jetzt  restiren  noch  die  5 Directricenpaare  lb). 

Jedes  dieser  Paare  bildet  2 in  Bezug  auf  = 0 conjugirte  Ge- 
rade, ein  Directricenpaar  bildet  sich  also  auf  eine  Kugel  ab, 
und  wie  die  5 Directricenpaare  je  4 der  Fundamentalcomplexe  an- 
gehören müssen,  so  muss  die  entsprechende  Kugel  jeweils  vieren  der 
entsprechenden  Kugelgebüsche  angehören. 

Vier  zu  einander  orthogonale  Kugelgebüsche  haben  aber  nur 
eine  einzige  Kugel  gemein,  es  ist  dies  die  eine  Kugel,  welche  zu 
ihren  4 Orthogonalkugeln  selbst  orthogonal  ist,  also  jedesmal  die 
5 tc  Orthogonalkugel  des  Fundamentalsystems. 

Den  Directricenpaaren  lb)  entsprechen  so  der  Reihe  nach  je  2 
Erzeuguugsweisen  der  Fundamentalkugeln: 

2b)  »5  = 0 *4  — 0 »s  = 0 »5  = 0 «j—0. 

Wir  kleiden  das  Resultat  in  Worte: 

„Die  15  vorhandenen  Directricenpaare  der  15  aus  den  Funda- 
„mentalcomplexen  gebildeten  Congruenzen  teilen  sich  bei  der  Trans- 
formation in  2 Gruppen  zu  10  und  5.  Die  der  ersten  Gruppe  an- 
„gehörigen,  welche  Gerade  des  ausgezeichneten  Fundamentalcomplexes 
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„x6  — 0 sind,  bilden  sich  in  die  10  ausgezeichneten  Punktkugelpaare 
„ab,  welche  je  dreien  der  5 Fundamentalkngeln  gemeinsam  sind.  Die 
„5  Directricenpaare  der  2ten  Gruppe,  die  jeweils  in  Bezug  auf  -=0 
„conjugirte  Gerade  darstellen,  bilden  sich  dagegen  in  die  5 Funda- 
„mentalkugeln  selbst  ab“. 

Die  15  Directricenpaare  orden  sich  nun  zu  den  15  Fundamcntal- 
tctraedern  zusammen.  Die  Kanten  werden  gebildet  von  3 Paaren 
von  Directricen,  deren  Congruenzen  stets  zusammen  sämmtliche  6 
Fundamentalcomplexe  enthalten.  Bezeichnen  wir  die  Directricen 
durch  ihro  Congruenzen,  so  haben  wir  folgende  15  Fundamental- 
tetraeder : (Ihnen  entsprechen  nach  dem  Vorhergehenden  die  daneben 
gesesetzten  Zusammenordnungen  von  Fundamentalkugeln.) 


Xj— 0 x,— 0 

Z,— 0 «3=0 

x,— 0 X4—O 

xs— 0 X4— 0 
X(== 0 x4=0 
xf=0  x3«=0 

Z3—O  xe=ü 
*5=0  x6=0 
*6=0  xe— 0 

x,— 0 x8— 0 
x,=0  x3=0 
Xj— 0 x5=0 

*3—0  x5— 0 
zs— 0 x5=0 
*1=0  *3— 0 

*4=0  x6— 0 
*4=0  x6— 0 
x4— 0 x6— 0 

x,=0  xs— 0 
0 x4— 0 
x,— -0  xs— 0 

x4=0  x5— 0 
x,— 0 *5=0 
xs=0  x4==0 

x3— 0 z6— 0 
*3= 0 zs— 0 
*3=0  *6—0 

x,=0  xs=0 
Xj=0  x4=0 

*1— 0 *5— 0 

x4=0  xs=0 
*3=0  *5=0 
x3=0  x4=0 

x4— 0 x6=0 
xj— 0 x6— 0 
xj=0  x6— 0 

x,=0  z3— 0 
xs=0  x4=0 
Xj— 0 x6=0 

x4— 0 x4— 0 
x3— 0 *5— 0 
x3=0  x4— 0 

Xj— 0 *6— 0 
X4— 0 *6=0 

X(=0  *6— 0 

*3=0  «4=0  *5=0 

*1— 0 *j— 0 *5—0 

*5=0 

S 

II 

0 

0* 

► 

1 

0 
<? 

1 

0 

jj— 0 £j«=*0  äj— 0 

*5-0 

*,— 0 *3—0  *5—0 

»j— 0 «4— 0 *5=0 

0 

1 

i? 

*3=0  «4=0  *5—0 

»i=0  »j— 0 *4=0 

»4=0 

«j— 0 *4— 0 *5=0 

»j— 0 *,— 0 *4—0 

*4-0 

0 *,— 0 *4— 0 

*,— 0 *5=0  »4 — 0 

*4—0 
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«4*=0  *5—0  »3—0 

j ^j“0 

O 

II 

*> 

O 

1 

4* 

© 

© 

1 

•0 

o 

0 
S 

s 

© 

1 

•T 

*3—0 

«j—0  »4—0  «3—0 

»J— 0 »5=0  *3—0 

*3=0 

«4 — 0 «5=0  »3=0 

*4=0  »3=0  »3  = 0 

*3=0 

«3—0  «5—0  *,=0 

»J=0  »4=0  »3=0 

«3—0 

»3=0  »4—0  *3—0 

*,—0  »5=0  »,—0  | 

*,=0 

*4=0  *5—0  «j— 0 

*3=0  »3=0  »,— 0 

»j—0 

»3=0  *5—0  *4=0 

*i=0  »4—0  «j— 0 

<4=0 

»j=0  »4—0  »j— 0 

*3—0  »5=0  *i  —0 

*4—0 

Den  Kanten  der  Fundamentaltetraeder  entsprechen  so  jedesmal 
4 Punktkugeln,  welche  aus  einer  Fundamentalkugel  durch  2 der 
Fnndamentalkreise  ausgeschnitten  werden,  zusammen  mit  der  betref- 
fenden Fundamentalkugel  selbst. 

Auf  jeder  der  5 Fundamcntalkugen  gibt  cs  3 Punktkugelpaare 
entsprechend  dem  Umstande,  dass  sich  die  4 Übrigen  Kugeln  dreimal 
in  2 Paare  teilen  lassen. 

Betrachten  wir  des  Näheren  die  auf 
*5  — 0 

iegenden  Punktkugelpaare 

»i  — 0 »j  = 0 »5  = 0;  — 0 = 0 *5  — 0;  *,  — 0 «4  — 0 «s  —JO 

3*  — 0 »4  — 0 *5  — 0;  »s  = 0 *4  — 0 *5  — 0;  *3  — 0 »3  — 0 *s  — 0 

und  von  diesen  wiederum  beispielsweise  das  erste 

«j  — 0 »,  = 0 «5  — 0 

«3—0  «4  — 0 «6—0 

Jede  Punktkugel  des  Paares  «,  = 0 «t  — 0 »5  — 0 hat  mit  *5  — 0 
zwei  Erzeugende  gemein,  die  jeweils  in  den  Tangentialebenen  in 
diesen  Punkten  an  *5  — 0 verlaufen,  den  Minimalgeradcn  I II  resp. 

f II'  ■ jj  jj,  | seien  Erzeugende  derselben  Art. 

Erzeugende  verschiedener  Art  schneiden  sich  stets;  also  müssen 
sich,  wie  / und  II,  I'  und  II'  auch  I und  II',  II  und  I'  schneiden 
in  2 Punkten  3 und  4. 

Die  beiden  Punktkngeln  »,  — 0 »t  = 0 *5  — 0 schneiden  sich 
aber  in  dem  Kreise  *3  — 0 «4  — 0,  sie  sind  ja  die  Punktkugeln  des 
dnreh  den  Kreis  bestimmten  Kugelbüschels.  Also  müssen  die  beiden 
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Punkte  3 and  4 auf  i,-0i,  = 0 liegen;  sie  liegen  aber  auch  anf 
*5  — 0.  Es  sind  demnach  die  beiden  Punkte  3 und  4 die  Centren 
des  2ten  zu  betrachtenden  Puuktkugelpaares 

»3  = 0 »4=0  *5  = 0. 

Das  System 

«j  ■—  0 *j  = 0 »5  = 0;  *3  = 0 »4  = 0 *5  = 0;  »5  = 0 

hat  also  die  4 ein  räumliches  Vierseit  bildenden  Miuimalgoraden  ge- 
mein. Dieses  räumliche  Vierseit  ist  es  infolgedessen,  das  dem  Fun- 
damentaltctracder  entspricht. 

Wir  gewinnen  den  Satz: 

„Den  15  Fnndamcntaltetracdern  entsprechen  durch  unsere  Ab- 
bildung 15  räumliche  Vierscite,  deren  Kanten  von  Miuimalgeraden 
„gebildet  werden , und  deren  Ecken  auf  den  Fundamentalkugeln 
„liegen  und  ausgeschnitten  werden  von  den  10  Fundamentalkreiscn. 
„Auf  jeder  der  5 Fundamcntalkugeln  liegen  die  Ecken  von  3 Vier- 
weiten  entsprechend  dem  Umstaud , dass  sich  dio  4 übrigen  Funda- 
„mcntalkugeln  auf  3 Weisen  in  je  2 Paare  teilen  lassen,  wir  also 
„3  Paare  von  Fundamentalkreisen  erhalten.  Jedem  dieser  Paare 
„entspricht  ein  Vierseit“. 


§ 2.  Die  Sehaar  der  Kummer' sehen  Flächen  in  ihrer  Beziehung 
zum  Cyklidemyetem. 

Wollten  wir  in  möglichst  allgemeiner  Weise  verfahren,  so  hätten 
wir  auszugehen  von  den  oos  Linieucomplexen  2ten  Grades: 


Diesen  würden  dann  im  Kugclraum  oo*  Kugolcomplexe  2ten 
Grades  entsprechen,  und  solche  Kugelcomplcxc  2ten  Grades  hätten 
wir  als  Verallgemeinerungen  der  Cykliden  zu  betrachten,  dio  an  sich 
nnr  gebildet  werden  von  den  Punktkugeln  eines  solchen  Kugelcom- 
pleies  2 ton  Grades. 

Wir  beschränken  uns  aber,  indem  wir  in  1)  y.  — ke  setzen,  auf 
dio  Linien  der  co1  Congruenzeu: 


2) 


6 

2 

l 


ki—ks  — 1 


= 0 


*6=0 
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Dieselben  sind  die  Doppcltangcnten  x1  Kummer’schen  Flächen, 
welche  sich  längs  der  6 ausgezeichneten  Haupttangentencurvcn  8ter 
Ordnung  berühren4 *). 


Da  x6  = 0 unser  ausgezeichneter  Fundamentalcomplcx  ist,  so 
entsprechen  den  x 1 Linicncongrucnzen  jeweils  die  Pnnktkugeln  von 
x 1 Kugelcomplcxen  2 ten  Grades,  also  die  Cyklidonschaar 


wenn  *,•  —ke  = c<  gesetzt  wird.  Die  Cyklidenschaar  aber  bildet  ein 
confocales  System,  wie  schon  aus  der  Form  der  Gleichung  3)  er- 
hellt 6). 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 


„Einer  x 1 Schaar  Kummer’schcr  Flächen , welche  Brennflächen 
„der  x 1 Congruenzen 

5 ~3 

2 - — - = 0 r6  — 0 

1 C, A 

,,nnd  sich  nach  einer  ausgezeichneten  Haupttangcntencurre  8 ter  Ord- 
,,nung  berühren,  bilden  sich  ab  als  x 1 Cykliden 


„die  ein  confocales  Systom  bilden“. 

Hieran  schliessen  wir  sofort  den  folgenden  Satz  (Lie,  a.  a.  0. 
p.  193—194.) 

„Jene  ansgezeichnete  Hanpttangentencurve  transformirt  sich  in 
„die  „Developpale  Focalo“,  welche  allen  Cykliden  des  confocalen 
„Systems  sammt  dem  Kugelkreis  umschrieben  ist“. 

2 Congruenzen  der  Schaar  2),  entsprechend  2 bestimmten  Werten 
von  1,  haben  eine  Linienfläcbe  gemein,  welche  dio  beiden  Brenn- 


4)  Ein  solches  System  betrachtet  H.  Lic,  a.  a.  0.  p.  255.  Die  Haupt* 
tangentcncurven  der  Kummer’schen  Flache  wurden  zuerst  untersucht  you  den 
Herren  Klein  und  Lic  in  den  Bcrl.  Monatsberichten,  15.  December  1870,  in 
einer  Abhandlung,  die  sich  wieder  abgedruckt  findet  in  Bd.  23.  der  Math. 
Annalen,  p.  579. 

b)  Siche  p.  20,  Darboux,  a.  a.  0.,  p.  134. 

a » 

6)  Daneben  gilt  noch  0 entsprechend  2x^=0. 
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flächen  der  Congruenzen  längs  je  einer  Haupttaugentencurve  berührt. 
Diese  Linienfläche  ist  vom  8teu  Grade  ').  Dem  entsprechend  schnei- 
den sich  2 Cykliden  des  Systems  längs  einer  Cnrve  rechtwinklig 
(rechtwinklig  darum,  weil  jeder  Erzeugende  der  Linicnflächo  2 Paar 
Berührungspunkte  trägt,  die  zu  einander  harmonisch  liegen),  und 
diese  ist  Krümmnngslinie  auf  beiden  Flächen,  im  übrigen  ebenfalls 
von  der  8ten  Ordnung7 8). 

Je  3 Congruenzen  der  Schaar  haben  16  re  = 0 angehörige  Ge- 
rade gemein,  die  Doppeltaugenten  sind  für  dio  3 zugehörigen  Brenn- 
flächeu.  Ajif  jeder  der  16  gemeinsamen  Doppeltangcnteu  bilden  dio 
6 Berührungspunkte  3 Paare,  2 beliebige  dieser  3 Paare  sind  zu  ein- 
ander harmonisch.  Dem  entsprechend  schneiden  sich  im  Cykliden- 
ranm  je  3 confocale  Cykliden  in  16  Punkten  rechtwinklig. 

Durch  jede  Linie  des  ausgezeichneten  linearen  Complexes  lassen 
sich  3 Congruenzen  der  Schaar  legen,  deren  Brennflächen  die  soeben 
berührte  Eigenschaft  besitzen.  5 Congruenzen  der  Schaar  degeneriren 
in  diesen  Fällen  in  die  Directricen  dieser  linearen  Congruenzen. 

Dem  stellen  sich  für  den  Cyklidenraum  die  Sätze  zur  Seite,  dass 
durch  jeden  Punkt  des  Raumes  3 Cykliden  der  Schaar  gehen,  und 
6 Cykliden,  für  1 — a,-,  zu  Kugeln  degeneriren;  es  sind  dies  die  5 
Fundamentalkugeln. 

Zunächst  werden  wir  aber  nicht  das  ganze  Fiächensystem  in’s 
Auge  fassen,  sondern  die  einzelne  Kummer’sche  Fläche  in  ihrer  Be- 
ziehung zur  einzelnen  Cyklide.  Wir  werden  also  in  2)  resp.  3)  dem 
variabeln  Parameter  einen  festen  Wert  zu  erteilen,  etwa  1 — ao  setzen ; 
dann  haben  wir  die  Cyklide 

4)  Sa,stl  = 0. 

l 

Jeder  Doppeltangente  der  Kuminer’schcu  Fläche  entspricht  eine 
Punktkugel  im  Cyklidenraum ; also  entspricht  je  2 Punkten  der  Kum- 
mer’schen  Fläche,  den  2 Berührungspunkten  der  Doppeltangente  näm- 
lich, nur  ein  Puukt  der  Cyklide.  Ausgenommen  allein  sind  die  Punkte 
der  obengedachten  ausgezeichneten  Haupttangen teucurve  8ter  Ord- 
nung der  Kummer’schen  Fläche.  Diese  ist  eine  Curvo  4 punktiger 


7)  Unter  dem  Grad  einer  Linienfläche  rerstehon  wir,  wie  üblich,  die  An- 
zahl der  Erzeugenden,  welche  eine  beliebig  vorgegebene  Gerade  treffen. 

8)  Auf  das  Entsprechen  von  Linienflächen  und  Curven  gehen  wir  in  § 4., 
p.  69.  ausführlicher  eil). 
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Berührung  für  die  Kumraer’sche  Fläche,  die  Doppeltangenton  in  den 
Punkten  derselben  sind  vierfache  Tangenten,  jedem  Punkt  also  der 
Haupttangentencurvc  für  sich  allein  entspricht  ein  Punkt  der  Cyklide ; 
die  Beziehung  ist  in  diesem  Fallo  eine  (1, 1)  deutige.  Die  entspre- 
chenden Punkte  der  Cyklide  bilden  die  singuläre  Krümmuugslinio,  in 
welcher  die  Fläche  von  der  benachbarten  des  Systems  geschnitten 
wird;  denn  die  ausgezeichnete  Haupttangentencurve  verwandelt  sich 
ja  in  die  developpabele  Focale,  und  diese  berührt  die  Cyklide  in 
jeuer  singulären  Krümmungslinie. 

Wir  geben  den  erhaltenen  Resultaten  die  Fassung: 

„Die  Beziehung  zwischen  Kummer’scher  Fläche  und  Cyklide  ist 
„eine  derartige,  dass  im  Allgemeinen  je  zwei  Punkten  der  ersteren 
„nur  ein  Puukt  der  letzteren  entspricht,  nämlich  den  2 Berührungs- 
punkten einer  der  an 2 Doppeltangenten,  die  xe  — 0 angehören,  eine 
„der  co 2 Punktkugcln,  welche  die  Cyklide  bilden“. 

„Nur  die  Punkte  der  ausgezeichneten  Haupttangentencurve  8ter 
„Ordnung  entsprechen  den  Punkten  der  ausgezeichneten  singulären 
„Krümmungslinie  ein-  eindeutig“. 

Da  den  Haupttangenten  der  Kuinmer’scken  Fläche  die  Haupt- 
kugcln  der  Cyklide  entsprechen,  so  finden  wir  überhaupt  den  Satz9): 

„Die  Haupttangentencurven  der  Kummer’schcn  Fläche  bilden  sich 
„in  die  Krümmungslinien  der  Cyklide  ab“. 


§ 3.  Parameterverteilung  auf  der  Kummer'echen  Fläche 
und  deren  Uebertragung. 

Jeden  Punkt  der  Kummer’schen  Fläche  können  wir,  krummlinige 
Coordinaten  einführend,  durch  die  beiden  Haupttangentencurven  be- 
stimmen, die  durch  ihn  hindurchlaufen : 

1,  = const;  A,  = const 

seien  die  Gleichungen  dieser  beiden  Haupttangentencurven.  Dann 
ist  durch  diese  Parameterwerte  der  betreffende  Punkt  bestimmt,  aber 
nicht  eindeutig;  die  beiden  Haupttangentencurven  16ter  Ordnung 
treffen  sich  ja  in  32  Punkten,  und  diese  32  Punkte  hangen  sämmt- 
lich  von  denselben  Parameterwerten  1,  und  A,  ab.  Um  die  einzelnen 
Punkte  der  Gruppe  zu  individualisiren,  nehmen  wir  als  Bestimmungs- 
Stücke  nicht  A,  und  As , sondern  die  beiden  überall  endlichen  Normal- 
integrale  vom  Geschlecht  2,  hingeleitet  zu  A„  resp.  A,  als  obere  Grenzen 


9)  cf.  p.  63.,  Lie,  a.  a.  0.,  p.  177. 
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und  als  Irrationalität  [/  — !)■  wo  dio  a,-  die  Parameter  der  6 

ausgezeichneten  Haupttangentencurven  Ster  Ordnung  bedeuten.10! 

Betrachten  wir  eine  solche  Gruppe  von  32  Punkten,  so  sehen 
wir,  dass  aus  einem  von  ihnen  15  weitere  hervorgehen  durch  15 
Coiliueationcn  — dio  15  involutorischen  windschiefen  Perspectiven, 
die  sich  auf  die  15  Directricenpaarc,  also  die  15  Congruenzen 
n = 0 ti,  •=  0 stützen. 

Die  16  noch  übrigen  hangen  von  den  16  schon  betrachteten 
dualistisch  ab.  Betrachten  wir  nämlich  einen  der  16  Punkte,  so  ge- 
hört zu  ihm  eine  Tangentialebene  an  die  Kummer’scbe  Fläche;  in 
dieser  Tangentialebene  wird  eine  Gerade  des  Tangenteubüschels  dem 
ausgezeichneten  Complex  re  =■  0 angehören.  Diese  ist  Doppeltangente 
an  die  Kummer’scbe  Fläche  und  liefert  infolgedessen  einen  2ten  Punkt 
der  Kummer'schen  Fläche.  So  erhalten  wir  zu  den  16  Punkten  noch 
16  weitere  hinzu. 

Das  Coordinatensystem  der  Haupttangentencurven  transformirt 
sich  nun  in  das  Coordinatensystem  der  Krümmungslinieu.  Wie  dort 
ein  Punkt  durch  die  hiudurchlaufenden  Haupttangentencurven  definirt 
war,  ist  er  hier  definirt  durch  dio  2 Krümmungscurvon 

*=  «j,  lg  *=*  ßg. 

Die  Haupttangentencurven  schneiden  sich  nun  in  32  Punkten, 
welche  auf  die  oben  bezeichnete  Weise  Zusammenhängen  ; je  2 der- 
selben liefern  aber  als  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente,  welche 
dem  Complex  xe  = 0 angehört,  denselben  Punkt  der  Cyklido. 

„Der  Gruppe  von  32  zusammengehörigen  Punkten  der  Kummer- 
vollen Fläche  entspricht  also  auf  der  Cyklido  eine  Gruppe  von  nur 
„16  Punkten,  welche  auseinander  durch  Spiegelung  an  den  Fundamental- 
„kugeln,  wie  dort  durch  Spiegelung  an  den  Congruenzen  xi  >=  0 i,  = 0, 
„(»'“■  1,  2...  5)  hervorgehen.“ 

Einem  Punkt  der  Kummer’schen  Fläche  entspricht  eine  Minimal- 
gerade, welche  die  Cyklide  in  dem  Punkt  berührt,  welcher  der  Doppel- 
tangente an  die  Kummer’sche  Fläche,  x„  = 0 augohörend,  entspricht, 
die  im  Ausgangspunkt  construirt  wurde.  Der  Tangentialebene  im 
Ausgangspunkt  au  die  Kummer’scbe  Fläche  entspricht  die  2te  in 
jenem  Punkt  der  Cyklide  berührende  Minimalgcrade;  diese  letztere 
Minimalgerade  ist  aber  auch  das  Bild  des  2 ten  Punkts  der  Kumrner- 


10)  Ausführliches  hierüber  liehe  p.  81. 
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sehen  Fläche,  der  zum  Ausgangspunkt  dualistisch  gehört,  ebenso  wie 
die  erste  Minimalgerade  der  Tangentialebene  in  jenem  2ten  Punkt 
der  Kummer'sckcn  Flücho  entspricht. 

Machen  wir  demnach  eino  dualistische  Umformung  im  Raum  der 
Kummer’schen  Fläche , hinsichtlich  des  linearen  Complexes  xc  =■  0, 
durch  welche  jeder  Punkt  in  dio  ihm  durch  den  linearen  Complex 
zugcordnetc  Ebene  und  jede  Ebcno  in  den  entsprechenden  Punkt 
verwandelt  wird , so  vertauschen  sich  die  beiden  Untergruppen  von 
jo  16  Punkten  auf  der  Kummer’schen  Fläche.  Eine  solche  Vertau- 
schung ändert  aber  das  Cyklidensystem  in  koiner  Weise.  Die  in 
Rede  stehende  dualistischo  Umformung  des  einen  Raumes  bringt  im 
anderen  keinerlei  Aendcrung  hervor. 

§ 4.  Abbildung  von  Linienflächen,  deren  Erzeugende  dem 
ausgezeichneten  linearen  Complex  angehören. 

Im  Folgenden  wird  es  sich  vorzugsweise  darum  handeln,  die 
Abbildung  von  Curven  der  Kummer’scheu  Fläche  auf  dio  Cyklide  zu 
zu  leisten.  Wir  könnten  zu  dem  Zwecke  die  Punkte  der  Curve  selbst 
abbilden  — ihnen  entsprechen  ja  im  Cyklidenranm  Minimalgerade, 
dio  die  Cyklide  in  je  einem  Punkte  berühren  — ; einfacher  gestalten 
sich  aber  die.  Verhältnisse,  wenn  wir  in  jedem  Punkt  der  Curve  auf 
der  Kummer'schen  Fläche  die  zugehörige  Doppcltangente  construiren, 
die  dem  ausgezeichneten  Complex  angehört.  Dio  so  entstehende 
Linienfläche,  deren  Erzeugende  also  dem  ausgezeichneten  linearen 
Complex  angehören,  bildet  sich  sofort  auf  eine  Curve  der  Cyklide 
ab;  jeder  Doppeltangente  entspricht  ja  ein  Punkt  der  Cyklide. 

Wir  betrachten  demnach  zunächst  allgemein  Linienflächen, 
deren  Erzeugende  xe  *=■  0 angehören,  und  deren  Abbildun- 
gen, und  stützen  uns  hierbei  auf  ein  von  Herrn  Klein  gütigst  zur 
Verfügung  gestelltes  Manuscript:  Zur  Theorie  der  linearen  Complexe, 
dessen  Resultate  die  eigenen  vervollständigen  halfen. 

Ehe  wir  auf  die  in  Rede  stehende  Abbildung  selbst  eingehen, 
wird  es  zweckmässig  sein,  gewisser  Ausnahmgebilde  Erwähnung  zu 
tun,  die  bei  unserer  Abbildung  sowohl  im  linearen  Complex  als  im 
Punktraum  auftreten. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Abbildung  oine  (ll)deutige;  jeder  Gera- 
den des  Complexes  entspricht  ein  Punkt  des  Cyklidenraumes;  es 
giebt  aber  eine  Gerade  des  Complexes  — die  Fundamental- 
gerade11)  — , der  oos  Punkte  entsprechen,  die  eine  ganze 


II)  cf.  Lie,  a.  u.  0.  p.  16S. 
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Ebene  im  Cyklidenraum  erfüllen,  und  umgekehrt  Punkte  im  Cy- 
klidenraum  — sie  liegen  auf  einem  Kegelschnitt  — , denen 
ein  ganzes  Büschel  von  Geraden  des  Complexes  entspricht. 

Dieser  Kegelschnitt  ist  im  gegebenen  Falle  der  Kugel  kr  eis. 
Jedem  Punkt  des  Kugelkreises  entspricht  also  ein  Büschel  von  Complex- 
geraden,  welchem  die  Fundamentalgerade  angohört;  durch  dasselbe 
wird  oin  Punkt  der  Fundamentalgcradeu  und  eine  durch  sie  hiudurch- 
gehende  Ebene  dem  betreffenden  Punkt  des  Kugelkreises  zugeordnot. 

Um  die  Verhältnisse  der  Abbildung  klar  zu  übersehen,  folgt  eiuo 
Tabelle,  welche  entsprechende  Gebilde  einander  gegenüberstellt,  soweit 
sie  Bezug  haben  zu  den  Ausnahmegebilden. 


Kaum  des  Complexes. 
Die  Fundamentalgeradb  L\ 

Eine  Complexlinie : 

Eine  Complexlinie,  die  L schneidet : 
Das  dadurch  bestimmte  Büschel: 
Die  Congruenz,  gebildet  vom  ge- 
gebenen Complex  and  den  durch 
die  F undameutalgerade  bestimm- 
ten speciellen,d.  h.  eine  lineare 
Congruenz  mitialsDop- 
pellinie: 

Eine  lin.  Congruenz  mit  Dop- 
pellinie, die  L enthält, 
d.  h.  die  oo*  Linien  des  Com- 
plexes , welche  eine  Complex- 
linie schneiden , die  ihrerseits 
L trifft: 

Eine  allgemeine  lin.  Con- 
gruenz, die  L enthältund 
dem  Complex  angehört: 

Die  Directricen  dieser  Con- 
gruenz : 

Eine  allgemeine  lineare 
Congruenz,  die  L nicht 
enthält  und  dem  Complex 
angehört: 

Eine  Linienfläche  2ten  Gra- 
des, welche  L enthält:- 


Cy  kliden  rau  m. 
die  ooferne  Ebene, 
ein  Punkt. 

ein  Punkt  des  Kugelkreises, 
derselbe  Punkt  des  Kugelkreises. 

der  Kugclkrcis. 


ods  Punkte,  eine  Ebene  bildend, 
die  mit  dem  Kugclkreis  eineu 
Punkt  gemein  hat,  d.  h.  eine 
Taugentialebene  an  den 
Kugelkreis. 


eine  Ebene. 

die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene. 

eine  Kugel ; die  Punkto  des  Kugel- 
kreises entsprechen  den  Geraden 
der  Congruenz,  die  L schneiden. 

eine  Gerade,  die  den  Kugel- 
kreis nicht  trifft. 
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Baum  des  Complexes. 

Die  Erzeugende  L : 

Eine  Linienfläche  2ton  Gra- 
des, die  L berührt: 

( L schneidet  nur  eine  Erzeu- 
gende.) 


Eine  beliebige  Linien  fläche 
2ten  Grades: 

( L schneidet  2 Erzeugende , be- 
stimmt also  2 Büschel  von  Com- 
plexgeraden.) 


Cyklidenraum. 

der  Schnitt  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene. 

ein  Kreis,  der  die  unendlich 
ferne  Ebene  berührt,  d.  h. 
nur  einen  Kreispunkt  hat  Die 
Ebene  des  Kreises  entspricht 
der  linearen  Congruenz,  welche 
die  geschnittene  Erzeugende 
zur  Doppellinie  besitzt. 

Ein  Kreis. 

(Den  beiden  Büscheln  entsprechen 
die  beiden  Kreispunkte. 


Betrachten  wir  jetzt  eine  allgemeine  Linieufläche,  deren  Erzeu- 
gende dem  linearen  Complex  angehören.  Der  Grad  derselben,  d.  h. 
die  Zahl  der  Erzeugenden,  die  von  einer  beliebigen  Geraden  ge- 
schnitten werden,  sei  n.  Der  Grad  wird  im  Allgemeinen  mit  der 
Ordnung  und  Classe18)  der  LiDiontiäche  üboreinstimmen;  nur  wenn 
die  Erzeugenden  eine  Developpabele  bilden,  ist  der  Grad  gleich  der 
Ordnung  der  Developpabeln  und  der  Classe  der  zugehörigen  Raum- 
curvc. 

Als  charakteristisch  ist  ferner  zu  betrachten: 

Das  Geschlecht  p (d.  h.  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnittcurve); 
Die  Zahl  der  Doppelcrzeugenden  g 

und  der  stationären  Erzeugenden  0, 

Die  Zahl  der  singulären  Linien  t, 

Die  Art  der  Breuncongruenz”).  Die  Brenncurve  uud  Brcun- 

dcveloppabele  der  letzteren  giebt 

die  Doppolcurve  2 1 . . 

, ,.  , , , , , „ > der  geg.  Linieufläche. 

und  die  Dqppeldcveloppabelc  S)  ° ° 

Es  möge  die  Linienflächc  die  bei  der  Abbildung  des  Complexes 
benützte  Euudamentalgerado  L nicht  enthalten,  auch  möge  keine  ihrer 


12)  Ordnung  und  Classe  sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  Cayiey  in 
diesem  Falle  gleich. 

13)  Unter  der  Brenncongruenr.  versteht  man  die  ca*  Geraden,  welche  von 
der  Gcsammtheit  der  Büschel  herrühren,  die  von  sich  schneidenden  Linien  der 
Flüche  gebildet  werden. 
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ausgezeichneten  Linien  der  linearen  Congruenz  angehören,  deren 
Doppellinie  L ist 

Dann  verwandelt  sich  die  Linienfläche  nten  Grades  ver- 
möge unserer  Abbildung  in  eine  Curve  nten  Grades,  die  den 
Kugelkreis  in  n getrennten  Punkten  schneidet  — die  Funda- 
mentalgerade trifft  ja  n Erzeugende  der  Liuienflächo. 

Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  wird  gleich  p,  die  Anzahl  der 
Rückkehrpunkte  o. 

Nun  ist  aber  das  Geschlecht  der  Linienfläche,  wenn  die  Ordnung 
und  Classe  der  Doppelcurve  = A ist 


P 


(n~l)(n-2) 

2 


— A — p — ö 


(Wir  haben  ja  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnittcurve  zu  be- 
stimmen.) 

Der  Brenncnrve  Ater  Ordnung  entspricht  nun  eine  Minimallinion- 
fläche 2Ater  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  Afach  enthält.  Jede  Er- 
zeugende derselben  schneidet  die  Raumcnrvo  2mal,  entsprechend  dem 
Umstand,  dass  die  Brenncurve  erzeugt  wurdo  durch  sich  schncidendo 
Linien  der  Brenncongruenz.  Von  jedem  Punkt  des  Kugclkreises  lau- 
fen also  A Erzeugende  der  Minimallinicnfiäche  aus;  die  Raumcurve 
nter  Ordnung,  die  der  Linicuflächo  des  Complexraumes  entspricht, 
hat  demnach  A scheinbare  Doppelpunkte.  Es  ist  also  ibr  Geschlecht 


(«-!)  (»-2) 


— A ~g — ff 


„Es  überträgt  sich  also  auch  das  Geschlecht  der  Linienfläche 
„auf  die  Raumcurve  im  Cyklidenraum.“ 

Als  Rang  der  Raumcurve  erhalten  wir 

r — • n(n  — 1) — 2A  —2p  — 3ff 

Es  ist  dies  auch  die  Ordnung  der  durch  dieselbe  bestimmten 
Developpabelen.  Letztere  schneidet  den  Kugelkreis  ausser  in  den  » 
doppelt  zählenden  Punkten  in 

2(r— n)  Punkten; 

soviel  liegen  also  Minimalgerade  auf  der  Developpabelen,  soviel  mal 
ist  mit  anderen  Worten  die  Verbindungslinie  2er  benachbarter 
Punkte  der  Raumcurve  Minimalgerade.  Ein  derartiges  Vorkomm- 
niss  entspricht  aber  einer  singulären  Linie  der  Linienfläche 

AreS.  d.  MatS.  u.  I‘h jii.  2.  Seihe,  Teil  II.  IS 
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dos  Complexraumes,  d.  h.  dem  Falle,  wo  eine  Erzeugende  von 
ihrer  benachbarten  geschnitten  wird.  Wir  erhalten  demnach 

2 (r — n)  = t. 

„Der  Anzahl  der  singulären  Linien  entspricht  also  die  Zahl  der 
„Punkte,  in  denen  die  Developpabele  der  Raumcurve  vom  Kugelkreis 
„getroffen  wird  ausser  den  n doppelt  zählenden  Punkten,  in  denen 
„die  Raumcurve  den  Kugelkreis  durchsetzt.“ 

Eine  beliebige  Erzeugende  der  Linienfläche  wird  von  (n  — 2) 
ihresgleichen  getroffen,  eine  Doppelerzeugende,  resp.  stationäre  Er- 
zeugende von  (n  — 4)  andern  Erzeugenden.  Es  liegen  also  auf  jeder 
der  letzteren  (n  - 4)  Doppelpunkte,  resp.  Rlickkehrpuukte  der  Doppel- 
curve.  Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  resp.  Rückkehrpunkte 
der  Doppelcurve  ist  demnach 

p (» — 4)  resp.  cr(n — 4). 

Ebenso  hat  die  Doppeldcvcloppabele  p(n — 4)  Doppelebenen  und 
a(n — 4)  Inflexionsebenen,  welche  zu  (n — 4)  durch  die  (o— (- <r)  mehr- 
fachen Erzeugenden  hindurebgehen  und  der  gleichen  Anzahl  von 
Doppel-  und  Rückkehrpunkten  einzeln  entsprechen. 

Demgemäss  erhalten  wir  im  Punktraum  auf  der  Minimallinien- 
fläche, deren  Erzeugende  Secanten  der  Raumcurve  sind,  p(n  — 4) 
Doppelerzeugendc  und  o(n — 4)  stationäre  Erzeugende,  die 
jeweils  zu  (n — 4)  durch  einen  Punkt  der  Raumcurve  gehen. 

§ 5.  Abbildung  von  Curven. 

Jetzt  gilt  es  nun  noch,  die  Linienfläche,  deren  Erzeugende  dem 
ausgezeichneten  linearen  Complex  angehören,  in  Verbindung  zu  brin- 
gen mit  der  Ausgaugscurve  auf  der  Kummer’schen  Fläche,  längs 
welcher  beide  Flächen  einander  berühren. 

Gehen  wir  also  aus  von  einer  beliebigen  Curve  auf  der  Kummer- 
schen  Fläche,  deren  Ordnung  gleich  « sei. 

Construiren  wir  dann  in  jedem  Punkte  dersolben  die  Doppel- 
tangente, welche  dem  ausgezeichneten  linearen  Complex  angehört,  so 
wird  deren  2ter  Berührungspunkt  im  Allgemeinen  kein  Punkt  der 
Curve  sein , wir  werden  also  neben  der  gegebenen  Curve  noch  eine 
2te  auf  der  Kummer’schen  Fläche  in  Betracht  zn  ziehen  haben,  die 
dieselbe  Linienfläche  liefert,  die  also  auch  dasselbe  Bild  auf  der 
Cyklide  hat. 

Die  Linienflächc,  welche  von  den  Doppeltangenten  gebildet  wird, 
wäre  als  Schnitt  eines  linearen,  eines  quadratischen  und  eines  Com- 
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plexes  nten  Grades  — letzterer  ist  durch  die  Curve  nter  Ordnung 
bestimmt  — von  der  Ordnung  4n.  Diese  Zahl  reducirt  sich  aber 
auf  die  Hälfte,  da  die  in  Rede  stehende  Curve  auf  der  Brenn  fläche 
der  Congrucnz  (22)  verläuft.  Demnach  ergiebt  sich  als  Ordnung  der 
2ten  „conjugirten“  Curve  3n.  Die  Singularitäten  der  ersten  Curve 
finden  auf  der  2ten  ihr  dualistisches  Gegenstück.  Dieser  Dualismus 
ist  aber  keiner  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes.  Construiren  wir 
nämlich  in  allen  Puukten  der  ersten  Curve  die  Ebenen,  die  ihnen 
vermöge  des  ausgezeichneten  linearen  Complexcs  entsprechen,  so  be- 
rühren dieselben  die  Kummer’scbo  Fläche  in  Puukten,  deren  Gesamrat- 
beit  die  2te  zur  ersten  dualistisch  gehörende  Curve  bildet. 

Der  Ordnung  n der  Ausgangscurve  entspricht  die  Anzahl  von 
Tangentialebenen,  die  man  von  einem  beliebigen  Punkt  so  an  die 
Kummer’sche  Fläche  legen  kann,  dass  sie  in  einem  Punkt  der  2ten 
Curvo  berühren;  dagegen  entspricht  der  Anzahl  von  Tangentialebenen, 
die  man  von  einem  beliebigen  Punkt  so  an  die  Kummer’sche  Fläche 
legen  kann,  dass  sie  in  einem  Punkt  der  Ausgangscurve  berühren11), 
die  Ordnung  der  2ten  „conjugirteu“  Curve. 

In  speciellen  Fällen  kann  die  2te  conjugirte  Curvo  mit  der  ur- 
sprünglichen zusammenfallen.  Dies  geschieht  z.  B.  bei  den  Haupt- 
tangentencurven;  in  diesem  Falle  ist  die  Curvo  zu  sich  selbst  dua- 
listisch und  zwar  bei  den  Haupttangentcncurvcn  im  landläufigen  Sinne 
des  Wortes,  da  die  Tangentialebenen  an  die  Kummer’sche  Fläche  in 
Punkten  einer  Hauptangcntcncurvo  Osculationsebenen  an  letztere  sind; 
das  stimmt  mit  dem  Umstand,  dass  Orduung  und  Classe  der  Ilaupt- 
tangentcncurve  gleich  siud.  Die  Linionfläcbc  der  Doppeltangenten 
kanu  in  letzterem  Falle  als  Schnitt  eines  linearen  und  2er  quadra- 
tischer Complcxe  angesehen  werden,  ist  also  von  der  8teu  Ordnung 
für  die  Haupttangeuteucurvcn  1 fiter  Ordnung;  für  die  Haupttangeuteu- 
curvcu  Ster  Orduung  wird  sie  von  der  4ten  Orduung  (als  Schnitt 
2er  linearer  und  ciues  quadratischen  Complexes). 

Ist  demnach  die  Ordnung  der  auf  der  Kummer’schen  Fläche  ge- 
gebenen Curve  n,  so  ist  im  Allgemeinen  der  Grad  der  Linionfiäche  2n. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

„Einer  Curve  nter  Ordnung  auf  der  Kummer’schen  Fläche  ent- 
spricht im  Allgemeinen  eine  Curve  2nter  Ordnung  auf  der  Cyklidc.“ 


14)  Diese  Anzahl  erhält  man,  indem  man  die  Schnittpunkte  der  Curve 
mit  der  eraten  Polare  der  Fläche  in  Bezug  auf  den  angenommenen  Punkt 
sucht;  in  unserm  Falle  erhält  man  so  Sn,  eine  Zahl,  die  wir  schon  oben  für 
die  Ordnung  der  3ten  Curve  fanden. 
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Tritt  dagegen  der  Fall  ein,  wo  sämmtlichc  2ten  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  wiederum  Punkte  der  Curve  sind,  die 
conjugirte  Curve  also  mit  der  ursprünglichen  zusammenfällt,  so  ist 

die  Ordnung,  resp.  der  Grad  der  Linienfläche  nur  o • ebenso  ist  dann 

die  Ordnung  der  Curve  auf  der  Cyklido  " So  ist  es,  wie  gesagt, 

bei  den  Haupttaugentencurven;  ihnen  entsprechen  die  Krümmuugs- 
linien  8ter  resp.  4ter  Ordnung  der  Cyklide. 

Die  Doppelpunkte  der  gegebenen  Curve  auf  der  Kummer’schen 
Fläche  ergeben  Doppelerzougonde  der  Linienfläche,  die  von  den 
Doppeltaugenten  gebildet  wird.  Es  ergiebt  sich  demnach  der  Satz: 

„Den  Doppelpunkten  der  Curvo  auf  der  Kummer’schen  Fläche 
„entsprechen  wiederum  Doppclpuuktc  der  Curve  auf  der  Cyklide.“ 

Hat  dagegen  die  Curve  auf  der  Kummor’schen  Fläche  eine  Spitze, 
so  liegen  3 aufeinanderfolgende  Erzeugende  der  Linienfläche  in  der- 
selben Ebene;  es  liegen  also  3 aufeinanderfolgende  Punkte  der  Curve 
im  Cyklidcnraum  auf  derselben  Minimalgeraden ; wir  erhalten  einen 
Tangenteninflexionspuukt.  Hat  umgekehrt  die  Curve  auf  der  Kummer- 
schen  Flüche  einen  Tangenteninflexionspunkt,  dann  ist  die  Tangente 
in  diesem  Punkt  Haupttangente  au  die  Kummer’sche  Fläche.  Ihr 
entspricht  eine  Hauptkugel,  welche  die  Cyklide  in  dem  entsprechen- 
den Punkte  osculirt;  eine  solche  schneidet  aber  iu  einer  Curve  mit 
Spitze  iu  diesem  Punkte;  infolgedessen  bekommt  die  Curve  im  Cy- 
klidenraum  eine  Spitze.  Wir  sehen  also: 

„Den  Spitzen  und  Tangcnteninflexionspnnkten  der  Curve  auf  der 
„Kummer’schen  Fläche  entsprechen  resp.  Tangenteninflexionspunkte 
„und  Spitzen  der  entsprechenden  Curve  im  Cyklidcnraum.  Diese 
„letzteren  Tangenteninflexionspunkte  sind  notwendig  imaginär.“ 

Da  das  Geschlecht  der  Curvo  auf  der  Cyklide  überdies  noch  von 
der  Ordnung  der  Doppelcurve  h der  Linienfläche  abliäugt,  und  h von 
den  Singularitäten  der  Curve  auf  der  Kummerscheu  Fläche,  welche 
deren  Geschlecht  bestimmen,  unabhängig  ist,  so  sehen  wir,  dass  man 
von  dem  Geschlecht  der  Curve  auf  der  Kummer’scheu  Fläche  noch 
nicht  auf  das  der  Curvo  auf  der  Cyklide  scliliesscn  kann,  sondern 
erst  die  Linienfläche  gebildet  von  den  Doppeltangenten  coustruiren 
muss.  Daun  aber  erhält  man,  wie  wir  sahen,  vollständigen  Aufschluss 
über  alle  in  Frage  kommenden  Singularitäten. 

Wir  wollen  noch  ergänzend  erwähnen:  Geht  die  Curve  auf  der 
Kummer’schen  Fläche  durch  einen  Knotonpuukt  hindurch,  so  kommt 
zu  der  Linienfläche  nten  Grades  der  Doppeltangenten  noch  eine 
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Linienfläche  ersten  Grades,  ein  Geradenbüschcl15),  hinzu;  infolgedessen 
erhalten  wir  als  Bild  auf  der  Cyklide  die  Curve  2nter  Ordnung  in 
Verbindung  mit  einer  auf  der  Cyklide  liegenden  Minimalgeraden. 


II.  Capitel. 

Kummer'sche  Fläche  und  Cyklide  unter  Berücksichtigung  der  9. 


Auf  dreierlei  Weisen  wurde,  wie  schon  in  der  Einleitung  er- 
wähnt, die  Kummer’sche  Fläche  durch  hypcrelliptischo  9 Functionen 
(vom  Geschlecht  2)  dargestellt.  Wir  haben  sachlich  geordnet: 

1)  Dio  liniongcometrische  Darstellung  Rohns. 

2)  Die  Borchardt’scho  Darstellung,  beruhend  auf  oiner 
Göpel’schen  biquadratischen  Relation. 

3)  Die  Wobor’sche  Darstellung. 

In  dieser  Aufeinanderfolge  ist  uns  zugleich  das  Einteilungsprincip 
gegeben,  dem  wir  folgen  werden. 


§ 1.  Die  liniengeometrische  Darstellung  der  Kummer' sehen  Fläche 
und  die  hierauf  hasirende  Ucbertragungsiceise. 

Wir  wisscu,  dass  wir  dio  Punkte  dor  Kummer’schen  Fläche  bo- 
bestimmen  können  durch  die  hindurchlaufenden  Haupttangentcncurvcn, 
indem  wir  das  System  der  letzteren  zum  krummlinigen  Coordinaten- 
systom  wählen;  wir  wissen  aber  auch16),  dass  durch  die  Parameter- 
werte  2 er  Haupttangentcncurven 

Aj  — Cj,  Aj  Cj 

oin  Punkt  der  Kummer’schen  Flächo  nicht  eindeutig  bestimmt  ist. 
sondern  dass  wir  die  Wahl  uuter  32  Punkten  haben.  Um  diesem 
Ucbclstande  abzuhelfen,  charaktcrisiren  wir  den  Punkt  dor  Kummer- 
schen  Fläche  nicht  durch  die  2 Parameter  A,  und  A2  der  beiden  durch 
ihn  hindurch  gehenden  Haupttangontcncurven  selbst,  sondern  durch 
die  Normalintegralc  erster  Gattung  vom  Geschlecht  2: 


1) 

A,,  A 


X„A 


«*  = Uj'-f-Mj"  | !ts'+«2"=“  rf«j  + f du j|  <lu2  -f-  f 

a ß et  ß 


Ij,  A 

ilus 


15)  In  einer  der  Doppeltangentialebenen,  die  durch  den  Knotenpunkt  gehen 

16)  cf.  p.  66. 
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in  denen  1,  und  13  als  obere  Grenzen  auftreten,  während  die  Wahl 
der  unteren  Grenzen  o und  ß noch  in  unserer  Hand  steht,  und  A 
den  Wort  hat: 

2)  A = V(A  — cjl*  — c,)  a - cs)  (4 - c4)  (1  _ c6)  (h - c6) 

wo  c,cs...ce  die  Parameter  der  6 Haupttangentencurvcn  8ter  Ord- 
nung bedeuten.17) 

Bezeichnen  wir  nun  mit  17  ein  Multiplum  von  Perioden,  so 
lassen  wir  von  den  Ausdrücken 

3)  ±u'±u"+IJ 

diejenigen  denselben  Punkt  der  Kummer’schen  Fläche  bedeuten,  welche 
sich  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vorzeichen  und  durch  gerade 
Multipla  von  Perioden  unterscheiden,  während  sämmtliche  Ausdrücke 
zusammengenommen  die  32  zusammengehörigen  Punkte  liefern. 

Unsere  Gruppe  von  32  Punkten  sondert  sich,  wie  wir  wissen, 
in  2 Untergruppen  von  je  16  Punkten.  Diese  16  Punkte  einer  Unter- 
gruppe unterscheiden  wir  durch  die  16  verschiedenen  Perioden  von 
einander,  die  bei  Integralen  erster  Gattung  vom  Geschlecht  2 möglich 
sind.  Ist  der  Ausgangspunkt  dargestellt  durch 

u,  | tij  = Uj'+Uj"  | uj'+nj" 

so  erhält  man  die  15  zugehörigen  Punkte  der  Untergruppe  also  durch 
Zufügen  von  den  15  von  0 | 0 verschiedenen  Perioden: 

« ii  I °is  I 0 

ffji  -j-  iti  | ßjs  a,,  -j-  ni  | -j-  ni 

ni  | ni  an  ~r  au  -j-  | -j-  a,3  ni 

°ji+  711  I a2j4“  | fln  “u  + nt  I ais  “l- fla« 

Ujj  + ji»  | an  I on  | alt-\-ni 

“ii  + au  I °ia_)'aas+  ***’ 

°ii  + an  I ai2  + °M 

aia  I a2i 

an  I “22  + ni 

0 | ni 

wenn  dio  Perioden  gegeben  sind  durch  das  Schema: 

17)  Es  soi  für  das  Folgende  bemerkt,  dass  wir  uns  hinsichtlich  der  Theorie 
der  hyperclliptischen  Integrale  und  Functionen  an  Herrn  Prym  „Neue  Theorie 
der  ultraclliptischen  Functionen“,  Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  Bd.  4, 
und  Herrn  Krazer:  „Theorie  der  2 fach  unendlichen  ©Kcihen“,  Leipzig  1882, 
anschliessen  werden. 
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«l 

h 

h 

(iU\  \ 

°n 

«IS 

ni 

0 

I 

<hi 

«SS 

0 

ni 

und  die  Riemann’sche  2 blättrige  Fläche  für  p = 2 die  charakteristische 
Zerschneidung  zeigt  (s.  Fig.  5.) 

Die  Punkte  der  andern  Untergruppe  unterscheiden  sich  von  den 
entsprechenden  Punkten  der  ersten  durch  das  Vorzeichen  von 
oder  u!  was  dasselbe  besagen  will  bei  unserer  Festsetzung  auf  p.  246. 

Durch  unsorn  linearen  Complex  *6  = 0 werden  nun  solcho  Punkte 
einander  zugeorduet.  Gehen  wir  von  dom  Punkt 

I “s'+«s" 

ans  und  nehmen  diejenige  Ebeno,  welche  ihm  durch  den  Complex 
t6  = 0 entspricht,  so  ist  deren  Berührungspunkt  mit  der  Kummcr- 
schen  Flächo  der  dualistisch  zum  ersten  gehörige  Punkt,  dem  die 
Argumente  zukommen 

V—  u,"  | 

Beide  Punkte  liefern  nun  gemeinsam  denselben  Punkt  der  Cy- 
klide,  dem  also  2 Argumentenwerte  mod.  doppelter  Perioden  zukom- 
mon.  Aus  ihm  erhalten  wir  15  weitere  durch  Zufügen  der  15  von 
0 | 0 verschiedenen  Periodenmultipla. 

Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

„Je  2 Punkte  der  Kummcr’schen  Fläche,  deren  Argumento  sich 
„simultan  in  die  Form  setzen  lassen 

«i'-J-H,'  | Uj'-j-tts”  und  u,  Uj  | uj  Mj  , 

„liefern  denselben  Punkt  der  Cyklide.“ 

„Ebenso  lässt  eine  simultane  Umkehr  beider  Vorzeichen  den . 
„Punkt  der  Cyklide  ungeändert.“ 

„Vermehren  wir  diese  Argumente  um  die  15  möglichen  von  0 
„verschiedenen  Perioden  (mod.  2 genommen),  so  erhält  man  auf  der 
„Cyklide  aus  einem  vorgegebenen  Punkte  die  15,  welche  durch  Spie- 
gelung an  den  Fundamenlalkugeln  aus  ihm  hervorgehen,  gerade  so, 
„wie  man  auf  der  Kummer’schcn  Flächo  aus  dem  entsprechenden 
„Punktepaaro  15  weitere  erhält,  die  durch  Spiegelung  an  den  Con- 
„gruenzen  x,-  = 0 xt  — 0 aus  ihm  hervorgehen. 
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Curvensy  stemo. 

Jetzt  nehmen  wir  unsere  Argumente 

V+V  I 

zu  den  Argumenten  von  9 Functionen  vom  Geschlecht  2,  und  fragen 
zunächst,  was  bedeutete  das  Nullsetzen 

a.  Der  6 ungeraden  ©Functionen? 

Die  6 ungeraden  9 Functionen,  gleich  Null  gesetzt,  liefern  natür- 
lich auf  der  Kummer’schon  Fläche  die  6 Haupttangenteucurven  8ter 
Ordnung,  da  wir  die  Parameter  derselben  zu  Yerzweigungspunkten 
genommen  haben. 

Dementsprechend  erhalten  wir  auf  der  Cyklide  6 ausgezeichnete 
Krttmmungslinien.  Wir  wissen  schon,  dass  die  Haupttangentencurvc 
X = c6  übergeführt  wird  in  die  singuläre  Krümmungslinie  8 ter  Ord- 
nung, in  welcher  die  Cyklide  von  der  benachbarten  geschnitten  wird18). 
Beide  Curven  sind  derartig  auf  einander  bezogen,  dass  den  Tangenten 
der  einen  die  Punkte  der  andern,  den  Punkten  der  einen  die  Tan- 
genten der  andern  entsprechen;  sie  sind  reciproke  Curven  im  Sinne 
des  Herrn  Lie19)  Die  Spitzen  der  einen  verwandeln  sich,  wie  wir 
wissen,  in  die  stationären  Tangcnton  der  anderen  Curve  und  umge- 
kehrt. Da  nun  die  6 ausgezeichneten  Haupttangontencurven  8 ter 
Ordnung  auf  der  Kummer’schen  Fläche  40  stationäre  Tangenten  und 
ltoine  Spitzen  haben,  bo  hat  die  singuläre  Krümmungslinie,  längs 
welcher  die  dcveloppabele  Focale  der  Cyklide  berührt,  keine  statio- 
nären Tangenten,  aber  40  Spitzen.  (Dio  40  Osculationskugeln  iu 
diesen  Punkten  sind  Hyperosculationskugeln  und  schneiden  die  Cyklide 
längs  2er  Geraden  und  eines  Kreises,  der  durch  den  Schnitt  der 
beiden  Geraden  geht,  die  40  Punkte  sind  die  40  Nabelpunkte  der 
Cyklide  *°). 

Die  übrigen  5 ausgezeichneten  Haupttangentcncurven  erhalten 
wir  für  A — i =»  1,  2,  3,  4,  5.  Ihnen  entsprechen  auf  der  Cyklide 
dio  5 ausgezeichneten  Krümmungslinien  4ter  Ordnung, 
die  5 Focal curven,  die  ausgeschnitten  werden  von  denöFunda- 
men  talkugeln. 

In  diesem  Falle  gehört  die  Linienfläche,  deren  Erzeugende  die 
ängs  der  betreffenden  ausgezeichneten  Haupttangentencurve  construir- 


18)  Siche  p.  65. 

19)  Lie,  a.  a.  0-,  p.  164. 

20)  Darboux,  a.  a.  0.,  p.  309. 
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ten  Doppeltangonten  an  die  Knmmer’sche  Fläche,  dem  Complex  rß  «=  0 
zugehörend,  sind,  einer  linearen  Congruonz  an;  infolgedessen 
liegt  die  entsprechende  Cnrve  im  Cyklidenraume  in  der  Tat  auf  einer 
Kugel,  und  zwar  einer  der  5 Fundamentalkugeln. 

Die  Linienfläche  ist  vom  4ten  Grade  und  hat  das  Geschlecht 
1,  enthält  jede  der  Directriecn  der  Congruonz  doppelt  und  hat 
8 singuläre  Linien,  4 davon  haben  ihren  zugehörigen  singulären 
Punkt  in  einer  der  Direktrieen,  während  ihro  Ebenen  durch  die 
andere  gehen;  bei  den  4 übrigen  findet  das  Umgekehrte  statt. 

Infolgedessen  hat  die  Curve  auf  der  Cyklido  von  der  4 ten 
Ordnung  ebenfalls  das  Geschlecht  1,  und  es  tritt  achtmal  der 
Fall  ein,  dass  eine  Tangente  der  Curve  Minimalgcrade  ist; 
dieso  Tangenten  sind  E r z e u g o n d c der  betreffenden  Fundamental- 
kugol,  4 Erzeugende  der  einen,  4 Erzeugende  der  andern  Art. 

b.  Die  10  geraden  ©Functionen 

Wir  wissen,  dass  auf  der  Kummcr’sehcn  Flache  den  10  gleich 
Null  gesetzten  geraden  9 Functionen  mit  den  in  Rede  stehenden 
Argumenten  die  Schnittlinien  mit  den  10  Fumlameutaltiäehon  2ter 
Ordnung  entsprechen,  also  Curven  achter  Ordnung21). 

Dementsprechend  erhalten  wir  auf  der  Cyklido  Curven  lGter 
Ordnung,  welche  den  Berührungsschnitt  bilden  mit  Mininialflächen 
16ter  Ordnung,  welche  den  Kugelkreis  8 fach  enthalten  und  einen  der 
Fundamentalkrcise  als  Leitlinie  (4  fach  zählend)  besitzen.  Man  gelangt 
zu  einer  dieser  Minimalliuicnflächen , wenn  man  die  Punkte  der 
Cnrve  der  Kuminer’schen  Fläche  abbildet.  Natürlich  orhält  man  die- 
selbe Curve  auf  der  Cyklido,  wenn  man  die  Linienfläche  16  ton  Grades 
construirt,  welche  von  dou  Doppeltangenten  gebildet  wird,  und  dieso 
dann  der  Abbildung  unterwirft 

Wir  fassen  das  Resultat  iu  den  Satz  zusammen: 

„Den  10  geraden  ©Functionen,  gleich  Null  gesetzt,  entsprechen 
„10  Curven  16ter  Ordnung  auf  der  Cyklide.  Dieselben  können  auf- 
„gefasst  werden  als  der  Berührungsschnitt  mit  10  Minimalliuicnflächen 
„16ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  achtfach  enthalten  und  je  einen 
„der  Fundamentalkrcise  als  Leitlinie  (4  fach  zählend)  besitzen.“ 


21)  Man  vergleiche  Hohn:  Betrachtungen  über  die  Kummer’sehe  Fläche  nnd 
ihren  Zusammenhang  mit  den  hyperell.  Funet.  p — 2,  Diss.,  ferner  die  ge- 
nannte Arbeit  desselben  Verfassers  im  15.  B.  der  Math.  Ann. 
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c.  Die  Curvenschaar  9(u — e)  = 0 
(«,  | «2  = einfachen  Integralen.) 

9(u — e)  = 0 stellt  auf  der  Kummer’schen  Fläche  die  Schaar 
der  Ilaupttangentcncurven  16ter  Ordnung  mit  16  Spitzen  und  96 
stationären  Tangenten  dar. 

Die  Haupttangencurven  verwandeln  sich  nach  den  früheren  §§ 
in  dio  Krttmmnng8linien  8ter  Ordnung  anf  der  Cyklide,  die  also  16 
stationäro  Tangenten,  die  zugleich  Miuimallinien  sind,  und  96  Spitzen 
haben  müssen.  Dass  damit  die  Zahl  der  stationären  Tangenten  über- 
haupt nicht  erschöpft  ist,  geht  daraus  hervor,  dass  sich  auch  eine 
stationäre  Tangente  einstellt,  — welche  in  diesem  Falle  reell  sein 
kann,  — wenn  3 aufeinanderfolgende  Erzeugende  der  Doppeltangenten- 
flächo  einer  Erzeugung  einer  Fläche  2 ton  Grades  angehören,  welche 
die  Fundamentalgeradc  des  Complexraumos  ebenfalls  als  Erzeugende 
derselben  Art  enthält 

„Die  Gleichungen  9(u  — e)  = 0,  wo  e1  | et  einfachen  Integralen 
„congruent  sind,  stellen  bei  veränderlicher  obrer  Grenze  dieser  ein- 
fachen Integrale  die  Schaar  der  Krümmungslinien  anf  der  Cyklide  dar.“ 

d.  Die  Curvcnschaar  &(u  — e)  = 0 bei  beliebigem  e,  | «j 

Wenn  für  einen  Punkt  der  Kummerschcn  Fläche  9 (u — e)  = 0 
ist,  so  muss  für  denselben  Funkt  auch 

0(-u-«)  = a(u-fe)  =0 

sein;  denn  ebenso  wie  der  betreffende  Punkt  durch  u/-f- u,"  | 
charaktcrisirt  ist,  können  wir  ihn  auch  bestimmen  durch  die  Argu- 
mente mit  entgegengesetzten  Vorzeichen 

-«/-«T  I 

Ist  also  9(u — e)  =0,  so  muss  auch 

9(u — e).d(u-)-e)  = 0 sein. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Additionstheorem  der  9 Functionen28) 
(0)’  9 (u  — e) . 9 (u  -f-  e) 

- »0*  (»)  V W + » 1 * (»)  V («)  + V («)  «2*  («)  + V («)  V («) 

wo  9t,  9ä,  93  3 ungerade  9 Functionen  sind,  deren  Charakteristiken 
die  Summe  0 ergeben. 


22)  cf.  z.  B.  Krazer,  Theorie  der  2 fach  unendlichen  9 Reihen  p.  59. 
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Der  letztere  Ausdruck,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  aber  auf  der 
Kummer’scheu  Fläche  eine  Curveuschaar  16  ter  Ordnung  dar,  wie  sich 
bei  der  Uoberlcgung  ergiebt,  was  die  fl  Quadrate  zu  bedeuten  haben. 
(Man  vcrgl.  übrigens  die  Seminarvorträge  des  Herrn  Klein  im  W./S.  83 
„Ueber  die  Kummer’sche  Fläche“.) 

„Wir  erhalten  also  auch  auf  der  Cyklide  eine  oo1  Schaar  von 
„Curven  16  ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  in  16  getrennten  Punk- 
ten treffen.“ 

§ 2.  Die  Borchardt’eehe  DarrteUung  der  Kummer'schen  Fläche 
und  die  hierauf  eich  gründende  Uebertragungsiceise. 

I.  Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  Borcbardt’sche  Darstellungsweiso  ergiebt  sich  aus  der  im 
vorigen  Paragraphen  erörterten  durch  Anwendung  einer  quadratischen 
Transformation,  so  dass  die  transformirten  -0  Functionen  — wir  wollen 
sie  mit  einem  Accent  bezeichnen,  — nur  noch  die  halben  Argumente 
haben  und  nur  4 für  die  Transformatiou  charakteristischen  Perioden 
ungoändert  geblieben  sind.  Es  gehört  infolgedessen  zu  einer  jeden 
Classe  von  quadratischen  Transformationen  — deren  wir  15  haben  — 
als  charakteristisch  eine  Gruppe  von  4 » Functionen,  die  ein 
Vierersystem  erster  Art,  eiue  Göpel’schc  Vier23)  bilden.  Solche  4 
»Functionen  sind  durch  eine  Göpel’sche  biquadratische  Re- 
lation31) mit  einander  verbunden,  deren  wir  also  auch  15  wesentlich 
verschiedene  haben. 

Eine  solche  Göpel’sche  Relation  stellt  nun  die  Gleichung  der 
Kummer’scheu  Fläche,  bezogen  auf  eines  der  15  Fuudamentaltetraeder 
dar  (siehe  Teil  II.,  Cap.  1.,  § 1.  p.  227.)  Die  »Functionen,  welche 
die  Relation  bilden,  geben,  ohno  Rücksicht  auf  die  Kummer’sche 
Fläche  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichungen  dor  4 Ebenen, 
welche  das  Fuudamentaltetraeder  bilden.  Mit  ihren  Vorzeichen- 
änderungen und  Vertauschungen  bedeuten  sie  die  homogenen  Punkte- 
ordinaten  von  16  zusammengehörigen  Punkten  der  Kummer’schen 
Fläche  bezogen  auf  eins  der  15  Fuudamentaltetraeder25).  Die  Gruppe 
solcher  16  Punkte  zerlegt  sich  wiederum  in  4 Untergruppen;  die  4 
Punkte  einer  Untergruppe  unterscheiden  sich  in  den  Coordinaten 
durch  2 Vorzeichcuwechsel,  dagegen  gelaugt  man  von  einer  Unter- 


23)  siebe  Krazcr,  a.  a O.  p.  20,  p.  61. 

24)  Göpel:  Thcoriae  trnnscendentiam  Abelianarttm  pritni  ordinis  adum- 
bratio  levis,  Cr.  Journ.,  Bd.  35,  p.  292,  Formel  30. 

25)  Rohn,  Bd.  15  der  Annalen  p.  344. 
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gruppe  zur  andern,  indem  man  die  Coordinaten  in  2 Paare  teilt  nnd 
die  Elemente  jedes  Paares  mit  einander  vertauscht24). 


Als  Beispiel  einer  solchen  Göpel’schen  Relation  führen  wir  die 
von  H.  Borcbardt27)  zu  Grunde  gclegto  Gleichung  an: 


V4+*o'H-V4+7V4+2(5)(0)(23)(14)>< 

n££'((5)2+E(0)2+£'(23)S+f£'(14)2) 
j(5)2(0)2 — (23)2(14)2)  {(5)*(23)2 — (0)*(14)2J  j(5)2(14)2 — (0)2(23)2| 

X &o'^23  ^J4 


(5)4+(Q)1-(23)4)-(14)2  ,s 
(5)2(0)2 — (23)2(14)2”  1 5 0 


(5)4+(23)4 — (0)4 — (14)2 
(5)2(23)2 — (0)2(14)2 


(5)M-(14)4-(0)4-(23)4 

(5)*(14)2-(0)‘(23)2 


IVJ<V’-<V*<W,H02«). 


(Hierin  sind  die  Vorzeichen  noch  nicht  vollständig  bestimmt;  bei 
Herrn  Krazer  findet  man  dagegen,  a.  a.  0.  p.  55.,  Formel  III,  eine 
Gleichung,  die  sämmtliche  Göpel’sche  Relationen  mit  Angabe  aller 
Vorzeichen  umfasst.) 

Die  Constanten  (5),  (0),  (23),  (14)  liefern  die  homogenen  Coor- 
diuaten  der  16  Knotenpunkte  der  Kummcr’schen  Fläche. 

Im  Ganzen  haben  wir,  wie  schon  gesagt,  15  derartige  Darstel- 
lungen, entsprechend  den  15  Göpel’schen  Relationen  und  den  15 
Classeu  von  quadratischen  Transformationen.  Der  Umstand,  dass 
jedo  Classo  noch  eine  Gruppe  von  24  Transformationen  enthält,  findet 
darin  seine  Begründung,  dass  nach  Auswahl  des  Tetraeders  die  Ecken 
desselben  noch  24  Permutationen  gestatten. 

Wio  nun  eine  solche  biquadratische  Göpel’sche  Relation  die  Kum- 
mer’sche  Fläche  darstellt,  so  wird  dieselbe  nach  Ausführung  der 
Berührungstransformation  auch  die  Cyklido  darstellen  und  zwar  be- 
zogen auf  eins  der  15  räumlichen  Vierscite,  welche  den  15  Funda- 
mentaltetraedern entsprechen  (cf.  p.  233.) 

Jedes  der  4 ',  welche  die  Göpel’scbe  Relation  bilden , für  sich 
gleich  Null  gesetzt,  stellt  die  betreffende  Minimalgcrade  dar,  welche 


26)  Rohn,  a.  a.  0.  p.  337. 

27)  Borcbardt,  Crelle’s  Journal  Bd.  83,  p.  238.  Di«  Bezeichnung  der  il‘ 
nach  Weierstrass. 

28)  Hierbei  sind  die  Argumente  der  &'  weggelassen  und  für  die  Null- 
werte  nbkürzend  die  blossen  Charakteristiken  gesetzt. 
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ein  Bestandteil  des  räumlichen  Vierseits  ist 2ä).  Die  4 {(■'Functionen 
stellen  mit  den  Vorzeichenwechseln  und  Vertauschungen,  wie  sie  sich 
auf  p.  252.  für  die  Gruppe  der  16  Punkte  der  Kummer’schen  Fläche 
ergaben,  die  Coordinaten  einer  Gruppe  von  16  die  Cyklide  in  je 
einem  Punkte  berührenden  Minimalgeraden  dar,  die  sich  ebenso  wie 
die  Gruppon  der  16  Punkte  der  Kummer’schen  Fläche  in  4 Unter- 
gruppen sondert.  Die  4 in  der  Gleichung  auftretenden  Constanten 
bestimmen  mit  ihren  Vorzeichencombinationen  die  16  Minimalgeraden, 
die  auf  der  Cyklide  liegon;  denn  diese  entsprechen  den  16  Knoten- 
punkten, resp.  den  singulären  Ebenen. 

Wir  erhalten  demnach  die  Sätze: 

„Eine  der  15  biquadratischen  Göpel’schen  Relationen,  welche 
„zwischen  4 ■&',  die  einem  Vierersystem  Iter  Art  augehören,  be- 
stehen, liefert  die  Gleichung  der  Cyklide  in  homogenen  Minimal- 
„liniencoordinaten  bezogen  auf  eines  der  räumlichen  Vierseite,  welche 
„aus  Minimallinien  zusammengesetzt  sind,  und  deren  Ecken  von  den 
„Punkten  gebildet  werden,  in  denen  je  3 der  Fundameutalkugeln  sich 
„treffen“. 

Die  Gruppirung  dieser  räumlichen  Vierseite  zeigt  uns  § 1.  des 
lten  Capitels  des  2ten  Teils,  p.  233. 

„Die  & Functionen,  welche  die  Relation  bilden,  liefern  die  Coor- 
„dinaten  von  je  16  zusammengehörigen  Minimalgeraden,  welche  die 
„Cyklide  berühren.  Sie  sondern  sich  wieder  in  4 Untergruppen  von 
„jo  4 Minimalgeraden.  Die  Minimalgeradeu  einer  Untergruppe  unter- 
scheiden sich  in  den  Coordinaten  durch  2 Vorzeichenwechsel;  da- 
gegen gelangt  man  von  einer  Untergruppe  zur  andern,  indem  man 
„die  Coordinaten  in  2 Paare  teilt  und  die  Elemente  jedes  Paares 
„mit  einander  vertauscht“. 

II.  Curvensysteme. 
a.  Die  16  einfachen  9'  Functionen. 

Fragen  wir,  was  auf  der  Kummer’schen  Fläche  die  16  einfachen 
■ff'Functiouen , wenn  wir  sie  gleich  Null  setzen . bedeuten , so  fiuden 
wir  zunächst  eine  Teilung  derselben  in  4 und  12.  Die  ersten  4, 
welche  das  Vierersystem  erster  Art  bilden,  aus  welchem  die  die  Kum- 
mer’schc  Fläche  darstellende  Göpel’sche  Relation  besteht,  liefern  natür- 
lich die  Schnitte  mit  den  4 Ebenen  des  Fundamentaltetraeders,  also 
4 ebene  Curveu  4tor  Ordnung  von  allgemeinem  Cha- 


29)  resp.  die  durch  dieselbe  bestimmte  Congruenz  von  Minimalgerndcn. 
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rakter  auf  der  Kummer'scken  Fläche.  Die  12  übrigen  liefern,  wie 
Herr  Rohn50)  zeigt,  die  Bor ühru ngsschn i t te  4ter  Ordnuug 
mit  Flächen  2tcr  Ordnuug,  welche  das  betreffende  Funda- 
mentaltotraeder  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben. 

Was  zunächst  die  4 Sclmittcurven  mit  den  Tetraederebenen  an- 
betrifft, so  entsprechen  diesen  vermöge  unserer  Transformation  Curven 
6ter  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  wie  die  entsprechenden  Curven 
auf  der  Kummer’schen  Fläche  keine  Doppelpunkte  haben  werden5 
aber  den  Kugelkreis  in  8 Punkten  schneiden. 

Sie  kann  übrigens  auch  aufgefasst  werden  als  Berührungsschnitt 
mit  einer  Minimallinienfläche  8ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  4- 
fach  enthält.  Diese  Minimallinienfläche  hat  als  Leitlinie  eine  Mini- 
mallinie und  enthält  letztere  doppelt  zählend,  es  ist  dies  die  betref- 
fende Miuimallinie  des  Coordinatenvierseits. 

Die  12  übrigen  9'  liefern  Curven  4ter  Ordnung  auf  der 
Cyklide,  die  wir  ansehen  können  als  BerUhrungsscbnitte  mit  12  Du- 
pin’schen  Cykliden;  denn  in  solche  verwandeln  sich  vermöge  der 
Transformation  die  12  die  Kummer’sche  Fläche  berührenden  Flächen 
2 ter  Ordnung  31)  und  zwar  sind  dieselben  auf  dasselbe  Coordinaten- 
vierseit  bezogen. 

Wir  fassen  die  erhaltenen  Resultate  wiederum  in  den  Satz  zu- 
sammen : 

„Setzen  wir  die  16  einfachen  &'  gleich  Null,  so  erhalten  wir  auf 
„der  Cyklide  4 Curven  Ster  und  12  Curven  4ter  Ordnung.  Die  er- 
„steren  entsprechen  den  4 ausgezeichneten  die  das  gewählte 
„Vierersystem  bilden , und  können  angesehen  werden  als  die  Berüh- 
„rungsschnittc  mit  Miuimallinicnflächeu  8 ter  Ordnung,  die  den  Kugel  - 
„kreis  vierfach,  nnd  die  entsprechende  Minimallinie  des  Coordiuaten- 
„vierseits  als  Leitlinie  2 fach  enthalten.  Die  12  übrigen  Curven  4 ter 
„Ordnung  sind  die  Berührungsschnitte  mit  12  Dupin'schen  Cykliden“. 

b.  Die  oo'  Curvenschaar  9'(u — e)  = 0. 

| cj  = einfachen  Integralen. 

Nach  Seite  250  ist  mit  9‘(u  — e)  auch  -j—  e)  — 0,  und 
0’(“ — c).fF(u-|-e)  kann  man  wiederum  in  eine  Summe  von  Qua- 
draten zerlegen,  deren  Argumente  die  u,  | ut  allein  sind.  Diese  9‘- 


30)  Bd.  1 5.  der  Math.  Annalen  p 346. 

31)  Lie,  Bd.  5.  der  Annalen,  a.  a.  0.  p.  173. 
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Qaadrate  wiederum  lassen  sich  siimmtlich  durch  die  Quadrate  der 
ursprünglichen  ein  Vierersystem  erster  Art  bildenden  &'  ausdrücken  ’-)■ 
Eine  derartige  Gleichung  stellt  demnach  auf  der  Kummcr’schen 
Fläche  den  Schnitt  mit  einer  Fläche  2tcr  Ordnung  dar,  also  Cnrven 
Ster  Ordnung.  Wir  erhalten  so  auch  auf  der  Cyklide  eine  »' 
Schaar  von  Curven  16ter  Ordnung. 

c.  Die  oo*  Curvenschaar  &’(u  — e)  = 0 
bei  beliebigem  «j  | e,. 

Wir  erhalten  ganz  dasselbe  Resultat,  wie  unter  b.,  nur  jetzt  eine 
oo2  Schaar  von  Curven  lGter  Ordnung. 


S 3.  Die  Caylcy  Weher  sehe  Darstellung  der  Kummer' sehen  Fläche 
und  ihre  Uehertragung. 

I.  Die  Gleichnngsform. 

Während  die  so  eben  in  Betracht  gezogene  Darstellung  an  die 
Gleichuugsform  der  Kummcr'schon  Fläche  bezogen  auf  eins  der  15 
Fundamentaltetraeder  anknüpfte , gründet  sich  die  jetzt  zu  bespre- 
chende Methode  auf  die  von  H.  Kummer 3t)  gegebene  Gleichungs- 
forra,  welche  voraussetzt,  dass  die  Seiten  des  Coordinatentetraeders 
Doppelebenen , und  die  Eckpunkte  Knotenpunkte  der  Fläche  sind. 
Auf  diese  Gestalt  der  Gleichung  wird  man  aber  geführt,  wenn  man 
die  4 &'  jener  biquadratischen  Relation  einer  nochmaligen  quadra- 
tischen Transformation  unterwirft,  so  dass  man  die  daraus  hervor- 
gehenden &"  auch  als  aus  den  ursprünglichen  & (ohne  Accente)  durch 
Zweiteilung  entstanden  ausehen  kann.  Wenn  man  alsdann  die 
nunmehrigen  {^'Quadrate  — wir  bezeichnen  sie  durch  2 Accente,  — 
durch  die  4 ein  Vierersystem  2ter  Art  bildenden  ausdrückt, 
und  letztere  {»''Quadrate  den  4 Coordinaten  £,  ij,  f,  a eines  Punktes 
der  Fläche  gleichsetzt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Gleichungs- 
form M) 

Y «5*«01  *«  «OS*“)  — V «S*«34*»l(— «03*{+«12*S+«14*  “ 

— V/«4*«S3Sf(«14*J+«6s,,l— «U*“  = 0. 


32)  Siche  Krazer,  a.  a.  O.  p.  53. 

33)  Kammer,  Monatsberichte  der  Berl.  Akad.  1864,  p.  252. 

— Abh.  der  Berl.  Akad.,  1866:  Ueber  algebraische  Strahlensystemc. 

34)  Rohn,  Bd.  15.  der  Annalen,  p.  347.  In  rationaler  Form  findet  man 
die  Gleichung  bei  H.  Krazer,  a.  a.  0.  p.  44.,  Gleichung  4« 
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Hierin  sind  die  ■8-Nnllwerte  durch  « mit  angehängten  Index  be- 
zeichnet, entsprechend  der  jedesmaligen  Charakteristik;  die  Bezeich- 
nung ist  die  von  Weierstrass. 

Die  10  Doppelebenen  der  Kummer’scheu  Fläche  verwandeln  sich 
nun  durch  die  Bcrührungstransformation  zusammen  mit  den  10 
Knotenpunkten  in  die  10  Minimalgeraden,  die  auf  der  Cyklide  liegen. 
Dieselbe  ©Relation  also,  welcho  die  Kummer’sche  Fläche  bezogen 
auf  ein  Doppelcbenentetraedcr  darstellt,  stellt  auch  die  Cyklide  be- 
zogen auf  ein  Minimallinieuquadrupel  dar,  die  sämmtlich  der  Cyklide 
angeboren.  Wie  es  nun  80  Vierersysteme  2ter  Art36)  giebt,  so  er- 
halten wir  auch  80  Doppelebcnentetraeder. 

Den  4 Ebenen  eines  Tetraeders  entsprechen  nun  im  Cyklidenraum 
4 Miuimalgerade  der  Cyklide.  Je  drei  der  Tetraederebenen  schneiden 
sich  aber  in  einem  Knotenpunkte;  cs  entstehen  so  4 Knotenpunkte, 
und  diesen  müssen  ebenfalls  4 Gerade  der  Cyklide  entsprechen.  Es 
könuen  nun,  wie  eine  einfache  D'eberlegung  zeigt,  2 Fälle  eintreten: 
die  4 Knotenpunkte  liefern  entweder 

1)  dasselbe  Geradenquadrupel  wie  die  4 singul. 
Ebenen,  oder 

2)  ein  Gcradenquadrupel,  welches  mit  dem  ersten  eine 
Schläfli’scbe  Doppelvicr  bildet,  und  zwar  erhalten  wir  im 
Ganzen 

40  Quadrupel  der  ersten  Art, 

40  Quadrupel  der  zweiten  Art,  oder  20  Doppelvieren  36). 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„Dio  Relation  4ten  Grades,  welche  zwischen  den  ©"Quadraten 
„besteht,  die  einem  Viorersystem  2ter  Art  angehören,  liefert  dio 
„Gleichung  der  Cyklide  bezogen  auf  eins  der  80  Quadrupel,  welche 
„aus  den  Geraden  der  Cyklide , entsprechend  den  80  Vierersystemen 
„2ter  Art,  gebildet  werden  können;  40  von  diesen  Quadrupeln  haben 
„dio  besondere  Eigenschaft,  20  Schläfli’sckc  Doppelcurven  zu  bil- 
„den“. 

Indem  wir  nochmals  darauf  hinweisen,  dass  unsere  jetzigen  Ar- 
gumente nur  halb  so  gross  als  die  ursprünglichen  sind,  welche  die 


35)  Krazer,  a.  a.  O.,  Tabelle  II.,  am  Schluss. 

36)  Damit  sind  aber  die  Doppelviercn , welche  die  Geraden  der  Cyklide 
bilden  können,  erschöpft,  vergl.  Clebsch:  Ueber  Flächen  4ter  Ord.  etc.  Cr.  J. 
Bd.  69.,  p.  157. 
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liuiengcometrische  Darstellung  vermittelten,  bemerken  wir  noch,  dass 
die  homogenen  Coordinatou  eines  Punktes  der  Kummer’schen  Fläche 
sich  jetzt  durch  die  »"Quadrate  ausdrücken,  infolgedessen  zu  einem 
Punkte  die  Argumente 

+ U + ZJ 

gehören,  wo  fl  ein  beliebiges,  auch  ungerades  Periodenmultiplum  be- 
zeichnen kann. 

Ebenso  bestimmen  jetzt  im  Cyklidenraum 

±«  + fl 

ein  und  dieselbe  die  Cyklido  berühreudo  Minimalgerade,  also  auch 
mittelbar  einen  Punkt  der  Cyklide,  denjeuigeu,  in  welchem  die 
Miuiinalgerade  berührt. 

„Die  Werte,  welche  die  4 ■»"Quadrate  annohmen,  die  einem 
„Vierersystem  2terArt  angeboren,  liefern  die  Coordiuateuworte  einer 
„der  Minimalgeraden,  welche  die  Cyklide  berühren ; diese  Coordinaten 
„bleibon  ungeändert,  wenn  wir  die  Argumente  der  »"Functionen  im 
„Vorzeichen  ändern  oder  beliebige  Periodcnmultipla  zufügen“. 

II.  Cu  rve  «Systeme, 
a.  Die  einfachen  »"Functionen. 

Die  16  einfachen  »"Functionen  ergeben  zunächst,  gleich  Null 
gesetzt,  auf  der  Kummer’schen  Flächo  die  Gleichungen  der  16  Kegel- 
schnitte, in  welchen  die  16  Doppelebenen  die  Kummer’scho  Flüche 
berühren.  Ihnen  entsprechen  auf  der  Cyklide  natürlich  die  16  Ge- 
raden. Insofern  jeder  Kegelschnitt  durch  5 Knotenpunkte  geht,  die 
nicht  zu  seiner  Ebene  gehören,  erhalten  wir  bei  der  Construction 
der  Doppeltangenten  ausser  der  Linienfläche  1 teil  Grades,  welche 
die  Ebene  des  Kegelschnitts  ausfüllt,  noch  5 Liniou  ersten  Grades. 
Deuselben  entsprechen  die  5 Geradeu  der  Cyklide,  welche  eine  vor- 
gegebene Gerade  derselben  schneideu. 

Wir  erhalten  den  Satz: 

„Die  16  einfachen  ©"Quadrate,  gleich  Null  gesetzt,  liefern  die 
„16  Minimalgeraden,  die  auf  der  Cyklide  existiren“. 

b)  Die  Curvcnscbaarcn  ©”(«—  c)  = 0. 

1)  »,■"(»—  e)  = 0 37),  wo  et  | c.  einfachen  Integralen  con- 


37)  i =r  einer  der  16  Charakteristiken. 

Arch.  d.  Math.  u.  PlijB.  2.  Beiho,  Teil  II.  1 7 
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gruent  ist,  liefert  auf  der  Kummer’schon  Fläche  eine  Tangen- 
tialebene, welche  in  einem  der  16  Knotenpunkte  an  dieselbe 
gelegt  wird;  dieselbe  schneidet  auf  der  Kummer’schen  Fläche  eine 
Curve  4 ter  Ordnung  aus,  welche  in  dem  Knotenpunkt  eine  Spitze  hat 

2)  Ist  e,  | «j  allgemein,  und  nehmen  wir  ex  | e,  in  der  Gestalt 
an 

«1  I «s  = 2 I 2 

so  liefert 

2)  &"(u  — e)=0 


eine  Tangentialebene  der  Kummer’schen  Fläche,  welche 
in  dem  Punkt  berührt,  dessen  Argumente  sich  in  die  Gestalt  setzen 
lassen  38) 


“i  I “s 


Diese  schneidet  auf  der  Kummer’schen  Fläche  also  eine  Curve 
4 ter  Ordnung  aus,  die  in  dem  betreffenden  Punkt  einen  Doppel- 
punkt besitzt. 


Die  Curven  4 ter  Ordnung,  welche  auf  der  Kummer’schen  Fläche 
durch  die  Gleichung  1 ) dargestellt  werden,  verwandeln  sich  in  Curven 
Ster  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  eine  der  Minimalgeraden  der 
Cyklide  zur  stationären  Tangente  besitzen ; sie  bilden  den  Berübrungs- 
schnitt  mit  Minimallinieniiächen  8 ter  Ordnung,  welche  den  Kngelkreis 
4 fach  enthalten  und  diejenige  Minimallinie  als  Leitlinie  (2  fach  zäh- 
lend) besitzen,  welche  die  Cyklide  in  dem  genannten  Tangcnten- 
inttexionspunkt  der  Curve  berührt 

Wir  erhalten  den  Satz : 


„Durch  die  Gleichungen 

S,"(h  — e)  = 0,  wo  et  | e2  = einfachen  Integralen, 

„werden  auf  der  Cyklidc  16  Curvensystomo  8 ter  Ordnung  dargestellt, 
„welche  je  eine  der  16  Minimalgeraden  der  Cyklide  zur  Wendetan- 
,, gente  besitzen  und  angesehen  werden  können  als  BerUhrungsscknitt 
„mit  Minimallinienflächen  Ster  Ordnung,  die  den  Kugclkreis  4 fach 
„enthalten  und  die  in  dem  betreffenden  Wendepunkt  die  Cyklide  be- 
rührende Minimalgerade  als  Leitlinie  besitzen“. 


38)  Man  vergleiche  Seminarvortrag  des  H.  Klein,  W.  S.  S2|83.  „Ueber 
die  Kummcr’sche  Flache“. 
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Daran  schliesst  sich  sofort  der  weitere  Satz,  die  Carven  betref- 
fend, die  durch  2)  dargestellt  sind: 

„Durch  die  Gleichungen 

9"(u  — e)  = 0 bei  beliebigem  e,  | c2 

„werden  auf  der  Cyklide  ooä  Curven  8 ter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
„dargestellt,  dio  angesehen  worden  können  als  Berührungsschnitt  mit 
„Minimallinienflächen  8 ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  4 fach  ent- 
halten und  eine  der  beiden  im  Doppelpunkt  dio  Cyklide  berübren- 
„den  Miuimalgeraden  als  Leitlinie  besitzen“. 

Schl  usscapitel. 

Beziehungen  zwischen  Kummer'schen  Fläohen  und  Flächen  2ten  Grades. 

Uebertragen  wir  die  Ergebnisse  des  letzten  Capitols  im  ersten 
Teil  auf  den  Baum  des  linearen  Complexes,  so  erhalten  wir  hier  an 
Stelle  der  doppeltbcrührenden  Kreise  an  2 Flächen  des  confocaleu 
Systems  Hyperboloide,  welche  2 Erzeugende  derselben  Art  enthalten, 
die  Doppeltangeuten  der  einen  Kummer'schen  Flache,  und  2 weitere 
Erzeugende  derselben  Art,  dio  Doppoltangenten  der  andern  Kummer- 
schen  Fläche  der  Schaar3“)  sind,  Hyperboloide  berühren  die  Kum- 
iner’schen  Flächen  also  in  je  4 Punkten.  Die  Erzeugenden  der  an- 
dern Art  der  Hyperboloide  entsprechen  zu  jo  zweien  den  Kugeln  des 
durch  den  Bildkreis  bestimmten  Büschels;  den  beiden  Punktkugeln 
des  Büschels  entsprechen  (die)  2 x(  — 0 angehürigen  Erzeugenden. 

Wählen  wir  2 Kuinmer’sche  Flächen  der  Schaar  mit  den  Para- 
metern A0  und  p0  willkürlich  heraus  und  überdies  ein  Geradenpaar, 
das  x6  =■  0 angehört  und  conjugirt  in  Bezug  auf  einen  andern  der 
Fundamentalcomplexe  ist,  so  lassen  sich  durch  dieses  Geradenpaar 
4 Hyperboloide  legen,  welche  die  gewünschto  Eigenschaft  besitzen, 
mit  jeder  der  Kummer’scheu  Flächen  2 Doppoltangentcn  gemein  zu 
haben  und  auf  jeder  derselben  die  Kummer’scho  Fläche  2 mal  zu 
berühren.  Durch  ein  Doppeltangeuteupaar  xe  = 0 auf  einer  der  bei- 
den Kummer’schen  Flächeu  selbst,  das  conjugirt  ist  in  Bezug  auf 
einen  der  andern  5 Complexe , lassen  sich  noch  2 Hyperboloide  der 
verlangten  Art  legen. 

Wir  haben  demnach  auf  einem  solchen  Hyperboloide  2 Geraden 
der  ersten  Erzeugung.  Die  a<  =■  0 (»'  = 1,  2,  3,  4 od.  5)  und  2 Ge- 


39)  Die  Kummer'schen  Flächen  der  Schaar  berühren  sich  längs  der  uus- 
gezeichn.  Haupttang.  8.  Ord. 


agle 
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rade  der  2tcn  Erzeugung,  die  ar6  =*  0 angehören.  Die  übrigen  Geraden 
der  letzten  Erzeugung  gruppiren  sich  zu  je  zweien  zu  denselben  als 
Doppelelementen  einer  Involution;  entsprechend  der  Involution  des 
Kugelbüschels  mit  den  Punktkugeln  als  Doppelelementen.  Eine  Kugel 
des  Büschels  wird  zur  Ebone ; ihr  entsprechen  die  beiden  conjugirten 
Erzeugenden,  die  die  Fundamentalgerade  treffen.  Die  Fundamental- 
gerade wird  noch  von  2 Erzeugenden  der  andern  Art  geschnitten ; 
letztere  entsprechen  den  Kreispunkten  des  Ausgangskreises. 

Wir  haben  jetzt  im  Raum  des  Coraplexes  xe  = 0,  indem  wir 
noch  einen  der  übrigen  Fundamentalcomploxo  x,  = 0 (i  = 1,  2,  3,  4 
oder  5)  hcrausgreifen  40),  eine  Darstellung  der  Geradenpaare,  jeweils 
conjugirt  in  Bezug  auf  diesen  2ten  Fundainentalcomplex,  durch  3 
Parameter  I,  p,  v,  wo 

«i  > v > flj,  a*  > ft  > a3,  «s  > * > «4- 

Einem  Werttripel  X,  p,  v gehören  8 Geradenpaare  an,  welche 
die  3 Kummer’schen  Flächen  der  Schaar,  entsprechend  den  3 Para- 
metern X,  fi,  v als  gemeinschaftliche  Doppeltangenton  besitzen  (cf. 
p.  235). 

Die  oo 1 Schaar  von  Hyperboloiden  wird  alsdann  analytisch  de- 
finirt  durch  die  simultanen  Differentialgleichungen 


1) 


di  dp  ilv 

A M N ” u 


XrlX  pdp  vclv  

~Ä  ~ Tw  + Iv  — 0 


wo  A , M,  N die  Werte  3)  p.  210.  besitzen  und  • -y  sämrnt- 

lich  dasselbe  Vorzeichen  besitzen.  Um  nur  mit  reellen  Grössen  zu 
tun  zu  haben,  lassen  wir  wiederum  die  Ungleichungen  bestehen 

2)  at  > v > a2,  Po  > P > «3>  *o  > A > “4- 

Der  Uebergang  von  einem  Complexgeradenpaar  X,  p,  v zu  einem 
benachbarten  1-j-di,  p-)-dp,  v-J-dv  giebt  uns  alsdann  eius  der  4 
in  Redestehenden  Hyperboloide,  wenn  dabei  die  Gleichungen  1)  er- 
füllt werden.  Dio  4 Hyperboloide  sind  von  einander  unterschieden 
durch  die  Vorzeichen  der  Verhältnisse  der  Wurzclfunctionen  A, 
M,  N. 

Betrachten  wir  jetzt  ein  einzelnes  der  4 Hyperboloide.  Wir 
lassen  das  Erzeugendenpaar  (X  p v)  — wir  wollen  es  ( LL ')  nennen  — 


40)  Wir  wollen  = 0 nuszeichnen. 
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längs  des  ganzen  Hyperboloids  hinlanfen;  es  werden  sich  dann  die 
den  snccossiven  Erzeugendenpaaren  zugehörigen  Wurzelfunctionen  A, 
M,  N stetig  ändern  und  ihre  Vorzeichen  nnr  mit  resp.  dk , dp,  dv 
zusammen  ändern,  d.  h.  in  den  Erzengendenpaaren  resp.  k = a4, 
* “ *o>  P = °3>  f*  ”*  f»oi  v = °2>  v = «i  i jede  Wnrzelfunction  än- 
dert also  ihr  Vorzeichen  2 mal  auf  jeder  Hälfte  des  Hyperboloids41). 

Geht  man  von  dem  Geradenpaar  ( LL ')  = (A  g v)  bis  zu  dem 
Geradenpaare  (£0Z,0')  = (A0  ft V),  das  Doppeltangontenpaar  an  die 
Kummer’sche  Fläche  A0  ist,  so  ergeben  die  Differentialgleichungen  1) : 


v'N'  p’M'  A0,0 

/'*V*-Irii'  jP(tk—ldfi  f*  k*~ 1dk 

’ J ~N~~  ~M~  J — 

pM 


0 * — 1,  2 


vN 


kA 


oder 


4) 


vN  fiM  ktA 

/vk~ldv  /' fik~,dfi  , pkk~ldk 

n ~ J —*r  + J ~ät 


N 
v'N' 


M 

fi'M ' 

M~ 


k — l,  2 


•h 


«s 


als  Belationen  zwischen  den  Coordinaten  (v'fi')  der  Berüh- 
r nngsdoppeltangente  (L0L0')  einer  der  4 vom  Geradenpaar 
(LL')  an  die  beiden  Flächen  A0  nnd  n0  gehenden  Doppelberührungs- 
hyperboloide nnd  den  Coordinaten  kpv  von  (LL’). 

Nun  können  wir  endlich  auch  Schliessungssätze  aufstellen  für 
Gebilde  — den  Polygonen  entsprechend  — die  aus  Teilen  von  Hy- 
perboloiden zusammen  gesetzt  sind,  welche  zu  der  betrachteten  cd* 
Schaar  gehören,  Gebilde  also,  die  den  Flächen  A0  und  p0  umschrieben 
sind,  und  ausserdem  einer  Fläche  der  Schaar  einbeschrieben  sein 
mögen. 

Man  gelangt  zu  einem  solchen  aus  Hyperboloidteilen  bestehenden 
Gebilde,  indem  man  von  einem  Doppeltangentenpaare,  conjngirt  in 
Bezug  auf  x5  = 0 der  Kummer’schen  Fläche  k ausgeht  und,  eins  der 
hindurch  gehenden  4 Hyperboloide  der  Schaar  beliebig  herausgrei- 
fend , auf  demselben  von  Erzeugender  zur  Erzeugender  fortschreitet, 
bis  man  wiederum  zu  einem  Erzeugendenpaare  gelangt,  das  der  Fläche 


41)  Das  Hyperboloid  wird  durch  die  2 x&  : 
in  2 Hälften  geteilt. 


: o ungehörigen  Erzeugenden 
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k angehört.  Jetzt  verlassen  wir  das  Ausgangshyperboloid  und  gehen 
auf  dem  in  Bezug  auf  k conjugirtcn  Hyperboloid  weiter,  für  welches 
A das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat.  Bleibt  diese  Festsetzung 
auch  für  alle  späteren  Schnitto  mit  der  Fläche  k bestehen,  so  ist 
dadurch  unsere  Construction  eindeutig  bestimmt,  nachdem  Anfangs- 
erzeugendenpaar und  Anfangsflächo  gegeben  sind. 

Neben  dem  einen  Polygon  (im  übertragenen  Sinne)  erhalten  wir 
ein  2tes  conjugirtes,  dessen  Kanten  ebenfalls  auf  k Hegen,  aber  das 
vom  ersten  durch  die  Congruenz  xt  = 0 x6  -=  0 geschieden  ist  Auch 
jetzt  ist  zu  bemerken,  dass  wir  im  allgemeinsten  Falle  nicht  2,  son- 
dern ein  einziges  Polygon  erhalten  würden  mit  der  doppelten  Kan- 
tenzahl, welches  die  Congruenz  xt  — 0,  x6  — 0 durchsetzt. 

Soll  die  Polygonconstruction  sich  schliossen,  also 
Endkante  mit  Anfangskante  zusammenfallen,  und  das  letzte  Hyper- 
boloid mit  dem  ersten  conjugirt  in  Bezug  auf  k sein,  so  muss  die 
Bedingung  bestehen: 

5, 

kA  a3 


inf~ 

0)2 


*-1dv 


N 
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XI. 

Uober  einen  Satz  rler  Zahlentheorie. 


Von 

Herrn  F.  Gomes-Teixeira, 

Professor  an  der  Universität  Coiiubru. 


In  einer  Note,  publicirt  iu  den  Comptcs  Bondus  de  l’Academie 
des  Sciences  de  Paris,  tomo  XCIII,  hat  Horr  Woill  gezeigt,  dass 

n! 

eine  gauze  Zahl  ist,  wofern 

n = au  -f-  bß  cy  . . . AI 

Er  beweist  diesen  Satz,  indem  er  zeigt,  dass  obiger  Ausdruck 
die  Anzahl  der  Arten  darstellt,  anf  welche  man  aus  n Buchstaben 
eine  Zusammenstellung  von  a Gruppen  zu  tt  Buchstaben,  b Gruppen 
zu  ß Buchstaben,  c Gruppen  zu  y Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann. 

Wir  werden  sehen,  dass  man  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  Theorie 
der  Derivirten  beliebiger  Ordnung  begründen  kann , ein  Verfahren, 
welches  die  Bedeutung  bat,  dass  cs  einen  Platz  zwischen  zwei  Doc- 
trinen,  der  Combinatorik  und  der  Lehre  von  den  hohem  Derivirten, 
aufstellt. 

Betrachten  wir  dio  2 Functionen 

«=/(»)»  y=9>(*) 

Die  successivc  Differentiation  von  u nach  x gibt,  wie  leicht  zu 
sehen,  das  ßesultat: 


«w/ 
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g~„  = XAvfi  (y')a  (y")ß . . . 
wo  A eine  ganze  Zahl  ist. 

Um  den  Satz  in  aller  Allgemeinheit  zu  beweisen,  betrachten  wir 
die  Functionen 


“ “■/(ynJ'a, •••?!);  ft  — <Pi(*);  yt  = ts(*);...  jm  = 

In  unserm  Artikel  — über  die  Derivirten  beliebiger  Ordnung, 
publicirt  im  XVIII.  Baude  des  Giornale  di  Battaglini,  haben  wir 
gezeigt,  dass  die  Derivirto  nter  Ordnung  von  u nach  x durch  die 
Formel  gegeben  ist: 


»(**)  = SA 


cmf 

0Ui",  by/. . 


(«.tk  y.-M*'«)?... 


wo  A eine  ganze  Zahl  und  durch  die  Formel  ausgedrückt  ist: 


A ~ «!/»! ...  1!  X «?FjjT!...A,IX  -X  (2!)W'+-(3'l)r+y'  - ...(«!)*+*'+;•. 

wo 

«— J—  2/3— 3/-^- . . .— |-  «A— |—  ot'-J— 2/3'— j—  3y'— |— . . . — (— nA'— (— . . . = n 

Der  Satz  ist  hiernach  vollständig  bewiesen. 

Aus  dem  eben  Gesagton  schliesst  man,  dass  ein  Band  besteht 
zwischen  den  Coefficionten  im  analytischen  Ausdruck  der  Derivirten 
«ter  Ordnung  und  der  Anzahl  der  Combiuationen  von  n Buchstaben; 
und  so  ergibt  ein  beliebiger  Satz  aus  der  einen  Doctrin  einen  ent- 
sprechenden Satz  der  andern,  und  die  mit  der  einen  verknüpften 
Gegenstände  sind  es  auch  mit  der  andern. 

So  sind  z.  B.  die  Bernoulli’schon  Zahlen,  gemäss  ihrem  Ausdruck 


wo  yo*2»-1)  die  (2«  — l)te  Derivirte  der  Function 
y = (l  + e*)-1 

für  x = 0 darstellt,  verknüpft  mit  den  in  Bede  stehenden  Coefficienten 
A mittelst  der  folgenden  Formel: 

(2n)  1 (-1)*WI 

2a~’  “ 22»  — 1 2-+1  o ! /} ! . . . A ! (2  !)/*  (3  !)y . . . (b !)* 

WO 

a+2/5  + 3y+...(2n  — 1)^  = 2«  — 1 
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Um  die  Bedeutung  der  Zusammenstellung  der  Theorie  der  De- 
rivirten  beliebiger  Ordnung  mit  don  Combinationen  ans 
Licht  zu  stellen,  wollen  wir  einen  Satz  der  Theorie  der  Derivirten 
herleiten. 


Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  mittelst  einer  Derivirten 
ater  Ordnung  don  Ausdruck  der  Summe  der  Coefficienton  A suchon, 
für  welche  a-|- 0 -j-, . . -j- A einen  bestimmten  Wort  i hat. 

Setzt  man  u = y‘  in  der  Formel 

— ZAnG)  (lj')a  {y”)?. . . (l/W)* 

so  werden  alle  Terme  von  der  Ordnung  i an  null,  weil  man  bat: 

»W  = *1 , »(•+*)  = «(•+*)  = . . . =0 

Macht  man  nachher  y = e1  — 1 und  x = 0,  so  erhält  man  ge- 
sondert den  Term  fter  Ordnung,  weil  y — 0,  y'—  1,  y”=  1,  etc., 
folglich 

u = 0,  »’=  0,  u"=  0,  . ..td1- *)  = 0 


Wir  haben  also 


M 0x»  Jx=t 


wo  Z'  die  Summe  der  Werte  von  A darslollt,  welche  don  Losungen 
der  Gleichungen 

ö 2ß  3 y -{- , . . AA  ==■  n $ ß -{-  ß -|-  y -j- . . . -]-  A = i 
in  positiven  ganzen  Zahlen  entsprechen.  Dafür  kann  man  schreiben : 


f+|3  + 2y  + ...(A-l)A  = 0 

Andrerseits  haben  wir  in  Anwendung  der  Leibnitz’schcn  Formel: 
g»  (e*  — l)»'  r "l(«) 

~S  A*!A 2 1 . . .A, ! 

wo  die  A alle  ganzen  Zahlen  von  0 bis  n zu  durchlaufen  haben,  für 
welche 

-f-  *2  ~ f-  - • - A»  = » (1) 

ist,  und  wo  ft  die  Anzahl  der  A bezeichnet , welche  = 0 sind , und 
folglich 

IX«*—  !)■]  „ »! 

[ 8xn  J*  = o Aj ! Äs ! . . . Ä< 1 
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wo  die  h unter  der  Beschränkung  (1)  von  1 bis  n variiren.  Wir 
haben  also: 

yr "1 = 1 o ”1 

«!jJ!...A!(2!)/*(3!)r...(A!)*  .1  ° M 

Bezeichnet  man  nun  durch  cp(aa-(-A0-J-cy-|-. . .)  die  Anzahl  der 
Arten,  auf  welche  man  mit  der  Bedingung 

n = aa  -f~  bß  -{-  cy  -|- . . . 

eiuo  Zusammenstellung  von  a Gruppen  zu  o,  b Gruppen  zu  ß,  c Grup- 
pen zu  y Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann,  so  haben  wir  folgenden  Satz : 

2<p  [*-f-  ß 2y  -f- . . . -f-  (n  — 1)  o]  ■=  Zq>  (Ax  -j-  As  Ai) 

das  heisst: 

„Die  Summe  aller  Anzahlen  von  Arten,  auf  welche  man,  nach 
i, Zerlegung  von  n auf  alle  mögliche  Arten  in  «4-  /S-f-2y-|- . . . (» — 1)  1, 
„Zusammenstellungen  von  i Buchstaben,  ß Buchstaben,  2 Gruppen  zu 
„y  Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann,  ist  gleich  der  Summe,  welche  der  Zer- 
legung von  n auf  alle  möglichen  Arten  iu  A,  -j—  — j— . . . -f-A.  entspricht“ 

Zum  Schluss  dieses  Artikels  geben  wir  noch  den  Ausdruck  von 
ZA  mittolst  der  Derivirten  beliebiger  Ordnung.  Setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  u =—  e»  y ~ e*  — 1,  so  hat  man: 

u(0  = e»,  u0W  = 1,  j/0  = 0,  j/„'->  1,  1,  etc. 

und  folglich 


Porto,  den  6.  Januar  1885. 
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XII. 

Zum  Molins’schen  Problem. 


Von 

R.  Hoppe. 


In  den  Memoires  do  l’Acad.  des  sc.,  inscr.  et  b.  1.  de  Toulouse. 
T.  V.  hat  H.  Molins  die  Aufgabe  gestellt  und  gelöst:  in  voller  Allge- 
meinheit diejenige  Curvo  in  Coordinaten  darzustellen,  von  welcher 
der  Radius  der  osculirenden  Kugel  gegebene  Function  des  Krümmungs- 
radius ist.  Ohne  in  den  wesentlichen  Bestandteilen  der  Horleitung 
etwas  abzuündern,  nehme  ich  die  Aufgabe  noch  einmal  auf,  um  diese 
Bestandteile  in  einfachem  Zusammenhang  zn  bringen , die'  teilweise 
Zuziehung  geometrischer  Betrachtungen,  welche  dem  Einblick  keincr- 
weise  dienlich  ist,  durch  gleichmässig  fortschreitende  Rechnung  zu 
ersetzen  und  zu  zeigen,  dass  der  Weg  der  Lösung,  welcher  in  vor- 
liegender Darstellung  durchweg  als  Invention  erscheint,  aus  der  Auf- 
gabe und  der  ergänzenden  willkürlichen  Bestimmung  sichtlich  her- 
vorgeht 

Da  zur  Bestimmung  einer  Curve  2 Relationen  notwendig  sind, 
die  Aufgabe  aber  nur  eine  liefert,  so  muss  die  allgemeine  Lösung 
eine  willkürliche  Function  enthalten.  Es  steht  uns  frei  diese  von 
Anfang  fcstzusctzen.  Molins  hat  das  Krümmungsverhältniss  znr  will- 
kürlichen Function  des  einen  Richtungswinkels  der  Tangente  gemacht; 
letzterer  tritt  dann  als  unabhängige  Variabio  im  Ausdruck  der  Curve 
auf.  Wir  behalten  diese  Wahl  bei,  führen  jedoch  die  ergänzende 
Relation  erst  nach  erster  Integration  ein;  denn  es  ist  bemerkenswert, 
dass  sich  eine  solche  schon  unabhängig  davon  vollziehen  lässt,  was 
bei  der  Molins’scheu  lutegrationsweise  nicht  ans  Liebt  kommt. 
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Dio  Coordinaton  eines  Punktes  der  Cnrvo  « soien  x,  y,  z,  die 
Richtungscosinus  der  Tangente  /,  g,  h,  der  Hanptnormale  /',  g',  h', 
der  Binormalo  l,  m,  n,  der  Conti ngeuzwinkel  der  Tangeuto  3t,  der 
Schmiegungsebene  89,  der  Accent  bezeichne  die  Differentiation  nach  r 


Der  Krümmungsradius  ist  hiernach  = Der  Radius  der  oscu- 
lirenden  Kugel,  d.  h.  derjenigen  Kugel,  welche  durch  4 consecutive 
Punkte  geht,  hat,  wie  bekannt,  den  Ausdruck: 


woraus : 


(1) 

(2) 


Dor  Aufgabe  gemäss  soll  nuu  ic  gegebene  Function  von  s'  sein. 
Gl.  (2)  zeigt,  dass  dann  auch  der  Torsionswinkcl  & bekannte  Function 
von  «'  ist. 

Jetzt  führen  wir  9'  als  willkürliche  Function  von  / ein.  Aus 
dieser  Relation  allein  geht  mit  Beachtung,  dass  8l  = — f'89  ist,  hervor: 


l = -ff  89  98/ 

Nuu  ist 


fZ+f’i+p  _ i 


folglich 

/'“ 

Yl -/*-(/»  8/)“ 

oder 

0T  = 

2/ 

oder 

Vi-/*-</*8/)* 

89  = 

9'8f 

(3) 

(4) 


Dies  identificirt  mit  (2)  gibt  zwischen  *'  und  / die  Relation : 


r jjys/ 

J Vi— /*—  CfoW)* 


(5) 


Was  übrig  bleibt,  ist  eine  bekaunte  Aufgabe.  Aus/,/',  l findet 
man  g,  h,  indem  mau  setzt: 


/=cos£;  0 = sinJcosij;  A=sin£sin»;  (6) 

woraus  durch  Differentiation: 


g'=  f’cosfcosij  — ij'sinfsin^ 
A'=  t'cosSsinTj  + r/'sinfcosi; 
und  in  Verbindung  mit  (6): 


:d  by  Gopgle 


wo  s'  durch  61.  (5),  dr  durch  Gl.  (3),  ij  durch  Gl.  (7)  als  Function 
von  f bestimmt  ist. 

Nach  Einsetzung  der  Werte  (3)  von  8t  und  (6)  von  f erhält  man 
die  Formeln  übereinstimmend  mit  den  Resultaten  von  Molins. 

Die  Vergleichung  beider  Behandlungsweisen  liefert  eine  neue 
Bestätigung  der  Regel,  welche  ich  in  meiner  analytischen  Curven- 
theorie  über  das  Verfahren  bei  der  Lösung  und  Untersuchung  curven- 
theoietischer  Probleme  aufgestellt  habe.  Dio  Curventhcoric  gestattet 
eine  Sonderung  aller  Linear-  und  Richtungsgrössen  derart,  dass  die, 
Fragen  nach  den  letzteren  unabhängig  von  erstem  zur  Entscheidung 
gebracht  werden  können.  Die  Lösung  der  so  vereinfachten  Aufgabe 
liegt  öfters  unmittelbar  zutage,  und  die  restirende  Einführung  der 
Lineargrüsse  8s  bietet  nachher  gewöhnlich  auch  keine  Schwierigkeit, 
andernfalls  wird  inan  meistens  leicht  linden,  von  welcher  nicht  integra- 
beln  Gleichung  die  Lösung  abhängt ; während  es  bei  Complication  von 
Linear-  und  Richtungsgrösseu  als  eine  Sache  glücklicher  Speculation 
erscheint,  wenn  eine  Lösung  gefunleu  wird,  und  bis  dies  gelungen 
ist,  die  Lösbarkeit  ungewiss  bleibt. 

In  der  Tat  ist  bei  der  von  Molins  gewählten  ergänzenden  Re- 
lation das  Gelingen  dadurch  bedingt,  dass  sie  frei  von  Lineargrössen 
ist.  Diese  Eigonscbaft  bleibt  aber  unbeachtot,  wenn  man , wie  er  es 
c(}  q da  da 

tut,  statt  gg-  schreibt  - wo  p — g-,  r = g^,  also  das  Linienclcment 
in  eine  Relation  einfuhrt,  die  nichts  damit  zu  tun  hat. 

Knüpfen  wir  jetzt,  mit  Absehen  von  der  Molins’schen  Lösuug, 
die  orientirenden  Gesichtspunkte  an  die  Aufgabe  selbst,  so  ist  un- 
mittelbar gegeben  eine  Differentialgleichung  zwischen  einer  Richtungs- 
grösse und  einer  Lineargrösse  welche  sofort  eine  Trennung  der 
Variabein  zulässt,  so  dass  sie  & zur  bekannten  Function  von  a’  macht. 
Ich  bezeichne,  um  ein  kurzes  Wort  dafür  zu  haben,  mit  „Richtungs- 
grössen“ unter  den  Bestimmungsgrössen  einer  Curve  diejenigen,  welche 
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reine  Zahlen  sind,  zum  Unterschied  von  den  „Lineargrössen“,  welche 
die  Linieneinheit  zum  Factor  haben. 

Es  handelt  sich  nun  am  die  Wahl  der  zweiten  Relation.  Bedin- 
gung für  dieselbe  ist  allein,  dass  sich  aus  den  zwei  in  Beziehung  ge- 
setzten Variabelu  die  übrigen  Bestimmuugsstücke,  namentlich  aber 
/,  g,  h finden  lassen.  Der  obigen  Regel  gemäss  muss  die  Frage  über 
die  Richtungsgrösseu  entschieden  sein,  ehe  die  gegebene  Relation  in 
Auwenduug  kommt.  Dazu  ist  die  zweite  Relation  allein  nur  aus- 
reichend, wenn  sic  keine  Lineargrössen  enthält. 

Unter  den  genannten  Richtungsgrössen,  nämlich  den  9 Richtungs- 
cosinus, r,  V und  deren  Differcntialquotieuten  gibt  cs  zahlreiche 
Comhinationen,  welche  der  Bedingung  entsprechen.  Wir  könneu  daher 
noch  weitere  Zwecke  mit  der  Auswahl  verbinden.  Zunächst  ist  es 
gewiss  wünschenswert  den  Uebelstand  zu  vermeiden,  welchen  die 
Gl.  (5)  zeigt,  dass  sie  nämlich  auf  beiden  Seiten  allgemeine  Functio- 
nen enthält,  sich  daher  nach  keiner  Seite  aufiösen  lässt,  so  dass  die 
Resultate  nicht  cxplicit  aufgestellt  werden  können.  Dies  geschieht 
offenbar,  indem  wir  ff  zur  einen,  und  zwar  unabhängigen  Variabein 
nehmen.  Die  zweite  Variable  kann  dann  ein  Richtungscosinns  der 
Hauptnormale  oder  Binormalc  sein,  während  der  der  Tangente  (desgl. 
die  Grö3sc  t)  uulösbare  Differentialgleichungen  herbeiführen  würde. 
Die  Rechnung  mit  der  Binormale  ist  die  einfachere;  sei  daher  l will- 
kürliche Function  von  &.  Dann  hat  man: 


ff=COs^|/z*T(J|y ; Ä ■=■  sin  ij  ]/j»  (12) 

X —f  fs'S r;  y = y gs'S T\  Z =/  Ils'St  (13) 

Setzt  mau  nun  l = cp  (9)  und  zur  Vereinfachung 
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sin  x 


wo  also  x gegebene  Function  von  e ist,  so  wird 


und  man  braucht  nur  erst  in  den  Gleichungen  (9)  (10)  (11)  (12)  die 
letzt  genannten  4 Werte  (14),  überdies  in  (12)  den  Wert  (11)  von  rj 
und  in  (13)  die  Werte  (9)  (12)  von  f,  g,  h und  den  Wert  (10)  von  3r 
einzusetzen,  um  x,  y,  z explicit  in  «'  ausgedruckt  zu  finden.  Gleich- 
zeitig ergibt  sich  der  Bogen: 

* =■  f t'dt 

In  Betreff  der  geometrischen  Bedeutung  der  vorkommenden 
Grössen  mag  erwähnt  werden,  dass  der  Mittelpunkt  der  osculircuden 
Kugel  der  Coincidenzpunkt  der  Krümmuugsaxo  ist.  Demnach  wird 
n durch  die  Verbindungsgerade  der  entsprechenden  Punkto  der  Ur- 
curve  und  der  Einhüllenden  ihrer  Krümmungsaxe  dargestellt.  In 
dieser  Lage  ist  n die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  Katheten  in  der  Hauptnormalc  uud  Krümmungsaxe  liegen , so 
dass  der  Krümmungsmittelpunkt  den  Scheitel  des  rechten  Winkels 
bildet,  und  x den  Winkel  zwischen  der  Verhinduugsgeraden  und  der 
Krümmungsaxe  bezeichnet 
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xm. 

Bewegung  eines  senkrecht  empor  geworfenen 
Körpers. 

Von 

R.  Hoppe. 


Zu  den  Versuchen,  welche  die  Axcndrebung  der  Erde  beweisen 
können,  gehört  offenbar  auch  der  folgende.  Ein  senkrecht  empor 
geworfener  Körper  muss  (wenn  keine  zufälligen  Störungen  vorhan- 
den sind)  relativ  zur  Erde  hinter  deren  Rotation  Zurückbleiben,  also 
weiter  westlich,  und  weiter  nach  dem  Aequator  zu  den  Erdboden 
wiedererreichen.  Es  wird  erzählt,  dass  vor  längerer  Zeit  einmal  zur 
Beobachtung  dieses  Erfolges  eine  Kauone  in  verticalcr  Richtung  ab- 
geschlossen worden  sei,  dass  man  aber  das  Geschoss  nicht  wieder- 
gesehen  habe.  Eino  Berechnung  des  theoretischen  Ergebnisses  scheint 
nicht  stattgefunden  zu  haben,  obwol  daraus  erst  zu  ersehen  gewesen 
wäre,  welche  (weit  geringere)  Schussgeschindigkeit  für  den  Zweck 
am  förderlichsten  sein  würde. 

Im  folgenden  will  ich  die  Berechnung  unter  den  vereinfachenden 
Annahmen  ausführen,  dass  die  Erde  eine  homogene  Kugel  sei,  und 
kein  Luftwiderstand  stattfindc.  Auf  diesen  einfachen  Fall  sind  wir 
nämlich  beschränkt,  wenn  wir  in  geschlossenen  Ausdrücken  rechnen 
wollen,  und  können  von  diesen  Ausdrücken  als  Hauptwerten  aus- 
gehen, um  daun  die  Abplattung  der  Erde  und  den  Luftwiderstand  als 
Correction  zu  berücksichtigen. 

Dsr  Mittelpunkt  der  Erde,  einer  Kugel  vom  Radius  e,  sei  An- 
fang der  im  Raume  festen  xyz,  die  Rotationsaxe  Axe  der  x,  in  der 
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xy  Ebene  liege  der  Ausgangspunkt  P des  Wurfes  in  der  Breite  ß;  die  z 
seien  positiv  nach  Osten.  Ferner  sei  g die  Anziehung  der  Erde  auf 
die  Masseneinheit  in  ihrer  Oberfläche  und  r der  Radiusvector  des 
geworfenen  Körpers,  a die  Rotationsgeschwiudigkeit.  Dann  ist  dessen 
Bewegung  bestimmt  durch  drei  beliebige  der  4 ßloichungen: 


8x2  + dy 2 -f-  02®  2 c2g 

(1) 

0t®  " r “* 

ydz — zdy  , ^ 

dt  ^ ( 

(2) 

zdx  — xBz  1 

0t  ' 

xdy  — ydx  „ 

dt  ~ ° 

(3) 

und  durch  die  Anfangswerte,  welche  durch  den  Index  0 ausgedrückt 
seien. 

Im  Anfang  ist 


r0  “ c\  x0  — c sin (3 ; y0  = ccosß-,  Zg  = 0 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  setzt  sich  zusammen  aus  der  verticaien 
Wurfgeschwindigkeitp  und  der  Geschwindigkeit  von  P in  der  s Rich- 
tung. Ihre  Componenten  sind  also 


(!)o  = psin0;  (|)o=pcos^  (g)o 
Demnach  wird  Gl.  (3): 


woraus : 


Hiermit  werden  die  Gl. 


xd  y — ycx  = 0 


(2)  identisch  und  geben: 

= «C!C0S*/3 


ac  COS  ß 


(4) 

(5) 


Ist  » ein  Bogen  der  Bahn,  so  gibt  Gl.  (1): 

ÜLS  _ . 

0t*  r * 

das  ist  im  Anfang: 


(6) 


p®-|-i»®c®C08*  ß =*  2 cg — ** 


18* 


(7) 
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ferner  die  Quadratsnmme  der  Gl.  (2)  (3): 
sä2  _ a s 

r2  — — = n*e4C0S2(S  (8) 

und  nacli  Elimination  von  8*2  durch  Gl.  (6): 

-jp-  — — x!r2-(-2e2jr  - <*2c4  cos2(3  (9) 

Sei  nun 


“*  , 
sin  y = — cos  ß 


r = CJ  (1-f  cosycostp) 


dann  werden  die  Gl.  (9)  (5); 


(r  ( c^g cos y sin  i//\2 

-dt)  Ä V x ) 

ydz — zdy  c2<jrsin  y cos  0 

dt  x 


(10) 

di) 

(12) 

(13) 


Nehmen  wir  im  Anfang,  wo  r mit  t wächst,  sin rp  positiv,  so  wird 
nach  Gl.  (12)  (11): 


* rdik  c*q 

8t  = — = — ^(l  + cosycosv<)0^  (14) 

integrirt : 

4 = l^o  — t('  + cosy(sinig0  — sin  ip)|  (15) 

und  zwar  ist  nach  Gl.  (11) 

x2 

cos  y cos  if>4  = — — 1 (16) 

Jetzt  wird  nacli  Gl.  (7) 

P*  ” “ *2+2 cg—  -J-  sin2y  = cosy)  — (x  — 

— cosysinig0)2 
daher 

cos  y sin  (17) 

woraus  sich  der  kleine  Winkel  besser  bestimmt  als  aus  Gl.  (16). 
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Ferner  ist  mit  Zuziehung  von  Gl.  (4) 

(-SLsY+**  = r* 

\cos  ßj  ' 

Hiermit  Gl.  (13)  dividirt  und  mit  Gl.  (14)  multiplicirt  gibt: 

„ z cos ß cs«siny  0tn 

0 arc  tg 2—  — 

B y r 

Setzt  man 


tg?  = tg^tg  g 


so  erhält  man  nach  Gl.  (11): 
dtp  *! 


dtp 


2x3dtp 


r c*g  1 -(-  COS  y COS  tp  c*g  sin  y 
und  die  Integration  von  Gl.  (19)  gibt: 

scos  ß 


arctg 


2(<p0  — v) 


(18) 

(19) 

(20) 


(21) 


Verbindet  man  hiermit  die  Gl.  (18)  (4),  so  findet  mau  leicht: 


x =rsinjScos2(ip0  — <p)  \ 

y •=  rcosß  cos  2 (ip0  — <r)  > (22) 

a = r sin  2(v>u  — <p)  ’ 

Sobald  nun  der  geworfene  Körper  die  Erdoberfläche  wieder  er- 
reicht, wird  r = c,  daher  nach  Gl.  (16),  indem  beständig  ab- 


nimmt,  tp  =•  — tp0,  und  nach  Gl.  (20) 

- 9>0,  folglich 

x = c sin  ß cos  4 <p0  ■. 
y = c cos  ß cos  4<po  ( 
2 — = csin4?>0 

(23) 

Geht  alsdann  die  Breite  ß über  in  ß — ß', 
westliche  Längo  1,  so  ist  gleichzeitig 

die  Länge  null  in  die 

x = csin  ( ß — ß') 
y — ccos(|3—  ß')cos(ae  — 1) 
2 = c cos  (ß  — ß')  sin  (ot  — 1) 

J (24) 

also 

tg  (ut  — A)  — 

^ v ' COS  ß 

(25) 

sin  ( ß — ß')  = sin  ß cos  4 ?0 

(26) 
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Nimmt  man  besonders  grosse  Werte,  nämlich  für  p die  von  einer 
Kanone  erzeugte  Geschwindigkeit  500  Meter,  und  den  Ausgangspunkt 
im  Aequator,  so  werden  die  Grössen 


«sccos2fl 

f*  = — -----  = 0,0032283 

n* 

V — — — 0,0039988 

gc 


(27) 


in  denen  sich  alle  Grössen  darstellen,  noch  immer  klein  genug  zur 
schnellen  Aunähernng,  wenn  wir  Reihen  nach  Potenzen  derselben 
entwickeln. 


Unmittelbar  gibt  Gl.  (7): 

*s  = 2eff(l-<‘-0  (28) 

woraus  nach  Gl.  (10) : 

'4  - (>+'?+  »■-»---+ .. ) 

nach  Gl.  (17) 

cos  ysin  % = V2v  jl  — -+-  — —+V^  — ...  j 

sin  % = y»  (i+^-f  + ... ) 

A _V2i/l-4-3f*-L.  — f*v_L  3v*  i \ 

*•  ” T "V  V + 4 + 12+  “32'  ”16  + 160  + - ) 

“f-  Vi  (■ + ^ + ~ y + 3,1  + . ) 

- w*(i+j-ä+  tS-'-  5-  jb-  - ) 


dann  nach  Gl.  (15),  wo  tp  = — i />„  zu  setzen,  mit  Berücksichtigung, 
dass 

*-■ = (V)-i  { i + s + - } 

ist: 
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ä'(i+'+?+',+'-+¥+-) 


cos/3 

und  nach  Gl.  (20): 

tg9’0=iVf*»'  + X ■*■•") 

tg4?0  = a>Vv(l  + f*H-ft!+  (*v  + ...) 
woraus  nach  Gl.  (25): 

0{_i  = 2VS(l  + ,.+  f+t 

cosß  \ 

Dies  subtrahirt  von  (29)  gibt: 

i = 3S(1  + Ä+  5V  + -) 

Aus  Gl.  (24)  findet  man: 

ß'  — 2ftv^l  + 2fi  + 3fil  — — Xfß  + ...  ^ tg/3 
das  ist  nach  Substitution  der  Werto  (27): 
k 


+ ..) 


VVi  1 2o»c  3jj*  \ 

3 g*c  \ ' g igc  "**  / 

^1  2a3ccosl|3  _|_  \ 


p,  = p2assin2/3  ^ ! 2a3ecos!/3 


(29) 


Der  Hauptwert  von  ßr  ist  in  der  Breite  45°  am  grössten.  Nehmen 
wir  diese  durchgängig  an,  so  dass 

log  c = 6,80392 ; log?  = 0,99149 ; log  o = 5,86285  — 10 

und  reduciren  k und  ß'  durch  Multiplication  mit 

10000  000 
R 

auf  Meter,  so  kommt: 


1 = 0,000  001  0180ps(l  -f-0,000  000  011  931p2) 
ß’=  0,000  353  27  p* 
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das  ist  im  obigen  Beispiel  p = 500: 

A -=  127,63;  j3'=  88,32;  vT^-ffF3  - 155,44 
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In  dieser  Entfernung  — 155  Meter  hätte  das  Geschoss  noch  gesehen 
werden  können,  doch  konnte  es  anch  leicht  der  Beachtung  entgehen, 
wenn  die  Bichtu  ng  nicht  vorher  berechnet  war.  Aus  k und  ß'  ergibt 
sich  eine  Richtung  fast  35°  von  West  nach  Süd. 

Die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  Entfernung 

d = Vl2+ ß't 

die  Anfangsgeschwindigkeit  zu  berechnen,  lässt  sich  nicht'  direct  durch 
Rcihcncntwickclung  lösen;  doch  kann  man,  da  p Function  von  8 ist, 

ß' 

eine  Tafel  darüber  aufstellen.  Man  findet,  wenn  j — tgf: 


8 

V 

t 

0,001 

1,686 

90 0 

0,01 

5,320 

89°, 12 

0,1 

16,815 

87°, 23 

1 

52,90 

81°,  33 

10 

160,30 

65°, 21 

100 

423,36 

39°, 29 

1000 

971,17 

190',63 

Es  liegt  nahe,  auch  für  beliebige  Elevation  die  Abweichung  der 
Geschosse  vom  Zielpunkte  infolge  der  Erdrotation  zu  berechnen. 
Unter  diesem  Gesichtspunkt  hat  Biehringer  in  Schlömilch’s  Zeitschrift 
Bd.  XXVIII.  S.  157.  die  Frage  behandelt.  In  beiden  Fällen  ist  die 
absolute  Bewegung  geometrisch  bekannt  als  Ellipse,  um  den  Erdmittel- 
punkt als  Brennpunkt  beschrieben,  also  kein  Problem  zu  lösen. 
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XIV. 

Die  Cono-Cunei. 

Ein  Beitrag  zur  Lehre  von  den  geradlinigen  Flächen. 
Von 

Dr.  Carl  Pabst. 


I.  Abschnitt. 

Einleitung. 

§ 1. 

In  den  „Opera  mathcmatica“  von  Joh.  Wallis  findet  sich  eine 
Abhandlung  über  einen  Körper,  welchen  der  Verfasser  Cono-Cuneus 
nennt  nud  den  er,  wie  folgt,  definirt:  Super  plana  Basi,  quae  Circuli 
Quadraus  erat  (ut  in  Quadrantali  Cono,  vol  Cylindro)  erectom  in- 
sistebat  Solidum;  cujus  Altitudo  (pro  arbitrio  sumenda)  erat  dupla 
Radii  Quadrantis  istius  Circularis:  Et  a singulis  Peripheriae  Qua- 
drantalis  punctis,  ductae  ad  verticem  rectae,  coibant,  non  in  Puncto 
(ut  in  Apice  Coni,)  nec  in  Quadrante  parallelo  (ut  in  Quadrantali 
Cylindro,)  sed  in  Linea  recta,  ut  in  acio  Cunoi.  Quamobrem  ei  nomon 
feci  Cono-Cunei;  ut  qui  in  Base  Conum  repraesentet ; in  Vertico, 
Cuneura1).  Man  kann  diesen  Körper  gleichsam  als  eino  Verallge- 
meinerung des  Kegels  ansehen,  und  sich  denselben  so  aus  diesem 
hervorgeheu  denken,  dass  die  Spitze  des  Kegels  in  eine  Gerade  aus- 
gezogen wird,  bis  alle  erzeugenden  Geraden  einer  gegebenen  Ebene 
parallel  sind. 

Dieser  Körper  hat  später  die  Veranlassung  zu  einer  Gruppe  von 
geradlinigen  Flächen  gegeben,  welche  die  Einen  Kcilfläehen,  die 


1)  cf.  J.  Wallis:  Opera  matliematica.  vol.  II.  pag.  6S1, 
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Anderen  Conoidflüchen  nennen,  und  deren  Entstehungsweise  folgende 
ist:  Gegeben  ist  eine  Ebene,  die  Director-Ebeuo,  eine  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  stehende  Gcrado  und  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene 
auf  der  Directorebene  senkrecht  steht.  Eine  gerade  Linie  bewegt 
sich  längs  dieser  Curve  so  hin,  dass  sie  stets  der  Directorebene  pa- 
rallel bleibt  und  durch  die  gegebene  feste  Gerade  geht. 

Unsero  Aufgabe  ist  es,  aus  dieser  Gruppe  diejenigen  Flächen  zu 
untersuchen,  deren  Leitlinie  ein  Kegelschnitt  ist,  unter  der  näheren 
Voraussetzung,  dass  die  siuguläre  Kante,  durch  welche  alle  erzeugen- 
den Geraden  gehen,  einer  Axc  des  Leitkegelschnitts  parallel  ist.  Wir 
wollen  die  Flächen  in  Folgendem  als  Cono-Cunei  bezeichnen,  und 
zwar  je  nachdem  der  Lcitkegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel ist,  als  elliptischen,  parabolischen  und  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus. 

Wie  man  nun  gerade  und  schiefe  Kegel  unterscheidet,  so  köunon 
wir  auch  einen  Unterschied  zwischon  geraden  und  schiefen  Cono- 
Cuneis  machen.  Unter  den  geraden  Cono-Cuneis  verstehen  wir 
dabei  diejenigen,  bei  denen  die  Ebene,  welche  durch  die  singuläre 
Kante  und  durch  die  entsprechende  Axe  des  Leitkegelschnittes  geht, 
auf  der  Ebene  des  Leitkegelschnitts  sonkrecht  steht  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  sondern  bilden  diese  beiden  Ebenen  einen  schiefen  Winkel 
mit  einander,  so  nonnen  wir  diese  Flächen  schiefe  Cono-Cunei. 
Von  den  letzteren  wollen  wir  diejenigen  etwas  näher  untersuchen, 
bei  denen  die  Projcction  der  singulären  Kante  auf  die  Leitkegel- 
schnittebene mit  einer  Scheiteltangente  des  Leitkegelschnitts  zusammen- 
fällt und  diese  Flächen  wollen  wir  als  Scheitol-Cono-Cunei 
bezeichnen. 


§ 2. 

Jeder  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Axen.  Es  würden  sich  demnach  6 verschiedene  gerade 
Cono-Cunei  ergeben.  Von  diesen  sind  indessen,  wie  sich  später 
zeigen  wird,  zunächst  die  beiden  elliptischen  identisch.  Anders  ver- 
hält cs  sich,  wenn  der  Leitkcgclschuitt  eine  Hyperbel  ist  Wir 
wollen  hierbei  diejenige  Fläche,  welche  entsteht,  wenn  die  Projection 
der  singulären  Kante  auf  die  Leithyperbelebene  mit  der  reellon  Axe 
der  Leithyperbel  zusammenfällt,  den  geteilten,  und  diejenige,  bei 
welcher  die  Projection  der  singnläron  Kante  in  die  imaginäre  Axe 
der  Leithyperbel  fällt,  den  einfachen  hyperbolischen  Cono- 
Cuncus  nennen. 

Was  schliesslich  die  Parabel  betrifft,  so  hat  diese  nur  eine  im 
Endlichen  liegende  Axe;  die  audero  ist  ins  Unendliche  gerückt.  Be- 
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achten  wir  zunächst,  wie  sich  die  Sache  im  letzteren  Falle  gestaltet^ 
so  folgt  aus  der  Definition  der  geraden  Cono-Cunei,  dass  die  singu- 
läre Kante  der  betreffenden  Fläche  ebenfalls  im  Unendlichen  liegen 
muss.  Um  diesen  Fall  näher  zu  untersuchen,  denken  wir  uns  eine 
im  Endlichen  liegende,  der  Loitparabelebene  parallele  Gerade,  deren 
Projection  auf  die  Leitparabelebene  auf  der  im  Endlichen  liegenden 
Axe  der  Parabel  senkrecht  steht,  als  singuläre  Kante.  Entfernt  sich 
diese  Gerado  vom  Scheitel  der  Parabel  parallel  der  Parabelebene, 
so  wird  der  Unterschied  der  Winkel,  welche  die  einzelnen  Erzeugen- 
den mit  der  Parabelebene  bilden,  allmählich  kleiner.  Bei  unendlicher 
Entfernung  der  singulären  Kaute  von  dem  Parabelscheitel  sind  dem- 
nach die  Erzeugenden  einander  parallel.  Da  nun  das  Yerhältniss 
des  Abstaudes  der  singulären  Kante  von  der  Leitparabelobene  zur 
Entfernung  der  zweiten  Axe  der  Parabel  von  ihrem  Scheitel  gleich 
der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  ist,  welchen  die  Er- 
zeugenden mit  der  Leitparabelobene  bilden,  so  fallen  die  Erzeugenden 
in  die  Parabelebene,  wenn  der  Abstand  der  singulären  Kante  von 
dieser  Ebene  eine  endliche  Grösso  ist;  denn  alsdann  ist  das  betrach- 
tete Verhältniss  unendlich  klein.  In  den  anderen  Fällen  erhält  man 
einen  parabolischen  Cyliuder,  und  zwar  einen  geraden  oder  einen 
schiefen,  je  nachdem  das  in  Rede  stehende  Yerhältniss  unendlich 
gross  oder  eine  endliche  Grösse  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  koino  neue  Fläche  ergiebt,  wenn  die 
singuläre  Kante  senkrecht  über  der  im  Unendlichen  liegenden  Axo 
der  Leitparabel  liegt.  Einen  wirklichen  parabolischen  Cono-Cuneus 
erhalten  wir  nur,  wenn  die  Projection  der  singulären  Kante  auf  die 
Leitparabelebene  mit  der  im  Endlichen  liegenden  Axe  der  Parabel 
zusammenfallt.  Wir  können  diese  Flächo  daher  kurz  als  den  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cuneus  bezeichnen. 

§ 3. 

Analoge  Betrachtungen  wie  dio  obigou  lassen  sich  Uber  die 
Scheitel-Cono-Cunei  anstellen.  Wir  haben  auch  hierbei  im  Allgemei- 
nen 6 Flächen,  deren  Zahl  sich  aber  ebenso  wie  bei  den  geraden 
Cono-Cuneis  auf  4 reducirt.  Denn  erstlich  giebt  es  nur  einen  ellip- 
tischen Scheitel-Cono-Cuneus.  Was  dann  die  hyperbolischen 
betrifft,  so  wollen  wir  denjenigen,  dessen  singuläre  Kante  der  imagi- 
nären Axe  der  Leithyperbel  parallel  ist,  wobei  also  dio  Projection 
der  singulären  Kante  auf  die  Leithyperbolebeno  mit  der  Tangente  in 
einem  reellen  Scheitel  der  Hyperbel  zusammenfällt,  als  den  einfachen 
hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  bezeichnen.  Die 
beiden  anderen  Scheitel  der  Hyperbel  sind  imaginär.  Wir  wollen 
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indessen  diejenige  Fläche,  bei  welcher  die  Projcction  der  singulären 
Kante  auf  die  Leithyperbelebene  in  einem  Endpunkte  der  imaginären 
Axe  auf  dieser  Axe  senkrecht  steht,  den  geteilten  hyperbolischen 
Scheitol-Cono-Cuneus  nennen. 

Für  die  parabolischen  Schcitel-Cono-Cunei  ergeben  sich  ähnliche 
Beziehungen  wie  für  die  geraden.  Man  erhält  hierbei  nur  einen 
eigentlichen  Cono-Cuneus,  da  es  nur  eine  im  Endlichen  liegende 
Scheiteltangente  der  Parabel  giebt.  Wir  können  diesen  mithin  kurz 
den  parabolischen  Scheitcl-Con  o-Cuneus  nennen.  Der 
andere  wird  ebenso  wie  der  betreffende  gerade  im  Allgemeinen  ein 
parabolischer  Cylinder,  mit  dom  einzigen  Unterschiede,  dass  hier  die 
Projectionen  der  Erzeugenden  auf  die  Loitparabelebene  auf  der  im 
Endlichen  liegenden  Axe  der  Parabel  senkrecht  stehen,  während  sie 
bei  den  anderen  dieser  Parabelaxe  parallel  waren. 

Bemerkt  sei  schliesslich  noch,  dass  die  Kegelschnitte  in  spccicllen 
Fällen  zu  geraden  Linien  degencrircn  können.  Alsdann  erhält  man 
im  Allgemeinen  die  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  hyper- 
bolischen Paraboloide. 

Wir  haben  domnach  folgende  8 Flächen  zu  betrachten: 

1)  den 

2)  den 

3)  den 

4)  den 

5)  den 

6)  den 

7)  den 

8)  den 


geraden  elliptischen  Cono-Cuneus 
geteilten  i 

einfachen  j ßera<*en  hyperbolischen  Cono-Cuneus 

geraden  parabolischen  Cono-Cuneus 
elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus 
einfachen  i 

geteilten  j hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus 
parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus. 


§ 4. 


Bevor  wir  auf  die  Betrachtung  der  definirten  Cono-Cunei  ein- 
gchen,  wollen  wir  allgemein  die  Gleichung  der  Flächen  ableiten,  deren 
Leitlinie  durch  die  Gleichungen: 


(1) 


V “/«> 
£ - c 


dargestellt  wird.  Die  Erzeugenden  sollen  der  EZ-Ebene  parallel  sein 
und  durch  die  AT-Axe  gehen.  Dieselben  müssen  daher  den  Gleichun- 
gen genügen: 
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( X = V 

(2)  L=«.* 

hierbei  sind  u und  v beliebige  Grössen,  welche  nur  der  Bedingung 
unterworfen  sind,  dass  die  Erzeugenden  die  Leitlinie  (1)  schneiden, 
welche  Bedingung  darin  besteht,  dass  die  Coordinaten  x,  y,  z den 
Gleichungen  (1)  genügen.  Für  dieselbe  ergiebt  sich  demnach: 

(3)  c.  «=>/(») 

Elimiuirt  man  nun  u und  v aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  er- 
hält man  als  Gleichung  der  gesuchten  geradlinigen  Fläche: 

(4)  cy  = z.f  (x) 

Diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  für  den  Fall,  wo  die  Leitlinie 
der  Gleichung: 

(5)  yn  =f(x)  = A0xm-{- A,xm-1 A,„ 

genügt,  wobei  A0,  A^.-.Am  Constanto  bedeuten,  die  Fläche  vom 
(m_[_„)ten  Grade  ist.  Hat  die  Leitlinie  spcciell  die  Gleichung: 

(6)  y =/(*)  = A<)xm-\-A1xm-1-\-...-\-Am, 
so  ist  die  vorgelegte  Fläche  vom  (m-f-  l)teu  Grade. 

§ 5. 

Au  die  Gleichung  (4)  wollen  wir  einige  allgemeine  Bemerkungen 
knüpfen.  Schneiden  wir  zu  diesem  Zwecke  die  vorgelegte  Fläche  (4) 
durch  die  zur  A'Y-Ebene  parallele  Ebene: 

Z = Ä, 

so  ergiebt  sieb  für  die  Projection  der  Durchschnittscurve  dieser  Ebene 
mit  der  Fläche  (4)  auf  die  Jfl-Ebonc: 

(7)  y - */(*) 

Aus  der  Vergleichung  von  (1)  und  (7)  resultirt: 

Die  zur  AT-Ebene  parallelen  Ebenen  schneiden  aus  der  vor- 
gelegtcu  Fläche  (4)  Curven,  deren  Ordinaten  für  dasselbo  * propor- 
tional dem  Abstaude  der  schneidenden  Ebene  von  der  Al -Ebene 
wachsen.  Für  2 = h = 0 degeuerirt  die  ausgeschnittene  Curve  zur 
A-Achse,  für  z — h = 00  besteht  dieselbe  aus  so  vielen  zur  Y-Achse 
parallelen  Geraden,  in  wie  viel  Punkten  die  Leitlinie  der  Fläche  (4) 
die  AA-Ebene  schneidet. 
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Ferner  erhält  man  für  die  Projoction  der  Durchschnittscurve  der 
Ebene 

y = k 

mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  XZ-Ebene: 

(8)  ck  = *./(*) 

Daraus  geht  hervor,  dass  jede  zur  XZ-Ebene  parallele  Ebene  die 
vorgelegto  Fläche  (4)  im  Allgemeinen  in  einer  Curve  schneidet,  deren 
Grad  gleich  dom  Grade  der  Fläche  ist. 

Um  diese  Curve  genauer  zu  untersuchen,  bilden  wir: 

dz  ckf'(x) 

iix  ~~  [f  (*)]* 

Ä ck\f(x).f"(x)-[f'(xW  1 

dx*  = [/■(*)]“ 

Hieraus  ergeben  sich  die  Relationen: 

Die  Tangenten  in  denjenigen  Punkten  der  Durchschnittscurve  (8), 
welche  Punkten  der  Leitlinie  der  betreffenden  Fläche  entsprechen, 
in  denen  die  Tangenten  an  die  Leitlinio  der  XZ-Ebene  parallel  ist, 
sind  der  X-Axe  parallel. 

Die  Durchschnittscurve  (8)  nähert  sich  asymptotisch  den  auf  der 
X-Axo  senkrecht  stehenden  Ebenen,  welche  durch  die  Durchschnitts- 
puukte  der  Leitlinie  mit  der  XZ-Ebenc  gehen. 

Ist  k > 0,  so  ist  die  Durchschnittscurve  convex  oder  coucav  nach 
der  X-Axe  hin,  jo  nachdem: 

/(.)./» -Cr'«]*  0o 

ist.  Wendepunkte  kann  diese  Curve  nur  besitzen,  wenn  die  Gleichung: 
/(*)  •/"(*)  — [/'(*)]’  = 0 
reollo  Werte  für  x liefert 


Schliesslich  folgt  für  die  Projoction  der  Durchschnittscurve  der 
Ebene 


* ■=  l 


mit  der  Fläche  (4)  auf  die  EZ-Ebcno: 

(9)  ey  = z.f(l) 

d.  h.  die  zur  Directorebene  parallelen  Ebenen  schneiden  aus  der  vor- 
gelegten  Fläche  die  Erzeugenden  derselben  aus. 
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§ 6. 

Gehen  wir  nun  zur  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  der 
Fläche  (4)  über,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  derselben,  wenn  *,  ij,  £ 
die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

*/'(*)(!  — — — y) +/(*)(£— *)  = 0 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (4): 

(10)  */'(*) . I — ci\  +/(*)  • £ — xzf\x)  = 0 

Für  2 = 0 geht  dieselbe  über  in: 

cy—f  (*)■£  — o 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  f'(x)  = 0.  Daraus  fliesst  der  Satz: 
Die  Tangentialebenen  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welcho 
auf  der  singulären  Kante  liegen,  und  in  denjenigen,  welche  Punkten 
der  Leitliuie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die  Leitlinie  der 
AZ- Ebene  parallel  ist,  gehen  durch  die  singuläre  Kante. 

Ausserdem  resultirt  hieraus,  dass  jede  durch  die  singuläre  Kante 
gohendc  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  der  vorgclegten 
Fläche  ist. 

Setzt  man  f(x)  — 0,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (10): 
zf'(x) . £ — erj  — xzf'(x)  — 0 

Die  Tangentialebenen  in  den  Durchschnittspunkten  der  Fläche  (4) 
mit  der  XZ- Ebene  stehen  demuach  auf  der  Al -Ebene  senkrecht.  Ist 
zugleich  f’{x)  — 0,  so  resultirt:  i\  = 0.  D.  h.  die  AZ-Ebene  berührt 
die  vorgclegte  geradlinige  Fläche  (4)  in  allen  Punkten  derjenigen 
Erzeugenden,  welche  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Leitlinie  mit 
der  AZ-Ebeno  gehen,  in  denen  die  Leitlinie  die  AZ-Ebene  berührt. 

Ist  dagegen  zugleich  f(x)  — 0 und  /'(*)  =»  oo,  so  geht  die 
Gleichung  der  Tangentialobono  über  in: 

S — <r  = 0 

Dasselbe  Resultat  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (10)  für  f'(x)  =>  oo, 
gleichgültig  welchen  Wert  f(x)  annimmt,  vorausgesetzt  dass  es  nicht 
selbst  unendlich  gross  wird.  Daraus  fliesst  der  Satz:  die  Tangential- 
ebenen in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche  Punkten  ihrer 
Leitliuie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  au  die  Leitlinie  auf  der 
AZ-Ebeno  senkrecht  steht,  sind  der  Directorebono  parallel. 

Betrachten  wir  noch  die  Durchschnittscurvc  der  Fläche  (4)  mit 
der  Tangentialebene  (10),  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  derselben 
auf  die  AZ-Ebene : 
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dl)  */'(*)(£-*)-[/({)-/(*)]£■=  o 


Angenommen,  f(x)  genüge  der  Gleichung  (6),  dann  ist  f{t) — f(x) 
durch  (;  — x)  ohne  Rest  teilbar.  Die  Gleichung  (11)  zerfällt  demnach 
in  die  beiden  Gloichuugen: 


(12) 


*/'(*) 


i-x  — o 

./«)-/(*)  e=0 

\ — x 


Daraus  folgt,  dass  die  Tangentialebene  aus  der  Fläche  (4)  (m-j-l)ten 
Grades  im  Allgemeinen  die  durch  ihren  Berührungspunkt  gebende 
Erzeugende  der  Fläch?  und  eine  Curve  »iten  Grades  ausschneidet. 
Aendert  sich  z,  während  x constant  bleibt,  so  ändert  sich  damit  die 
Curve  mten  Grades;  d.  h.  gleitet  der  Berührungspunkt  der  Tangential- 
ebene auf  der  durch  ihn  gehenden  erzeugenden  Geraden  der  Fläche 
fort,  so  ändert  sich  die  Tangentialebene.  Daraus  rcsultirt,  dass  die 
Tangentialebene  die  vorgelegto  geradlinige  Fläche  im  Allgemeinen  nicht 
längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden  Erzeugenden 
derselben  berührt. 

Ausnahmen  von  diesem  Satze  linden  für  f'(x)  = 0 und  für 
f’(x)  = oo  statt;  d.  h.  die  Tangentialebene  iu  denjenigen  Punkten 
der  Flüche  (4),  welche  Punkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  iu  denen 
die  Tangente  an  die  Leitlinie  der  AA-Ebene  parallel  ist  oder  auf  ihr 
scnkrocht  steht,  berührt  die  Fläche  längs  der  ganzen  durch  ibreu 
Berührungspunkt  gehenden  Erzeugenden  derselben. 

Ist  f\x)  =•  0,  so  schneidet  die  Tangentialebene  aus  der  Fläche  (4) 
ausser  dor  erzeugenden  Geraden  noch  die  A-Axe  aus. 


Hat  die  Leitlinio  der  vorgelegten  Fläche  die  Gleichung  (5),  so 
ergiebt  sich  für  die  Projection  der  Durchschnittscurvo  der  Tangential- 
ebene mit  der  Fläche  auf  die  AA-Ebone: 

(13) 

£ — x = 0 

»"  [/(z)]"-1^^  — i"  — ~‘  [/'W]"  (|  — äü)’*-1 

— 7iz"-> /(z)  (/'(a-)]"-1  (|  — *)"-2 . £— ... 

...  — nn-1zf'(x ) [/(*)3*-1 f"_1  — 0 

Auch  für  diesen  Fall  gelten  mithin  die  eben  abgeleiteten  Sätze. 
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§ 7. 

Analoge  Erwägungen  wie  im  vorigen  § lassen  sich  für  die  Nor- 
male im  Punkte  xyz  der  vorgelcgten  geradlinigen  Fläche  (4)  durch- 
führen. Die  Gleichungen  derselben  sind,  wenn  xu  y„  die  laufenden 
Coordinaten  bedeuten: 


(14) 


x,  — x = y,  — y ^ « 

— zf'(x)  c —/■(*) 


Elimiuireu  wir  und  z,  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Glei- 
chung: cyi  = z,f(xt),  so  erhalten  wir  für  die  Durchschnittspunkte 
der  Normalen  mit  der  Fläche  (4): 


(/(*)  ■/(‘ri)  + c8]  (*i  — *)  -f  **/'(*)  [/  (*i)  —/(*)]  = 0 

Daraus  folgt:  Wenn  f(x)  der  Gleichung  (6)  genügt,  so  durchsticht 
die  Normale  die  Fläche  (4)  (m-(-l)ten  Grades  im  Allgemeinen  in 
(m  + l)  Punkten. 


Nach  dem  analogen  Verfahren  wir  bei  der  Tangentialebene  er- 
geben sich  folgende  Sätze: 

1)  Die  Normale  in  den  Durchschnittspunkten  der  Fläche  (4)  mit 
der  XZ-Ebene  ist  der  XK-Ebcuo  parallel  und  durchsticht  die  Fläche 
im  Allgemeinen  in  m Punkten.  Ist  die  Tangentialebene  in  diesen 
Punkten  der  Directorebeue  parallel,  so  giebt  es  m Durchschnitts- 
punkte der  Normale  mit  der  Fläche,  welche  den  t»  Durchschuitts- 
puukten  der  Leitlinie  mit  der  XX-Ebcue  entsprechen. 

2)  Die  Normale  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche 
Punkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die 
Leitlinie  der  XX-Ebcnc  parallel  ist,  ist  der  Directorebene  parallel. 

3)  Die  Normale  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche 
Punkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die 
Leitlinie  auf  der  XZ-Ebcne  senkrecht  steht,  ist  der  singulären  Kante 
parallel  and  trifft  die  Flächo  im  Allgemeinen  in  m Punkten. 

Die  analogen  Resultate  ergeben  sich,  wenn  die  Leitlinie  der 
vorgelegten  geradlinigen  Fläche  (4)  der  Gleichung  (5)  genügt. 


§ 8. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  vorgelcgten  Fläche  (4)  ergiebt  sich, 
wie  folgt.  Schneiden  wir  diese  Fläche  durch  die  zur  Directorebene 
parallelen  Ebenen  x ■=*,,*■=  x3  und  durch  die  zur  XF-Ebene  pa- 
rallele Ebene  z = z0,  so  erhalten  wir  für  das  Volumen  V,  welches 
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yon  diesen  Ebenen,  der  XZ- Ebeno  und  dem  zugehörigen  Teil  der 
Fläche  begrenzt  wird: 


X — X%  1 = g, 

V 

x = Zi  1 = 0 


Z = Xt  Z = Mo  X — Xi  B = Bn 

/ / y dx  dz  «=  f(x).<lx  zdx 


■=if 


*=*, 

X ~ 7t 


f(x) . tlx 


Wir  wissen  aber,  dass  die  zur  XF-Ebene  parallele  Ebene  x =■  s0 
die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  in  der  Curve:  ey  = *0  f(x)  schneidet. 
Projiciren  wir  diese  Cnrvo  auf  die  XF-Ebcne,  so  rosultirt  für  das 
Volumen  V'  zwischen  den  Ebenen  x •=  xt,  x = xa,  z •=  0,  z — z0 
der  XF-Ebene  und  dem  zugehörigen  Teil  der  Cylindcrfläche : 


x = *. 


Aus  den  beiden  erhaltenen  Resultaten  folgt: 
(15)  V:  V = 1 : 2 


Die  vorgelegte  Fläche  hat  demnach  die  Eigenschaft,  den  zugehörigen 
Cylinder  zu  halbiren. 

Bisher  haben  wir  eine  bestimmte  Flächo  angenommen.  Wir 
wollen  nun  die  Flächenschaar  in  Betracht  ziehen,  welche  durch  die 
Gleichung : 

F~cy  — z.<p(x,a)  — 0 


dargestollt  wird,  wenn  a ein  variabler  Parameter  ist.  Für  die  ein- 
hüllendc  Flächo  dieser  Flächenscbaar  ergebon  sich  die  Be- 
dingungsgleichungcn : 

F = 0 


8f 

da 


2?_0. 

da  ~ U’ 


dtp 

da 


— 0 


Daraus  geht  hervor,  dass  die  einhüllendo  Fläche  der  vorgelegten 
Flächenscbaar  eine  geradlinige  Fläche  derselben  Art  wie  die  Fläche  (4) 
ist;  dass  nur  dann  eine  wirkliche  einhüllendo  Fläche  dieser  Schaar 
existirt,  wenn  die  Leitlinien  der  einzelnen  Flächen  dieser  Schaar  eine 
Enveloppe  besitzen.  Diese  Enveloppe  ist  die  Leitlinie  der  cinbüllcn- 
den  Fläche  der  vorgelcgten  Flächenschaar. 
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II.  Abschnitt. 


Der  gerade  elliptische  Cono-Cuneus. 
§ 9- 


Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  gehen  wir  zu  unserer 
eigentlichen  Aufgabe  über,  indem  wir  zunächst  den  geraden  ellipti- 
schen Cono-Cuneus  in  Betracht  ziehen.  Hierbei  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  ZYZ-Coordinatensystem  an,  dessen  Af-Axe  die  singu- 
läre Kante  und  dessen  YZ-Ebene  die  Directorebenc  sein  mag.  Sind 
nun  die  Gleichungen  der  Leitellipse: 


(16) 


so  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus: 
cV  — ^s!(a*  — »*) 

9 9 

, a2r 

oder,  wenn  wir  e*  fiir-p-  setzen: 


(17) 


c*  y*  = **(aa  — x%) 


Aus  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  vorgelegte 
Fläche  vom  vierten  Grade  ist  Ferner  folgt  daraus,  dass  der  abso- 
lute Wert  von  x nicht  grösser  als  a sein  darf,  weil  sonst  y oder  z 
imaginär  wird.  Die  Fläche  (17)  erstreckt  sich  demnach  von  x = — a 
bis  * = -j-  a. 

Für  die  Projection  der  Durchschnittscurve  dieser  Fläche  mit  der 
Ebene  z *=  h auf  die  A’Y-Ebcne  ergiebt  sich : 


(18) 


X*  _L_ 

ö»  «» A8  = 


Diese  Durchschnittscurve  ist  daher  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  mit 
ah 

den  Halbaxeu  a und  — - . deren  Mittelpunkt  auf  der  Z-Axe  liegt,  und 

deren  Axen  bezüglich  in  die  Ebeneu  der  xz  und  der  yz  fallen.  Für 
h = 0 geht  die  ausgeschnittene  Ellipse  in  die  singuläre  Kante , für 
/i  = c in  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a über.  Die  Axon  in  der 
A'Z-Ebene  sind  für  alle  diese  ausgeschnittenen  Ellipsen  gleich  2a,  die 
Axen  in  der  YZ-Ebene  dagegen  wachsen  proportional  dom  Abstande 
der  schneidenden  Ebene  von  der  singulären  Kante. 


19* 
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Der  elliptische  Cono-Cuneus  kann  daher  auch  so  entstanden  ge- 
dacht werden,  dass  sich  eine  Ellipse,  deren  eine  Axe  constant,  deren 
andere  variabel  ist,  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  während  ihr 
Mittelpunkt  eine  Gerade  senkrecht  auf  der  Ellipseuebcne  beschreibt, 
und  die  variable  Axe  proportional  dem  Abstaude  der  Ellipseuebeuc 
von  einer  gegebenen  Ebeno  wächst. 

Zunächst  folgt  hieraus,  dass  der  Cono-Cuneus  von  Wallis  mit 
einem  Kreise  als  Leitlinie  identisch  mit  unserem  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  ist,  denn  auch  hierbei  wird  ein  Kreis  und  durch  eine 
dem  Kreise  parallele  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  ausgeschnit- 
ten. Ferner  ist  ersichtlich,  dass  cs  gleichgültig  ist,  welcher  von 
beiden  Axen  der  Leitcllipse  die  singuläre  Kaute  parallel  geht;  denn 

ist  a b,  so  ist  h ^ c>c,  wenn  h und  c die  Entfernungen  bezüglich 

des  Kreisschnittes  und  der  Leitellipse  von  der  singulären  Kante  be- 
zeichnen; d.  h.  ist  die  singuläre  Kante  der  grösseren  Axe  der  Leit- 
ollipse  parallel,  so  liegt  der  Kreis  ausserhalb  der  Leitcllipse  und  der 

a 

singulären  Kante.  Ist  dagegen  a <[  4,  so  ist  h = 7 c < c,  d h.  ist 

die  singuläre  Kante  der  kleineren  Axe  der  Leitellipse  parallel,  so  liegt 
der  Kreis  zwischen  dieser  Kante  und  der  Leitcllipse.  Im  Wesentlichen 
wird  dadurch  nichts  geändert,  womit  wir  die  Behauptung  in  der  Ein- 
leitung bewiesen  haben. 

Ferner  erhält  mau  für  die  Projectiou  der  Durchschuittscurve  der 
Ebene  y = k mit  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  auf  die 
XZ-Ebene: 

(19)  *»(a  *-*»)  — c*fc* 

d.  i.  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierten  Grades,  welche  die  Z-Axc 

ck 

in  den  Punkten  x =-  0,  s = H schneidet.  Sie  ist  in  allen  ihren 

Punkten  convex  nach  der  A’-Axe  hin  und  besteht  aus  zwei  ins  Un- 
endliche sich  erstreckenden  Geraden,  welche  symmetrisch  zu  den 
Axen  der  x und  der  z liegen  und  sich  asymptotisch  den  beiden  Ge- 
raden x = ± a nähern.  In  ihren  Durcbschnittspnnkten  mit  der 
Z- Axe  sind  die  Tangenten  an  dio  Curve  der  AT-Axc  parallel.  Für 
fc  — 0 geht  diese  Curve  über  in  die  X-Axo  von  — a bis  ~\~a  und  in 
die  beiden  Geraden  x = ± a. 

Schneiden  wir  schliesslich  die  vorgelegtc  geradlinige  Fläche  (17) 
durch  die  Ebene  x = Z,  so  ergiebt  sich  für  die  Projectiou  der  Durch- 
8chnittacurvo  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  auf  die  FZ-Ebenc: 
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(20) 


= + 


yA- 


Daraus  folgt,  dass  jode  zur  EZ-Ebcno  parallole  Ebene,  deren  Abstaud 
von  der  Directorebeno  absolute  kleiner  als  a ist,  den  elliptischen 
Couo-Cuneus  (17)  in  zwei  Geraden  schneidet,  welche  durch  die  X- 
Axe  gehen  und  mit  der  XZ-Ebenc  gleiche  Winkel  bilden.  Für 
l — a fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  zusammen, 
welche  in  der  XZ-Ebene  liegt  Alle  diese  ausgeschnittenen  Geraden 
sind  die  Erzeugenden  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus. 


§ 10. 


Verweilen  wir  noch  etwas  bei  den  im  vorigen  § erhaltenen  Re- 
sultaten. Ans  der  Gleichung  (18)  geht  hervor,  dass  durch  Ebenen 
parallel  der  XK-Ebeue  zwischen  h = — c und  •*  = -)-  c aus  dem 
geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  Ellipsen  ausgeschnitten  wer- 
den , deren  grosse  Axen  in  der  A'X-Ebeue,  deren  kleine  Axen  in  der 
EZ-Ebene  liegen.  Diejenigen  Ebenen  parallel  der  A'E-Ebeue  dagegen 
zwischen  h = — oo  bis  h = — c und  zwischen  h = c bis  h = -j-  oo, 
schneiden  aus  der  vorgelegten  Fläche  Ellipsen  aus , deren  grosso 
Axen  in  der  EZ-Ebene  und  deren  kleine  Axen  in  der  XZ-Ebene 
liegen. 


Beachten  wir  die  Brennpunkte  dieser  Ellipsen,  so  wissen  wir, 
dass  diejenigen  der  ersteren  in  der  A'Z-Ebene  liegen.  Für  den  Ab- 
stand eines  solchen  Brennpunktes  von  der  Z-Axe  ergiebt  sich : 

1 / 

y o2 j-.  Man  erhält  demnach  als  Gleichung  des  geometrischen 

Ortes  dieser  Brennpunkte: 

„2  ,ä 

(21)  oi  + o-2“1 


d.  h.  in  Worten:  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Ellipsen 
welche  durch  Ebenen  parallel  der  XE-Ebone  zwischen  * — — c und 
z =■  + c aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cunous  (17)  ausgeschnitten 
werden , ist  eine  Ellipse  in  der  XZ-Ebene  mit  den  Halbaxcn  a und 
c,  deren  Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang  ist,  und  deren  Axen  be- 
züglich in  die  Axen  der  x und  der  z fallen. 

Ist  e < a,  so  liegt  die  grosse  Axe  dieser  Ellipse  in  der  X-Axe, 
die  kleine  in  der  Z-Axe;  ist  c = a,  so  ist  der  geometrische  Ort  ein 
Kreis  mit  dem  Radius  a,  und  ist  e j>  a,  so  liegt  die  grosse  Axe  des 
geometrischen  Ortes  in  der  Z-Axo,  die  kleine  in  der  X-Axc. 
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Durch  Vergleichung  von  (18)  nnd  (21)  ergiebt  sich,  wenn  man 


ah 

c 


a 


Daraus  folgt:  Diejenige  zur  AK-Ebone  parallele  Ebene,  deren  Ab- 
stand von  der  singulären  Kante  die  vierte  Proportionale  zu  a und  c 
ist,  schneidet  aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  eine 
Ellipse  aus,  welche  gleich  dem  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte 
aller  Ellipsen  ist,  die  durch  Ebenen  parallel  der  AK- Ebene  ans  der 
vorgelegten  Fläche  ausgeschnitten  werden. 

Ferner  folgt  aus  dem  Obigen,  dass  die  Brennpunkte  derjenigen 
Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cunens  (17),  deren  Abstand 
von  der  singulären  Kante  absolute  grösser  als  c ist,  in  der  KZ- Ebene 
liegon.  Als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  dieser  Brennpunkte 
erhält  man: 


Mithin  resultirt  der  Satz:  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte 
derjenigen  Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cunens  (17),  deren 
Abstand  von  der  singulären  Kante  absolute  gleich  oder  grösser  als  c 
ist,  ist  eine  Hyperbel  in  der  KZ-Ebenc  mit  dem  Coordinatenanfang 
als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe  2c  in  der  Z-Axe,  und  deren  ima- 
ginäre Axe  2 a in  der  K-Axe  liegt.  Ist  c = a,  so  wird  dieser  geome- 
trische Ort  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Parameter  2a. 


Betrachtet  man  ferner  die  beiden  Ellipsen  des  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  (17)  in  den  Entfernungen  ht  und  A2  von  der  singulären 
Kante,  so  ergiebt  sich,  wenn  A,  < c ist,  für  das  Verhältniss  der 

Axen  der  zu  A,  zugehörigen  Ellipse:  -■  ; andererseits  erhält  man, 

"1 

wenn  As  > c ist,  als  Axcnverhältniss  der  zu  A,  zugehörigen  Ellipse 

ho 

— . Sollen  diese  beiden  Verhältnisse  einander  gleich  sein,  so  folgt: 


(23)  A, . As  = c*. 

Daraus  flicsst  der  Satz:  Das  Product  der  Entfernungen  der  bei- 
den Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  von  der  singulären 
Kante , welche  dasselbe  Axenverhältniss  haben  und  auf  derselben 
Seite  der  singulären  Kante  liegen,  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Ab- 
standes des  Kreises  dieses  Cono-Cuneus  von  seiner  singulären  Kante. 
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Oder  m.  a.  W.  Die  Entfernung  derjenigen  Ellipse  des  geraden 
elliptischen  Cono-Cuneus  von  der  singulären  Kante,  deren  Axen  in 
demselben  Vcrhältniss  zu  einander  stehen  wie  die  einer  gegebenen 
Ellipse,  und  welche  mit  der  gegebenen  auf  derselben  Seite  der  singu- 
lären Kante  liegt,  ist  dio  vierte  Proportionale  zu  dem  Abstande  der 
gegebenen  Ellipse  und  dem  Abstande  des  Kreises  des  geraden  ellipti- 
schen Cono-Cuneus  von  seiner  singulären  Kante. 

Bezeichnen  A'  und  h"  die  Abstände  der  zu  A,  uud  A,  zugehörigen 
Ellipsen  von  dem  Kreise  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17), 
d.  h.  ist 

Aj  = c — A'  und  ht  = e-j-A", 
so  ergiebt  sich  nach  der  Formel  (23): 

A'  ■=  — A"  und  A"  = — "77  A' 

c -j-  h c — n 

Demnach  kann  man  die  vorigo  Relation  auch  so  deuten:  Der 
Abstand  derjenigen  Ellipse  des  geraden  elliptischen  Cuno-Cuneus  von 
dem  Kreisschnitte  desselben,  welche  dasselbo  Axenverhältniss  hat  wie 
eine  gegebene  Ellipse  derselben  Fläche  und  mit  der  gegebenen  auf 
derselben  Seite  der  singulären  Kaute  liegt,  ist  gleich  der  vierten 
Proportionale  zum  Abstande  der  gegebenen  Ellipse,  dem  des  Kreises 
von  der  singulären  Kante  und  der  Entfernung  der  gegebenen  Ellipse 
vom  Kreise. 

Ferner  folgt  daraus:  A'<A",  d.  h.  in  Worten:  Liegt  die  ge- 
gebene Ellipse  zwischen  der  siugulärcn  Kante  und  dem  Kreise  des 
geraden  elliptischen  Cono-Cuneus,  so  ist  diejenige  Ellipse,  wolchc  mit 
ihr  dasselbe  Axenverhältniss  hat  und  auf  derselben  Seite  der  singu- 
lären Kante  liegt,  weiter  von  dem  Kreiso  des  Cono-Cuneus  entfernt 
als  die  gegebene,  und  umgekehrt,  liegt  die  gegebene  Ellipse  jenseits 
des  Kreises  von  der  singulären  Kante,  so  ist  die  gesuchte  Ellipse 
näher  an  dem  Kreise  als  die  gegebene. 


§ 11. 

Wir  wollen  noch  einige  schiefe  Schnitte  des  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  (17)  analytisch  untersuchen,  welche  sich  bei  Wallis  rein 
geometrisch  behandelt  finden. 

Zunächst  schneiden  wir  ihn  durch  die  auf  der  XY- Ebeno  senk- 
rechte Ebene,  welche  mit  der  X-Axe  den  Winkel  <p  bildet  und  von 
der  P-Axo  das  Stück  5 abschueidet. 
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Um  die  entsprechende  Durchschnittscurve  zu  untersuchen,  führen 
wir  die  Coordinatentransformation  ein: 

* — s'cos  <p  — y‘  sin  <p 

y = d-yx'sinqp-|_y,C08<P 

t 

Z — Z 


Setzen  wir  dann  y'  = 0,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  definirten 
Durchschnittscurve : 


(24)  c!(d+x'sing>)*  — z',(ai—x'a  cosfy) 

Daraus  folgt: 

dz' , e(dx'cos*<p  -f-  as  sin  <p) 

da’  — (a*  — x'*cosV)* 

daz'  . c cos8y  {2  ix' 1 C088y  3aVain  qp-j-aM) 

ilx'1  ~ (a*  — x'scossif)i 

Bei  der  näheren  Discussion  haben  wir  3 Fälle  zu  unterscheiden: 


1)  dcosecqp  ■<  asecip  oder  d<C«tgqp. 

Alsdann  besteht  die  Durchschnittscurvo  vierten  Grades  aus  zwei 
symmetrischen  Zweigen,  welche  sich  im  Punkte  x'=  — dcosecy,  z'  — 0 
schneiden.  Die  beiden  Zweige  schneiden  die  z'- Axe  in  den  Punkten 
cö 

x'  = 0,  *'  = H und  erstrecken  sich  für  x'  — -ra  sec®  nach  bei- 

— a 

den  Seiten  der  Z'-Axe  ins  Unendliche.  Sie  nähern  sich  asymptotisch 
den  beiden  Geraden  x'  = ± a sec  y.  Diese  Curve  besitzt  zwei  Wende- 
punkte, welche  zur  Abscisse: 


{ — 3a  sin  qp  + cos  qp  V9a*  tg’qa — 8<5*| 

gehören.  Ein  speciellcr  Fall  findet  für  & *=  0 statt. 

Alsdann  schneiden  sich  die  beiden  Zweige  im  Coordinatenanfang 
und  liegen  sowohl  zur  Z'-Axe  als  zur  Z'-Axe  symmetrisch. 

2)  d = atgqp. 

Dadurch  geht  die  Gleichung  (24)  über  in: 


cs(a  + «'COS  ?)  tgs?  = z'a(a — x'cosqp) 


Die  Durchschnittscurve  ist  mithin  alsdaun  vom  dritten  Grade. 
Sie  liegt  symmetrisch  zur  Z'-Axe  und  schneidet  dieselbe  im  Punkte 
x'  — — a sec  y,  z'  = 0.  Diese  Curve  erstreckt  sich  Bowohl  auf  der 
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positiven  als  anf  der  negativen  Seite  der  A’-Axe  für  x'  = nsec  qp 
ins  Unendliche  und  hat  die  Asymptote  x'  = a secy.  In  ihrem  Durch- 
schnittspunkte mit  der  A'-Axe  steht  die  Tangente  an  die  Curvc  auf 
dieser  Axe  soukrecht.  Ausserdem  besitzt  diese  Curvo  zwoi  Wende- 
punkte, welche  zur  Abscissc  x'  = — \a  sec  cp  gehören. 

3)  d>otgv. 

In  diesem  Falle  besteht  die  Durchschnittscurve  vierten  Grades 
ans  zwei  Zweigeu,  welche  symmetrisch  zur  A'-Axe  liegen,  dieselbe 
aber  nicht  schneiden.  Von  der  A'-Axe  schneiden  sie  bezüglich  die 

Stücke  + — ab.  Für  x = — ist  die  Tangente  an  dieselbo 

der  A'-Axe  parallel.  Ausserdem  besitzt  diese  Curve  die  beiden 
Asymptoten  x'  = +osecf. 

Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  Durchschnitts- 
curve des  geraden  elliptischen  Couo-Cuneus  (17)  mit  der  Ebene  senk- 
recht auf  der  xs-Ebene,  welche  mit  der  A-Axe  den  Winkel  ip  bildet 
und  von  der  A-Axe  das  Stück  « abschneidet: 

(25)  c2y'2  = (e  + x'sin  y>)2(a2 — x'2cos*il>) 

d.  i.  eine  Curvo  vierten  Grades,  welche  symmetrisch  zur  A'-Axe 
liegt.  Auch  hierbei  haben  wir  dio  3 Fälle  zu  unterscheiden 

e ==otgip.  Diese  Curve  ist  in  allen  Fällen  geschlossen  und  besitzt, 

> 

wenn  « <(  otg  ip  ist,  einen  Doppelpunkt.  Für  e = 0 erhält  man  eine 
Curvc  vierten  Grades,  welche  eine;  ähnliche  Gestalt  wie  die  Lemnis- 
kate  hat. 

Schneidon  wir  schliesslich  den  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus 
(17)  durch  eine  Ebene  senkrecht  auf  der  J'A-Ebenc,  welche  mit  der 
y-Axc  den  Winkel  9 bildet  und  von  der  A-Axo  das  Stück  f ab- 
schncidet,  so  erhält  man  auf  die  oben  ausgeführte  Woiso  als  Glei- 
chung der  betreffenden  Durchschnittscurve: 

(26)  c2  y'%  cos2#  = (/-f-  j'sin  &)*  ( a 2 — x'2) 
d.  i.  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierten  Grados. 


Die  verschiedenen  Fälle,  welche  sich  hieraus  ergeben,  jo  nach- 

<c 

dem  val.abs. tg#  = - ist,  cutsprechen  den  Kegelschnitten.  Für 

>“ 

val.  abs.  tg  e-  stellt  die  Gleichung  (26)  eine  geschlossene  Curvc 
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entsprechend  der  Ellipso  boim  Kegel  dar,  welche  für  & = 0 in  eine 
Ellipse  üborgebt.  Für  tg#  = - erstreckt  sich  die  Durchschnitts- 
curve  nach  der  positiven  Seite  der  F-Axe  ins  Unendliche. 

Sie  schneidet  die  F'-Axe  im  Punkte  x'  — 0,  y = — -yö^+c*, 

die  A'-Axo  in  den  Punkten  x'  — + a,  y'  = 0 und  liegt  zwischen 
den  in  den  letzteren  Punkten  auf  der  A'Axe  errichteten  Senkrechten. 
Diese  Curve  entspricht  dem  Parabelschnitt  des  Kegels.  Für 

val.  abs.  tg  » > - besteht  die  Durchschnittscurve  (26)  aus  zwei  nach 

beiden  Seiten  der  F'-Axe  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Zweigen, 
von  denen  der  oine  Zweig  die  A'-Axe  in  den  Punkten  z'  = + a, 

y'  ■=  0,  die  F'-Axe  im  Punkte  x'-=0,  y'  r — 

asin#-f-ecos  9 

schneidet.  Der  andero  Zweig  schneidet  die  F'-Axe  in  dem  Punkte 
x' = 0,  -alind_cC08&-  Uiese  Curve  entspricht  der  Hy- 
perbel beim  Kegel. 

Für  f'  -=  U geht  die  Gleichung  (26)  über  in : 

*'  ■=  + Va1  — czctgz# 

Die  Ebenen,  welche  durch  die  singuläre  Kante  gehen,  schneiden 
daher  aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  zwei  erzeu- 
gende Geraden  desselben  aus,  wenn  val.  abs.  tg  # > ~ ist.  Für 

C 

tg  ^ = j fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  zusammen. 


§ 12. 

Wir  wollen  nun  die  Untersuchungen  ebener  Schnitte  des  geraden 
elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  verlassen  und  zur  Betrachtung  seiner 
Tangentialebene  übergehen. 

Als  Gleichung  derselben  im  Punkte  xyz  der  Fläche  ergibt  sich: 
xz2{£—x)  — c2y(r]—y)—z(ai  — xi)(t—z)  = 0 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (17): 

(27)  z*2(s  — z)  — cy . erj — z(a2 — x2)  J = 0 
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Nach  deu  allgemeinen  Bemerkungen  in  der  Einleitung  berührt 
diese  Tangentialebene  deu  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  im 
Allgemeinen  nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Erzeugenden  desselben.  Die  Ausnahmen  hiervon  finden 
für  x = 0 und  für  x = ± a statt.  Im  ersteren  Falle  schneidet  die 
Tangentialebene  aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  die 
durch  ihren  Berührungspunkt  gehende  Erzeugende  und  die  singuläre 
Kante  aus , in  den  beiden  anderen  Fällen  dagegen  nur  die  durch 
ihren  Berührungspunkt  gehende  erzeugende  Gerade. 

Die  singuläre  Kante  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  ist 
noch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  es  in  den  Punkten  derselben  jo 
zwei  Tangentialebenen  giebt,  welche  sich  in  der  X-Ebene  schneiden, 
und  mit  der  XZ-Ebene  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  bilden.  Denn 
setzt  man  in  der  Gleichung  (27)  für  cy  seinen  Wert  aus  der  Glei- 
chung (17)  und  nimmt  dann  » = 0 an,  so  geht  dieselbe  über  in : 


Es  sind  dies  die  am  Schlüsse  des  vorigen  § für  / = 0 betrach- 
teten Ebenen.  Daraus  folgt,  dass  jede  durch  die  siuguläre  Kante 
gehende  Ebene,  welche  mit  der  A'X-Ebene  einen  Winkel  bildet,  dessen 

trigonometrische  Tangente  absolute  gleich  oder  kleiner  als  - ist,  eine 

Tangentialebene  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  ist. 

Im  Allgemeinen  erhält  man  für  die  Frojection  der  Durchschnitls- 
curvc  der  Tangentialebene  mit  der  vorgelegtcn  Fläche  auf  die  XZ- 
Ebene,  wenn  man  tj  aus  der  Gleichung  (27)  und  der  Gleichung: 

c2  rj-  — j?(a3  — !jJ) 

eliminirt: 

(28)  { S-x^O 

I (a*-x*)(i+x)P-2zz(a*-xa)S+x*z*tt-!C)  = 0 

d.  b.  diese  Durchschnittscurvc  besteht  im  Allgemeinen  aus  der  durch 
den  Berührungspunkt  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  gehenden 
Erzeugenden  der  letzteren  und  aus  einer  Curve  dritten  Grades. 

Für  die  Normale  im  Punkte  xyz  des  geraden  elliptischen  Cono- 
Cuneus  (17)  ergeben  sich  die  Gleichungen,  wenn  i, , y,,  z1  die  lau- 
fenden Coordinaten  bedeuten: 

*i  — x <Ji~y  h 

xz'1  — c2y  *(os  — x~) 
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§ 13. 

Unsere  nächste  Aufgabe  sei,  das  Volumen  V zu  bestimmen,  wel- 
ches von  den  Ebenen  * = 0,  * = »■„,  z = z^,  der  X£-Ebcne  und 
dem  zugehörigen  Teile  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
begrenzt  wird.  Für  dasselbe  ergiobt  sich: 

*.  *.  z, 

V = J ^ y dz  dz  — - cf'  dx  V a*  — f z 

0 0 0 0 

(30)  V = ~- 1 }z0  Va*  — - a-0*  + Ja*  arc  sin  j 

oder,  wenn  man  die  zu  ar0,  z0  gehörige  Coordinatc  y mit  y„  bezeichnet 

(31)  V=  iz0y„  z0  -f  Ja*  3p  arc  sin 

Das  Volumen  V mit  der  vorgeschriebenen  Begrenzung  ist  dem- 
nach gleich  dem  vierten  Teil  des  rechtwinkligen  Parallelepipedons 
mit  den  Kauten  a-0,  y0,  z0  vermehrt  um  ein  Prisma,  dessen  Grund- 
lläche  ein  Quadrat  mit  der  Seite  Ja,  und  dessen  Höhe  die  mit 

arcsin  multiplicirte  vierte  Proportionale  zu  c und  z0  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (30)  x0  = a , so  geht  diesolbe  über 
in 

«0*20* 

8c 

d.  i.  aber  der  vierte  Teil  desjenigen  Volumens  V,  welches  von  dem 
geraden  elliptischen  Couo-Cuneus  (17)  und  der  Ebene  z = »0  be- 
grenzt wird.  Daraus  folgt: 

(32)  K'  = J«a*^. 

Das  von  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  und  der 
Ebene  z — z0  begrouzto  Volumen  ist  also  gleich  der  Hälfte  eines 
Cyliuders,  dessen  Grundkreis  den  Radius  a hat,  und  dessen  Höhe  die 
vierte  Proportionale  zu  c und  z0  ist. 

Ziehen  wir  in  Betracht,  dass  die  zur  Xl'-Ebene  parallele  Ebene 
Z = Z„  aus  der  vorgelegten  Fläche  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxcn 

a und  p"°  ausschneidet,  so  lässt  sich  die  Formel  (52)  so  deuten : 
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Das  Volumen  V ist  gleich  dem  halben  Volumen  des  Cylinders  mit 
der  durch  die  Ebene  Z = Z^  aus  der  vorgelogten  Fläche  ausge- 
schnittenen Ellipse  als  Grundfläche  und  der  Höhe  Z0. 

Allgemein  ist  diese  Beziehung  in  der  Einleitung  (§  8.)  nachge- 
wiesen worden ; wir  wollen  daher  hier  nicht  näher  darauf  eiugehcn. 
Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  die  Formel  (32)  auch  mit  Hilfe  einer 
Mittenfigur  deuten  lässt.  Die  Ebene  z = £z0  schneidet  nämlich  aus 
dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuuous  (17)  eine  Ellipse  mit  den 

Halbaxen  a und  aus.  Bezeichnet  man  diese  Mittenfigur  mit  M, 
so  geht  die  Gleichung  (32)  aber  in: 

(33)  V'^M.zq 

Diese  Formel  gilt  auch,  wenn  mau  das  Volumen  zwischen  den 
Ebenen  z = z„  z «=  z%  und  dom  geraden  elliptischen  Cono-Cuueus 
(17)  in  Betracht  zieht  Mau  hat  alsdann  nur  für  z0  den  Abstand  der 
beiden  begrenzenden  Ebenen  zu  setzen.  Denn  aus  der  Gleichung 
(32)  folgt  für  dieses  Volumen,  wenn  z8  > z,  ist: 

c c 


wobei  h =—  zä  — z,  ist.  Nun  ist  aber:  z = -4,  wenn  b die  zu  z zu- 
gehörige variabele  Halbaxo  der  Ellipse  ist.  Mithin  erhält  man: 

Tr 41+ä2  . 

V = 7ca  . — g — . h 

_ b.  4-ij, 

Setzt  mau  ferner : — ^ — 1=5  80  ergiebt  sich : 


also: 


Ist  zq  das  zu  4a  zugehörige  z,  so  ist: 

*s  — i(zi+zs) 
zs— zj,  = ^(zj  — z,)  — 
Demnach  resultirt  der  oben  ausgesprochene  Satz: 
(34)  V=M.h 

Wir  hatten  erhalten: 

b.+b» 

V = na  h. 
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Diese  Formel  lässt  sich  noch  anders  deuten.  Es  orgiebt  sich  näm- 
lich daraus: 

V = Jjr  aAjA-f-  Jit  Jre  «(&,  -f-  JS)A 

V — ^ | $(naJ,-fjrai,)-f  2jcu&3  j 

Setzt  man  nnn: 

nabt  «=  Gx 

7t  ab ^ G$ 

7tab$  =*  M, 


wobei  G1  und  G%  die  begrenzenden  Ellipsen , M die  Mittenfigur  des 
Körpers  V bedeutet,  so  ist: 

(35)  F=g{i«?1  + fft)  + 2Ml 

d.  i.  die  Formel,  welche  in  der  Stereometrie  vom  Frismatoid  be- 
wiesen wird. 

Die  beiden  Formeln  (34)  und  (35)  lassen  sich  noch  verallgemei- 
nern. Wir  wollen  diese  Verallgemeinerung  kurz  für  die  erstere 
durchführen.  Betrachtet  man  nämlich  das  Volumen  zwischen  den 
Ebenen  x = 0,  x = a-0,  z *=*  z, , z =■  z2,  der  AZ-Ebene  und  dem  zu- 
gehörigen Teil  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus  (17),  so  erhält 
man  für  dasselbe: 

V •=  — g— | V*o‘  — a*  + 1«*  arc  sin  (j1  j j 

Nun  ist  aber: 

2c  “ 2c  c 

and 

= M', 

wenn  M’  den  Teil  von  M bezeichnet,  welcher  von  den  zu  * = 0, 
x = r0  zugehörigen  Ordinaten  der  Ellipse,  von  der  A'-Axe  und  dem 
zugehörigen  Bogen  begrenzt  wird.  Folglich  rcsultirt: 

. v'  = M'.  h. 

Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  der  entsprechende  Ausdruck  für 
die  Formel  (35). 
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III.  Abschnitt. 

Die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cnnei. 

§ 14. 

Um  zunächst  den  geteilten  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cuneus  zu  betrachten,  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Leithyperbel : 


z = c 


Demnach  wird  die  JX-Axc  singuläre  Kante,  die  EZ-Ebene  Diroctor- 
ebene.  Also  erhält  man  als  Gleichungen  des  betreffenden  Cono-Cuneus, 
o2c* 

wenn  mau  wieder  c*  für  jS-  setzt: 


(37)  «V  - z2(*2--a2) 

Da  diese  Gleichung  nur  die  Quadrate  von  x,  y,  z enthält,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  die  vorgelegte  Fläche  symmetrisch  zu  den  drei 
Coordinatcnebenen  liegt.  Ferner  folgt  ohne  Weiteres,  dass  es  nur 

reelle  Werte  für  y und  z giebt,  wenn  val.  abs.  x-^a  ist.  Der  in 
Rede  stehende  Cono-Cuneus  besteht  daher  aus  zwei  gesonderten  Tei- 
len zu  beiden  Seiten  der  Directorebeue,  woher  die  Bezeichnung  „geteilt“ 
entnommen  ist 


Wir  wollen  nicht  näher  auf  ebene  Schnitte  des  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  eingeheu,  da  wir  dabei  auf  ganz  ähnliche 
Betrachtungen  wie  beim  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  geführt 
werden.  Bemerkt  sei  hier  nur,  dass  dio  zur  -Xl-Ebene  parallelo 
Ebene  z = h aus  der  vorgelegten  Fläche  (37)  die  Hyperbel : 


(38) 


a2A2 


1 


ausschneidet.  Für  h = c ergiebt  sich  demnach  eino  glcichseitigo 
Hyperbel  mit  dom  halben  Parameter  a.  Die  Mittelpunkte  aller  die- 
ser Hyperbeln  liegen  auf  der  Z-Axe,  ihre  reellen  Axen  in  der  YZ- Ebene, 
ihre  imaginären  Axen  in  der  EZ-Ebene.  Die  reellen  Axen  dor  aus- 
geschnittenen Hyperbeln  sind  einander  gleich  2a,  die  imaginären  da- 
gegen wachsen  proportional  dem  Abstande  der  schneidenden  Ebene 
von  der  singulären  Kante. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  dieser  ausgeschnittenen  Hyperbeln 
in  Betracht,  so  liegen  diese,  wie  sich  aus  dem  Gesagten  ergiebt,  in 
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der  XZ-Ebenc.  Als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  dieser  Brenn- 
punkte erhält  mau: 


d.  h.  in  Worten:  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Hy- 
perbeln, welche  aus  dem  geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus 
(37)  durch  Ebenen  parallel  der  XP-Ebene  ausgeschnitten  werden,  ist 
eine  Hyperbel  in  der  XX-  Ebene  mit  dem  Coordinatenanfang  als  Mittel- 
punkt, deren  reelle  Axe  2a  in  der  A'-Axe , deren  imaginäre  Axe  '2c 
in  der  -Z- Axe  liegt.  Ist  c = a,  so  ist  dieser  geometrische  Ort  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  o. 

oft 

Aus  der  Vergleichung  von  (38)  und  (39)  folgt,  wenu  wir  — = c 
setzen : 


a 


Daraus  fliesst  der  Satz:  Diejenige  zur  XI -Ebene  parallele  Ebene, 
deren  Abstand  von  der  singulären  Kaute  die  vierte  Proportionale  zu 
a und  c ist,  schneidet  aus  dem  geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono- 
Cuneus  (37)  eine  Hyperbel  aus,  welche  gleich  ist  dem  geometrischen 
Orte  der  Brennpunkte  aller  durch  Ebenen  parallel  der  XY-Ebcne 
aus  der  vorgelcgten  Fläche  ausgeschnittenen  Hyperbeln. 

Es  ist  dies  ein  ganz  ähnliches  Resultat,  wie  wir  es  beim  geraden 
elliptischen  Cono-Cuneus  erhalten  haben. 

Vergleichen  wir  die  beiden  Resultate  (22)  und  (39),  so  erhalten 
wir  den  Satz: 

Sind  der  gerade  elliptische  uud  der  geteilte  gerade  hyperbolische 
Cono-Cuneus,  welche  dieselbe  Dircctorebene  uud  dieselbe  singuläre 
Kante  haben,  so  beschallen,  dass  die  Ebene  in  der  Entfernung  a von 
der  singulären  Kante  aus  dem  elliptischen  einen  Kreis  mit  dem  Radius  «, 
aus  dem  hyperbolischen  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben 
Parameter  a ausschueidet , so  ist  der  geometrische  Ort  der  Brenn- 
punkte der  Ellipsen  des  elliptischen  Cono-Cuneus,  deren  Entfernung 
von  der  singulären  Kaute  absolute  gleich  oder  grösser  als  a ist,  gleich 
dem  geometrischen  Orte  der  Brennpunkte  der  Hyperbeln  des  geraden 
geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus. 

Die  durch  die  Gleichung  (38)  dargestellte  Hyperbel  besitzt  zwei 
Asymptoten,  welche  der  Gleichung  genügen: 

, 

y = ±-x 
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Die  Asymptoten  aller  Hyperbeln,  welche  aus  dem  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  durch  Ebenen  parallel  der  AfF-Ebene 
ausgeschnitten  werden,  liegen  demnach  auf  einer  Fläche,  welche  durch 
die  Gleichung  dargestellt  wird: 

cy  *=  + xx 

Diese  zerfällt  in  die  beiden  Gleichungen: 


(40) 


cy  — xx  = 0 
cy-j-a»  — 0 


Daraus  folgt,  dass  die  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  geteilten  ge- 
raden hyperbolischen  Cono-Cuneus  auf  zwei  hyperbolischen  Para- 
boloiden  liegen.  Um  die  Gleichungen  derselben  auf  die  übliche  Form 
zu  bringen,  wenden  wir  die  Coordinatentransformatiou  an: 

x = x'cos  q>  — s'siu  <f> 

v = y 

x x'sin  q>  -(-  s'cos  <p 


Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (40)  über  in: 

cy'  — + [(x's  — z'!)  sin  <p  cos  <p  -f-  x V(coss  q>  — sin*  qp)] 

71 

Für  cos“  qp  — sin*  <j>  =»  cos  2<p  = 0 ergiebt  sich  qp  = j-,  wodurch  man 
erhält: 

x's  — z'*  = ±2cy' 


Die  beiden  hyperbolischen  Paraboloidc  genügen  also  den  Gleichungen : 


(41) 


*=  y' 


Diese  Paraboloide  sind  demnach  der  Art,  dass  Ebenen  parallel 
der  XX -Ebene  gleichseitige  Hyperbeln  aus  ihnen  ausschneiden. 
Ausserdem  sind  ihre  Spuren  in  den  Ebenen  der  x'y  und  der  y'z 
einander  gleich. 


§ 15. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des 
geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  ergiebt  sich,  wenn 
J,  r\,  £ die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

xz“(|  — *)  — Csy(jj— y)  + 3(xs  — a“)(£—  x)  — • 0 

oder: 

(42)  xx,(S  — x)  — cy . er] z(xl — «“)£==  0 
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Schon  ans  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Einleitung  geht 
hervor,  dass  diese  Tangentialebene  den  geteilten  geraden  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus  (37)  im  Allgemeinen  in  der  durch  ihren  Berührungs- 
punkt gehenden  Erzeugenden  und  in  einer  Curve  dritten  Grades 
schneidet.  Sie  berührt  aber  im  Allgemeinen  die  vorgelegte  Fläche 
nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden  Er- 
zeugenden derselben.  Eine  Ausnahme  hiervon  findet  nur  für  x = + a 
statt;  d.  h.  nur  die  Tangentialebenen  in  den  Durchschnittspunkten 
des  in  Rede  stehenden  Cono-Cuneus  (37)  mit  der  XZ-Ebeno  be- 
rühren denselben  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Erzeugenden.  Diese  Tangentialebenen  sind  zugleich  der 
Directorcbene  parallel  nnd  schneiden  aus  der  vorgelegtou  Fläche  nur 
die  betreffende  erzeugende  Gerade  aus. 

Ein  anderer  specieller  Fall  ergiebt  sich  für  3 = 0,  und  zwar 
erhält  man  dafür  aus  der  Gleichung  (42): 


In  den  Punkten  der  singulären  Kaute  des  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cuneus  (37)  giebt  es  demnach  im  Allgemeinen  je  zwei  Tangential- 
ebenen, welche  durch  die  X-Axe  gehen  und  mit  der  XX-Ebcue  ent- 
gegengesetzt gleiche  Winkel  bilden.  Analog  dem  Resultate  beim 
geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  folgt,  dass  diese  Tangentialebenen 
aus  der  vorgelegteu  Fläche  ausser  der  singulären  Kante  zwei  auf 
beiden  Seiten  der  Directorcbene  liegende,  von  derselben  gleich  weit 
entfernte  erzeugende  Geraden  ausschnciden. 

Jede  durch  die  singuläre  Kante  gehende  Ebene  ist  mithin  im 
Allgemeinen  eine  Tangentialebene  des  geteilten  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cuneus. 


Für  die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xyz  des  vor- 
gelegteu Cono-Cuneus  (37)  erhält  man,  wenn  i1,,  y„  z,  die  laufenden 
Cordinaten  sind: 


(43) 


z-t—x  y,  —y  zt  — z 

xz‘  — c^y  z(xt  — a*) 


§ 16. 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Gleichung: 

(44)  F’=csys  — zi(x1  — a!)  = 0 

c als  variabel,  so  stellt  dieselbe  eine  Schaar  von  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneis  dar.  Alle  Flächen  dieser  Schaar  gehen 
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durch  die  AT- Axc  und  berühren  sich  in  den  beiden  Geraden  a = i a, 
y = 0.  Sio  besitzen  also  keine  eigentliche  einhüllende  Fläche. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (44)  c als 
constant,  a dagegen  als  variabel  annehmen.  Wenden  wir  hierauf  das 
in  § 8.  erhaltene  Resultat  au,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  eiu- 
hüllcndeu  Fläche  der  vorgelegten  Flächcnschaar : 

!cy  — xz  = 0 
cy-\-xz  = 0 

Das  sind  aber  die  Gleichungen  (40).  Die  einhüllende  Fläche  der 
vorgclegtcn  Flächenschaar  besteht  demuacli  aus  den  beiden  hyper- 
bolischen Paraboloiden , auf  denen  die  Asymptoten  aller  Hyperbeln 
des  geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  liegen. 

Für  die  erste  Schaar  von  geradlinigen  Flächen,  welche  durch  dio 
Gleichung  (44)  dargestellt  wird,  wollen  wir  noch  die  Orthogonal- 
flächen bestimmen.  Angenommen,  eine  dieser  Orthogonalflächen 
habe  die  Gleichung  cp  = 0,  dann  sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Normale  derselben  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  bezüglich 
proportional : 

Scp  dtp  . d<p 
8x  ’ By  ' ~3z 

Ferner  sind  dio  cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  einer  Fläche 
der  vorgelegten  Flächenschaar  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet, 
bezüglich  proportional: 

0F.  0F.  BF 
Bx  ’ By  ’ Bz 

Da  diese  beiden  Normalen  nach  der  obigen  Bedingung  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  erhält  man: 

....  BF  Bv.SF  8<p  BF  Bcp 

Bx  ' Bx  +8y  ' By  ^ Bz  Bz  = u 

Bf  Bf  Bf 

Setzen  wir  hierin  für  5-.  5—,  -5-  ihre  Werte  und  eliminiren  dann  c* 
Bx  By  Bz 

zwischen  der  erhaltenen  Gleichung  und  der  Gleichung  (44)  der  ge- 
gebenen Flächenschaar,  dann  ergiebt  sich  als  partielle  Differential- 
gleichung der  gesuchten  Orthogonalflächen: 

(46)  xyz^  — z (x1  — a2)  + y (»2~ °S)  = 0 

Nach  der  Lagrange’schen  Reduction  der  linearen  partiellen 
Diflerentialgleichungen  erster  Ordnung  auf  ein  System  gewöhnlicher 

80* 
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Differentialgleichungen  gelangt  man  zum  allgemeinen  Integral  der 
Gleichung  (4G)  durch  Integration  von: 

dx  : dy : dz  = xyz : — z {x2  — er)  :y(x2  — a2) 

Daraus  folgt 

dx : dy  ■=»  xy : — ( x 2 — a2) 
x2-\-y*  — 2a2  lg  x — cx 
dy : dz  — — z : y 
= Cl 

Die  Orthogonalflächen  der  vorgclegten  Flächonschaar  sind  demnach 
enthalten  in  der  Gleichung: 

(47)  F(x* + y*  — ‘2a‘  lg  x,  y2  + z»)  = 0 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  bei  der  Betrachtung  der  Ortho- 
gonalflächeu  der  Schaar  von  geraden  elliptischen  Cono-Cnncis,  welche 
durch  die  Gleichung: 

(48)  F==  cäy* — s2(as — *2)  — 0 


dargestellt  werden,  wenn  c variabel  und  a constant  ist.  Denn  setzt 

8F  dF  8F 

man  in  die  Bedingungsgleichung  (45)  für  die  aus  der 

Gleichung  (48)  folgenden  Werte  ein  und  eiiminirt  dann  c*  zwischen 
(48)  und  der  erhaltenen  Gleichung,  so  rcsultirt  als  partielle  Differential- 
gleichung der  betreffenden  Orthogonalflächen: 


oder: 


0<P  , , 2 dtp 

X^8x+z(a  X)dy  & 


x«a  Ix  z ~ "2)  + ’j{ (x*  “ a%)  ^ ~ 0 


d.  i.  aber  die  Gleichung  (46).  Daraus  fliesst  der  Satz:  Ist  c variabel, 
hat  dagegen  a einen  constauten  Wert,  so  schneiden  die  Orthogonal- 
flächeu  der  durch  die  Gleichung  (44)  dargestellten  Schaar  von  ge- 
teilten geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneis  die  durch  die  Gleichung 
(48)  dargcstellte  Schaar  von  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  recht 
winklig. 


§ 17. 


Unsere  nächste  Aufgabe  sei  die  Cubatur  des  geteilten  geraden 
bybcrbolischen  Cono-Cuneus  (37).  Es  ergiebt  sich: 

*0*1  a0  «o 

V — C ydx  dz  = - dx  x*  — a 2 j*  zdz 

a 0 a 0 
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(49) 


i*oV*o  *—a* 


Beachten  wir,  dass:  c2y02  — z0* (z0*  — a2)  ist,  so  geht  dio  Gleichuug 
(49)  über  in : 


(50) 


v—  i^oyo^  — i 


V jg  /'sb+Y'go*— qil 


Von  diesem  Volumen  gelten  analoge  Sätze  wie  von  demjenigen 
des  geraden  elliptischen  Cono-Cuueus.  Wir  wollen  dieso  hior  nicht 
erst  entwickeln,  sondern  auf  eine  andere  Betrachtungsweise  eingehen. 

Lässt  man  längs  einer  durch  die  Ebene  x -=  i0  ans  der  vor- 
gelegten Flächo  (37)  ausgeschnittenen  Geraden  eino  gerade  Linie 
parallel  der  AT-Ebenc  so  hingleiten,  dass  sie  stets  durch  dio  Z- Axo 
geht,  zo  erzeugt  sie  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  welches  der 
Gleichung: 

cy  “ 


genügt.  Für  das  Volumen  V"  zwischen  den  Ebenen  x = x0,  z =»  z„ 
der  A'/?-Ebono  und  dem  zugehörigen  Teil  dieser  Flächo  erhält  man: 


1 ( i *0  !/o 

Mithin  resultirt: 


(51) 


Bezeichnen  wir  ferner  den  Hyperbelsector  OPA  (Fig.  1.)  mit  s,  so 
ist,  wenn  dio  Hyperbel  der  Gleichung  (38)  genügt,  und  wenn  man 
z„  für  h setzt: 


(52) 


flfh  • ( gp  + Vgo*— 
2c  ® \ a 


Demnach  gobt  dio  Gleichung  (51)  über  in: 

(53)  v — £ s . z0 

d.  h.  bei  constantem  zg  und  variablem  x0  verhalten  sich  die  Volumina  v 
wie  die  zugehörigen  Hyperbelsectoren. 

Wir  haben  im  § 14.  gesehen,  dass  die  Ebene  s = c aus  dem 
geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cnneus  (37)  eine  gleichseitige 
Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a ausschueidct.  Setzen  wir 
z0  =•  e in  die  Gleichungen  (52)  und  (53)  ein.  so  erhalten  wir: 
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Hieran  wollen  wir  einige  Bemerkungen  über  Summen  und  Diffe- 
renzen von  « knüpfen,  wonn  <r0  verschiedene  Werte  annimmt.  Wie 
sich  aus  den  Gleichungen  (54)  ergiebt,  haben  wir  dazu  nur  die  ent- 
sprechenden Sectoren  « zu  betrachten. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  lässt  sich  dio  zweite 
Gleichung  in  (54)  auch  so  schreiben: 


(55) 


d.  h.  der  Sector  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  dom  halben 
Quadrat  des  halben  Parameters  mnltiplicirt  mit  dem  natürlichen  Lo- 
garithmus von  dem  Quotienten  aus  der  Summe  dor  zugehörigen  Eud- 
coordinaten  dividirt  durch  den  halben  Parameter. 


Aus  der  Gleichung  (55)  folgt: 


Ist  nun:  2«  =»  s'  und  sind  y die  zum  Sector  s'  zugehörigen 
Endcoordinaten,  so  ist  demnach: 


(56) 


*'+»'  = 


(*+y) 


2 


Daraus  fliesst  der  Satz : Die  Summe  der  Coordinaten  des  doppel- 
ten Scctors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die  vierte  Proportionale 
zum  halben  Parameter  derselben  und  der  Summe  der  Coordinaten 
des  einfachen  Sectors. 


Es  ist  aber:  *'*— y'*  — o*. 
chuug  (56): 

(57) 


Mithin  erhält  man  aus  der  Glei- 
st y* 

a 


Den  vorigen  Satz  kann  man  daher  auch  so  aussprecheu:  Die 
Abscisse  des  doppelten  Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
vierte  Proportionale  zum  halben  Parameter  derselben  und  der  Ver- 
bindungslinie des  Endpnnktes  der  Ordinate  des  einfachen  Sectors  mit 
dem  Hyperbelmittelpunkt. 

Um  mithin  den  Sector  OP,  A (Fig.  1.)  zu  verdoppeln,  construire 
man  die  vierte  Proportionale  zu  OA  und  OP, , trage  dieselbe  auf 
0.4  von  O aus  bis  Qs  ab,  errichte  in  Qa  die  Senkrechte  P2QS  auf  0Qt, 
so  ist  Sector  OP2A  = 2 Sect.  OP,A. 
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Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst,  einen  gegebenen  Sector 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  zu  balbiren.  Denn  nach  der  Gleichung 

(57)  ist 

(58)  xs  + y!  = a.x' 

Um  daher  den  Sector  Ol\A  zu  lialbiren,  construiro  man  über  OQt 
als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  welcher  die  Scheiteltangcnto  der 
Hyperbel  in  R schneidet,  mache  01\  = OR,  so  ist 

Sect.  01\A  — JSect.  Ol\  A . 

Aus  der  Gleichung  (58)  folgt  noch,  wenn  man  yl  =»  xt  — a!  setzt: 

(59)  z*  = |a(o- \-x') 

Beachtet  man  ferner,  dass  der  Krümmungsradius  für  die  gleich- 
seitige Hyperbel 

(**+»*)• 

e “ 

ist,  so  ergiebt  sich  nach  der  Gleichung  (57): 

ÖQß  - OI\ . q 

d.  h.  in  Worten:  OQs  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  OI\  und 
dem  Krümmungsradius  in  Pv 

Zugleich  ist  klar,  dass  für  den  Scheitel  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel der  Krümmungsradius  gleich  dem  halben  Parameter  derselben  ist. 

Die  Relation  (56)  lässt  sich  leicht  Yerallgemeinem.  Ist  nämlich 
«h  = n.s  und  gehört  e„  zu  den  Endcoordinaten  z„,  y„,  so  erhält  man : 


(60) 


a-n  + y»  " 


(x+y)" 


Daraus  rcsultirt  der  Satz:  Die  Summe  der  Coordinaten  des  «-fachen, 
Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  der  nten  Potenz  der 
Summe  der  Coordinaten  des  einfachen  Sectors  dividirt  durch  die 
(« — l)te  Potenz  des  halben  Parameters  derselben. 

Sind  ferner  die  beiden  Scctoren  «j  nnd  »s  gegeben,  welcho  be- 
züglich zu  den  Coordinaten  x , , y,  und  zj , y,  gehören,  so  ist  nach  (55) : 

Ja,,s(!ä+a^±ia>) 

Ist  nun:  — s3,  wobei  *3  zu  den  Coordinaten  x3,  y3  gehört, 

so  ergiebt  sich  die  Relation: 
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(ei)  = 

d.  h.  in  Worten:  Ist  die  Snmme  zweier  Sectoren  *,  und  s,  einer 

gleichseitigen  Hyperbel  gleich  einem  dritten  Sector  *3,  so  ist  die 
Summe  der  Coordinaten  dieses  dritten  Sectors  die  vierte  Proportionale 
zum  halben  Parameter  und  den  beiden  Summen  aus  den  Coordinaten 
der  beiden  zu  summirenden  Sectoren. 

Setzt  man:  -Zl (*?-+y8)  ■=  e,  so  erhält  man: 

a 


Um  daher  einen  Sector  zu  finden  (Fig.  2.),  welcher  gleich  der 
Summe  der  boidon  Sectoren  OP,  A und  OPt  A ist,  construirc  man  dio 
vierte  Proportionale  OS  zu  OA,  OQ,  -f-  Q,P,  = 071,  und  OQa-\-  QtPt 
= ORt,  halbire  AS  in  T,  trage  AS  von  S aus  auf  SO  bis  V ab, 
ziehe  durch  U die  Parallele  UV  zu  OT,  mache  OQ,  ■=  SK,  errichte 
in  Qs  die  Senkrechte  PaQ,  auf  OQa , so  ist  Sect.  OPaA  der  gesuchte 
Sector. 

Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst:  Es  sei  ein  beliebiger 
Punkt  Pa  auf  dem  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gegeben,  man 
bestimme  hierzu  einen  Punkt  Pa  so,  dass  der  Sector  OPaPa  gleich 
einem  gegebenen  Sector  OP,A  ist. 

Durch  Wiederholung  derselben  Operation  lässt  sich  die  Gleichung 
(61)  verallgemeinern.  Sind  dio  Hyperbelsectoren  s, , «8)  ...«„  gegeben, 
und  ist: 

*»+t  = »i  — f-  «2  — {— . . +*m, 

so  ist,  wenn  die  Sectoren  bezüglich  zu  den  Endcoordinaten  x,,  y,; 
zs,  ys;  ...zn+i,  joi+i  gehören: 


/-ox  * , (*i+2/i)  (*2+3/*)  •■•(*«+ ff-) 

(62)  = TiTZ, 

Aus  der  Gleichung  (61)  folgt  fernor: 


(63) 


*1  + 3/1 


*s+ys  _ 
*s+y» 


d.  h.  in  Worten:  Ist  der  Sector  s,  einer  gleichseitigen  Hyperbel  gleich 
der  Differenz  s3  — zweier  Sectoren,  so  ist  die  Summe  der  Coordi- 
naten von  s,  die  vierte  Proportionale  zu  der  Summe  der  Coordinaten 
von  , der  Summe  der  Coordinaten  von  s3  und  dem  halben  Para- 
meter der  Hyperbel. 

Daraus  ergiebt  sich  eine  der  vorigen  ähnliche  Construction. 
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§ 18. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Beziehungen  an  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel entwickeln,  wenn  die  Punkte  1\  und  Pt  (Fig.  3.)  so  auf  dem 
Ilypcrbelbogen  liegen,  dass  O,  A,  Q,  und  Q2  vier  harmonische  Punkto 
sind.  Mau  hat  demuach  die  Proportion: 

(64)  OA:AQ,  = OQi:QlQ3 
Finden  ferner  dio  Relationen  statt: 

Sect.  OI’3A  = j Sect.  OI\  A 
Sect.  ül\  A = i Sect.  OP3  A, 

so  folgt  zunächst  aus  (58) : 

Ö/V*  = OA . OQ , 

OPf  ~ i(OA.OQ2+OA.  OQ3) 

OP*  = \ ( OA . OQ,  + OA.Q,  Q3  + OQ,  . OQ,  - AQ, . OQ,) 
Daraus  folgt  mit  Anwendung  der  Proportion  (64): 

Öl V = $ OQ,  ( OA  -(-  OQ2) 

Nach  (59)  ist  nun:  l OA(OA-\-OQ,)  = OQ.,2,  folglich  erhält  man: 
ÖP^.OA  = OQt.ÖQi* 

Wenden  wir  hierauf  noch  dio  Gleichung  (58)  an,  nach  welcher 
OA.OQ,  = 0P3-  ist,  so  rcsultirt: 

ÖP? . ÖÄ*  «=  öiy . OQj 

also 

OQi:OPi  = OA:OP3 

Aus  der  Figur  3.  folgt,  wenn  It  der  Durchschnittspunkt  der  Scheitel, 
tangento  mit  OPt  ist: 

OQ, : OPt  — OA : Olt 
Aus  beiden  Proportionen  ergiebt  sich: 

(65)  OP„  = OH 

Daraus  fliesst  der  Satz:  Ist  der  Sector  OPtA  dio  Hälfte  des 
Scctors  OP,  A und  liegen  und  P3  so  auf  dem  Ilogen  der  gleich- 
seitigen Hyperbel,  dass  die  senkrecht  darunter  liegenden  Punkte  Q, 
und  Qi  mit  dem  Mittelpunkt  O und  dem  Scheitel  A der  Hyperbel 
vier  harmonische  Punkto  bilden,  so  schneidet  die  Scheiteltaugente 
von  der  Verbindungslinio  des  Mittelpunktes  0 mit  ein  Stück  OH 
ab,  welches  die  mittlere  Proportionale  zu  OA  und  OQ,  ist. 
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Zugleich  gellt  hieraus  hervor:  Wenn  O,  A,  Q,  und  Q,  vier  har- 
monische Punkte  sind,  uud  mau  halbirt  den  Sector  OPtA,  so  dass 
Sect.  Ol\A  = } Scct.  OPtA  ist , so  hat  man  damit  auch  den  Sector 
01\A  halbirt,  denn  man  hat  nur  0/3  = OH  zu  machen,  so  ist 
Sect.  OPsA  = iSect.  OPxA. 

Diese  Beziehungen  lassen  sich  zu  einer  Construction  von  Punkten 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  verwenden,  wenn  der  Mittelpunkt  O 
und  der  Scheitel  A derselben  gegeben  sind.  Man  wählt  nämlich  vier 
harmonische  Punkte  O , A,  Q,  und  (j2,  construirt  über  OQ,  und  OQt 
als  Durchmesser  Halbkreise,  welche  die  in  A auf  OA  errichtete  Senk- 
rechte in  R und  /?,  schneiden,  trägt  ORx  von  O aus  auf  OR  bis 
Pt  ab,  so  ist  PA  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel. 


Andererseits  lässt  sich  hierauf,  wenn  die  gleichseitige  Hyperbel 
gegeben  ist,  eine  Construction  des  zu  A zugeordneten  vierten  har- 
monischen Punktes  zu  O,  A und  Qx  gründen,  wie  auch  eine  Con- 
struction des  zu  O conjugirten  vierten  harmonischen  Punktes  zu  O, 
A und  Qj. 

Construirt  man  ferner  in  Pt  unter  Beibehaltung  derselben  Be- 
dingungen die  Tangente  PtT  an  die  gleichseitige  Hyperbel,  so  ist: 


jryj  _ y«W+y*a) 


Da  aber  die  Bedingung  besteht: 

Sect.  OPaA  = J Sect  OP, A, 

so  folgt  nach  (59) : 


also : 


Mithiu  erhält  man: 


ff*a+y*a  = 

24*  „ xt—a 
” x8  + <* 


pat* 


PtT * 


= ax^xt  ~~  a ) 

OA.OQt.AQ , 
OA-f  OQ,  ' 


p-=*  _ OA  . OQs .A Q,  + OA.OQi.QlQi 
4 — oa\oq s 
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Mit  Anwendung  der  Proportion  (64)  ergiebt  sich  hieraus: 

= OA.OQa.AQ1+~ÖQi*.AQl 
4 OA+OQ, 

(66)  P^r*  AQi . OQ3  — OA . Q,Qj 

Daraus  fliesst  der  Satz:  Sind  O,  A,  Q,  und  Q2  vier  harmonische 
Punkte  auf  der  Axe  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  und  bestimmt  man 
J\  so  auf  dem  Hyperbelbogon,  dass:  Sect  01\A  = $ Sect 01\A  ist, 
daun  ist  die  Tangente  in  1\  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AQt 
und  OQs  oder  zwischen  OA  und 

Wir  haben  vorhin  erhalten: 


yj_  _ xi~a 

xi~ha 

Daraus  folgt: 

ÖQ?  OA+OQj  OAiQtQt  + AQJ 

(UV  = AQ,  ~ AQt.AQ,  ’ 

wenn  man  die  Proportion  (64)  berücksichtigt..  Mithin  resultirt: 
ÖQ?  : Q^PS  - OA  : AQ, 

Fällt  man  von  Qt  die  Senkrechte  QtN  auf  OPt,  so  ist: 
ÖQj  : 0iP4s  — ON : NPt 
Aus  beiden  Proportionen  ergiebt  sich: 


d.  h. 


OA  : AQt  = ON:  NP4 
AN  | Q,P4 


Hierauf  kann  man,  wenn  die  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  ist,  eine 
Constrnction  des  zn  0 coujugirton  vierten  harmonischen  Punktes  zu 
O,  A und  Q3  gründen.  Man  construire  über  OQt  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis,  welcher  die  Scheiteltangente  in  ftj  schncidot,  mache 
OPt  =•  OP j,  fälle  von  Pt  dio  Senkrechte  P4Q 4 auf  OQ3  und  von  ()4 
die  Senkrechte  QtN  auf  0/’4;  ziehe  durch  P4  die  Parallele  zu  AN, 
so  schneidet  diese  Parallele  dio  Hyperbelaxe  in  dem  zu  O zugeorducten 
vierten  harmonischen  Punkt  Q2. 


§ 19. 


Gehen  wir  nun  zur  Betrachung  des  einfachen  geraden  hy- 
perbolischen Cono-Cnncus  über.  Nehmen  wir  hierbei  als 
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Leitlinie  dieselbe  Hyperbel  wie  beim  geteilten  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cuneus: 

x*  jr 

os  — Ä*  = 1 


z =■  c 

als  Dircctorebene  demnach  die  X?- Ebene  und  die  y-Axc  als  singu- 
läre Kaute,  so  müssen  die  erzeugenden  Geraden  den  Gleichungen 
genügen : 

y = v,  x = uz, 


so  dass  man  als  Gleichung  des  in  Rede  stehenden  Couo-Cuueus  er- 
hält: 


(67) 


a-3* 


Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  x jeden  beliebigen  Wert 
annchmcn  kann.  Ferner  folgt  daraus,  dass  jedo  zur  AT-Ebene 
parallelo  Ebene  den  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus 
t67)  in  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Z- Axe 
liegt,  und  deren  Axen  bezüglich  in  die  Ebenon  der  xz  und  der  yz 
fallen.  Darin  stimmen  die  beiden  geradeu  hyperbolischen  Cono-Cunei 
überein.  Währeud  aber  beim  geteilten  alle  ausgeschnittenen  Hyper- 
beln dieselbe  reelle  Axe  haben , wachsen  beim  einfachen  diese  Axen 
proportional  dem  Abstande  der  schneidenden  Ebene  von  der  singu- 
lären Kante.  Die  reellen  Axen  der  Hyperbeln  des  einfachen  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  verhalten  sich  also  genau  so  wie  die 
imaginären  der  Hyperbeln  des  geteilten,  und  umgekehrt  sind  dio 
imaginären  Axen  der  Hyperbeln  des  einfachen  einander  gleich  wie 
dio  reellen  derjenigen  des  geteilten. 

Hieraus  folgt,  dass  beim  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono- 
Cuneus  (67)  die  Scheitel  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  von  z = cc 
bis  3 = 0 sich  einander  nähern,  bis  sie  für  3 = 0 zusammenfallen, 
während  die  Entfernung  der  Scheitel  der  Hyperbeln  des  geteilten 
constant  bleibt.  Die  beiden  Teile  des  einfachen  geraden  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus  (67)  liegen  daher  nicht  von  einauder  getrennt, 
sondern  treffen  in  der  singulären  Kante  zusammen,  womit  die  Be- 
zeichnung „einfach“  zusammenhängt. 

Die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei  unterscheiden 
sich  in  Betreff  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  noch  darin,  dass  beim 
geteilten  die  Zweige  der  Hyperbeln  sich  von  ihrer  reellen  Axe  mit 
wachsendem  Abstaude  von  der  singulären  Kaute  entfernen,  währeud 
sie  umgekehrt  beim  einfachen  sich  mit  wachsendem  Abstande  von 
der  singulären  Kaute  ihrer  reellen  Axe  nähern. 
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Der  einfache  gerade  hyperbolische  Cono-Cuneus  stimmt  wieder 
darin  mit  dem  geteilten  überein,  dass  auch  bei  ihm  die  Brennpunkte 
der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  auf  einer  Hyperbel  liegen,  deren 
Gleichung  ist: 


(68) 


(I*  £2  C2  ^ 


Der  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel  ist  demnach  der  Coordinatenanfang, 

bc 

ihre  reelle  Axe  2a  liegt  in  der  X-Axe,  ihre  imaginäre  2 — in  der 
Z-Axe. 


Berücksichtigen  wir  hierbei  die  Gleichung  (39),  so  resultirt  der 
Satz:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei, 
deren  singuläre  Kanten  in  einer  Ebene  liegeu  und  auf  eiuauder  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  so  liegen  die  Brenn- 
punkte der  durch  Ebenen  parallel  dieser  Durcbschnittslinic  aus  ihnen 
ausgeschnittenen  Hyperbeln  auf  einer  und  derselben  Hyperbel. 

Die  Asymptoten  einer  durch  eine  Ebeue  parallel  der  AF-Ebcne 
aus  dem  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (67)  ausge- 
schnittenen Hyperpel  genügen  der  Gleichung: 

bc 

Die  Asymptoten  aller  dieser  ausgeschnittenen  Hyperbeln  liegen  dem- 
nach auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden : 


(69) 


( ayz — b cx  = 0 
( ayz-\-bcx  — 0 


Vertauschen  wir  in  diesen  Gleichungen  y mit  x,  so  gehen  dieselben 
über  in: 

( axz  - bey  = 0 

{70)  , , n 
l axz  bey  = 

Das  sind  aber  die  Flächen,  auf  denen  die  Asymptoten  der  Hyperbeln 
des  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (67)  liegeu,  wenn 

71 

man  denselben  um  die  Z- Axe  um  ,y  dreht. 


Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (40)  resultirt  daher  der 
Satz:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei, 
deren  singuläre  Kanten  in  einer  Ebeue  liegen  und  auf  einander  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel',  und  dreht  man  den 

7t 

einen  um  die  Z- Axe  um  « , so  ^eßen  die  Asymptoten  der  aus  beiden 


Digitized  by  Google 


318 


Pabst:  Die  Cona~ Cunei. 


Flächen  durch  Ebenen  parallel  ihrer  Durchschnittslinie  ausgeschnitte- 
nen Hyperbeln  auf  denselben  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden. 

Da  diese  Paraboloide,  wie  beim  geteilten  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cnncus  nachgewiesen  worden  ist,  zugleich  die  einhallende  Fläche 
der  Schaar  von  Cono-Cuneis  bilden,  welche  durch  ihre  Gleichung 
dargestellt  wird,  wenn  der  Parameter  der  aus  einer  solchen  Fläche 
ausgeschnittenen  gleichseitigen  Hyperbel  variabel  ist,  so  kann  man 
diesen  Satz  auch  so  deuten: 

Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei, 
deren  singuläre  Kauten  in  einer  Ebene  liegen  und  auf  einander  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  halben  Para- 
meter a,  so  bestehen  die  cinhüUcnden  Flächen  der  beiden  Flächen- 
schaaren,  welche  durch  die  Gleichungen  der  beiden  Cono-Cunei  dar- 
gestellt werden,  wenn  a variabel  ist,  und  der  eine  um  dio  -Z-Axe  um 

71 

gedreht  wird,  aus  denselben  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden. 


§ 20. 


Als  Gleichung  der  Taugentialebene  im  Punkte  xyz  des  ein- 
fachen geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (67)  ergiebt  sich , wenn 
£,  tj,  £ die  laufenden  Coordiuaten  sind: 


(71) 


y(t)  — y)  c’z*? 

o**s  4*  a**» 


Von  derselben  gelton  analoge  Beziehungen  wie  von  derjenigen  des 
geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus.  Die  Berührungspunkte  der- 
jenigen Tangcntialbenen,  welche  die  vorgelegte  Fläoho  (67)  längs  einer 
ganzen  Erzeugenden  berühren,  liegen  auf  den  Durcbschnittslinien  der 
XZ-Ebenc  mit  der  Fläche.  In  den  Punkten  der  singulären  Kante  giebt 
es  ebenfalls  je  zwei  Tangentialebenen,  welche  durch  die  singuläre 
Kante  gehen  und  mit  der  EZ-Ebene  entgegengesetzt  gleiche  Winkel 
bilden. 


Betrachten  wir  jetzt  das  Volumen  V zwischen  den  Ebenen 
y — 0,  y =■  y0,  * “ *oi  * — ■ 0 und  dem  zugehörigen  Teile  des  ein- 
fachen geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (67),  so  erhält  mau  für 
dasselbe: 

<72)  ^7+^+  pig  (*+y+-) } 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (67)  lässt  sich  diese  Gleichung 
auch  so  schreiben: 
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,,  , , aAsn,,_  /<*yn*o  + 

(73)  F=i*0ä,0^+-ir)g^  ) 


Ferner  folgt  aas  der  Gleichung  (50),  wenn  man  darin:  Y*o* — «* 

durch  — ersetzt: 

*o 


(74) 


V' 


ko  yo  *o 


«*  V,g  ko^o  +gyo\ 
4c  ,g^  a*o  ) 


Vertauschen  wir  in  (73)  x mit  y,  d.  h.  drehen  wir  den  einfachen 

71 

geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (67)  um  die  Z- Axe  um  ,y , so 
geht  diese  Gleichung  Ober  in: 


Setzen  wir  hierin  a = b,  so  resultirt: 

V+V'  — ix0y0z0 

Daraus  fliesst  der  Satz:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyper- 
bolischen Cono-Cunei,  deren  singuläre  Kanten  in  einer  Ebene  liegen 
und  auf  einander  senkrecht  stehen , in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 

und  dreht  man  den  einen  um  die  Z- Axe  um  so  ist  die  Summe 

der  zu  denselben  Coordinaten  r0,  y0,  zq  gehörenden  Volumina  der 
beiden  Flächen  gleich  dem  halben  Volumen  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipedons  mit  den  Kanten  x0,  y0,  z0. 
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l. 

Mehrfach  collinenre  Dreiecke  bei  Kegelschnitten. 

Für  zwei  colliueare  Dreiecke  giebt  es  bekanntlich  stets  einen 
Kegelschnitt,  in  Bezug  auf  welchen  die  beiden  Dreiecke  polarreciprok 
sind.  Wenn  nun  die  Dreiecke  r-fach  collinear  (r  — 2,  3,  4,  6) 
sind*),  so  giebt  es  r solche  Kegelschnitte.  Die  Beziehungen  dieser 
Kegelschnitte  unter  einander  wollen  wir  erörtern. 

Es  seien  dio  Dreiecke  abc  und  123  in  (a,  Äae3)-Collineation. 
Bei  passend  gewähltem  Coordinateusystem  sind  dann : 

bc  : * = 0 23  : \x-\-y-\-z  = 0 

ca  : y = 0 31  : x-\-  i*y-\-z  = 0 

ab  : z ==  0 V2  : x-^-y-j-vz  = 0 

und  der  Kegelschnitt,  in  Bezug  auf  welchen  die  Polarreciprocität 
statt  hat: 

a ys  '1  vz'-\  2rx  -j- 2xy  =0 

Nehmen  wir  nun  nach  einander  die  Fälle  der  mehrfachen  Colli- 
ncation  in  Betracht. 

1.  Die  Dreiecke  sind  auch  in  (a1i3c!!)-Collineation,  wenn  p — v 
ist.  Der  zu  dieser  Collineation  gehörige  Kegelschnitt  ist: 

4 = Aa:2  — f-  s2  — }—  — J—  2 rar  = 1 


*)  Mehrfache  Collineation  von  zwei  Dreiecken.  Gruner’ts  Archiv  Bä.  70. 
Seite  105. 
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also  £ — £,  = (p  — 1)  (y  — z)2,  woraus  folgt,  dass  die  beiden  Kegel- 
schnitte sich  doppelt  berühren,  mit  al  als  Berührungssehne. 

Sehen  wir  nach,  ob  diese  Beziehung,  die  sich  als  notwendig  ber- 
au8stellte,  auch  hinreichend  ist? 

Es  seien  £ und  £,  in  doppelter  Berührung.  Bei  passend  ge- 
wähltem Coordinatensystem  seien  ihre  Gleichungen: 

£,  = = 0 

Der  Tunkt  1 habe  die  Coordinaton  0,  ?/,,  Jj 

j»  ^ » n n 

£ gehöro  zur  («,  £,  zur  (a,i3cs)-Collinoation. 

Daun  wird 

ac  : Ss£+ ■=*  0 (Polare  von  2 bis  £) 

ab:  =0  (Polare  von  2 bei 

Nun  ist  aber  3 einerseits  der  Pol  von  ab  bei  k(l‘a,  %,  £s), 
andererseits  der  Pol  von  ac  bei  £,  ij3,  also  muss 

l2  ■=■  1 folglich  l = — 1 
sein,  (f  — 1 würde  fc,  mit  £ identisch  machen). 

Die  Bedingungen  sind  also: 

a)  £ und  £,  sollen  sich  doppelt  berühren  ; 

b)  die  Summe  der  beiden  Factoreu  (/),  wodurch  £-}-(£,  sich  in 
lineare  Factoreu  zerlegt,  muss  = 0 sein. 

Daun  kann  man  den  Puukt  2 gauz  beliebig,  den  Punkt  1 auf 
der  Berührungssehne  annehmen,  daun  erst  bestimmt  sich  3 eindeutig 
so,  dsss  123  in  Bezug  auf  £ und  £,  dasselbo  Dreieck  zum  polar- 
reciproken  besitzt 

2.  Die  Dreiecke  sind  vierfach  collinear,  wenn  A = p = v ist. 
l<:=lx2-\-hf-\-).z2-\-'2yz-\-l2zx-}r2xy=0  gehört  zur  (a1i8e,,)-Collection 


**=®s-l-iys-l-**+2si3-|-2Asa:-f-2z^— 0 „ 

£3=xs+2/2+A:2+2y;+2=x+2A^=U  „ 

„ («j/y-jGg) 

„ (rtjj/yjCj) 

„ (o^Va) 

also 

Arch.  d.  Math.  Q.  Fhys.  2.  ltöihe,  Teil  II.  2 1 
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*-*,=a-l)(y-*)8  i-t-ti=(l-l)(y~*)(-2*4-y+*) 

k-kä~-(l  -l)(x-y)*  i,— fc,==(A- l)(»-»)<x-hr-2z) 

woraus  mau  ganz  deutlich  die  gegenseitige]Lago  der  vier  Kegelschnitte 
sieht.  Wenn  man  noch  beachtet,  dass  die  Tangente  an  Q vom 
gemeinschaftlichen  Punkte  (1,  1,  1)  der  Berührungssehnon  von  k und 
kg,  k und  it,  k und  ks  sind: 

x-f-«j-}-a2z  = 0 x-j-a2y-|-  az  = 0 


(«  eine  complexe  dritte  Eiuheitswurzel)  kann  man  die  Ergebnisse  so 
aussprochen: 

Die  binare  kubische  Form,  die  = 0 gesetzt  die  drei  Berühruugs- 
selinen  (y  — s — 0,  s — x = 0,  x — y — 0)  darstellt,  hat  die  erzeu- 
genden gemeinschaftlichen  Sehnen  von  kt,  kt,  k3  ( — 2x-f -y-)-s  = 0, 
x — 2j)+z  = 0,  x-\-y — 2z  =>  0)  zur  kubischen  Covariante,  und  die 
Tangenten  zur  Ilcsse’schon  Covariante. 

Wenn  man  aber  diese  Tangenten  und  die  zugehörige  Berührungs- 
sehne zu  Coordinatenaxen  wählt,  werden  die  Gleichungen  einfacher: 


ife  ==  |2+2»?£=  0 oder 

fc1  = 5*+2^+(,-J)  = 0 
kg  = |,  + 2ij£-|-(<‘*2J-«0*  = 0 
t3  = ^+2,f-f(«,-«2£)2  = 0 


A-==£2  + 2»,£  = 0 
h=  £2-f-  Jj2-f-  J2  = 0 
kg  = |2-|-a»;2-)-o[2£2  ■=■  0 
A3  ==  ?2  + aV  + n£2  = 0 


die  Gleichungen  erscheinen  in  reeller  Form , wenn  mau  statt  r/,  £ 
resp.  mit  ij-|-£<  und  — ij-j-£f  proportionale  Grössen  einführt. 

Der  Punkt  1 kann  auf  der  Geraden  17  — f = 0 beliebig  gewählt 
werden,  dadurch  aber  bestimmt  sich  123  eindeutig  so , dass  die  zu- 
gehörigen polarrociproken  Dreiecke  identisch  werden. 

3.  Die  Dreiecke  sind  in  (a,iscs)  -,  («s 4,0,)  -,  (a,  4,  c2)-Colli- 
neationen,  wenn  kfiv  = 1 ist. 


*1=Ax2-|-ftj2+vz2-}-2yz-)-2zx-{-2xy=0  gehört  zu  (a142c3)-Collineation 
fcj=x2-j-(«j2-ffivz2-(-2ftvjz-t-2zx-f2fixy=0  „ „ (ttgigCg)-  „ 

A-3=x2-f(*v#2-fvz2-f2fiv^z4-2vzx+2x^=0  „ „ „ 


Diese  Kegelschnittte  berühren  sich  im  Allgemeinen  nicht.  Be- 
ziehen wir  die  beiden  ersten  auf  ihr  gemeinschaftliches  Poldreieck. 
Ihre  Gleichungen  seien: 
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*=**-H*-B*-o 

ks  = f £2 Tn?)2 -}- ti£2  = 0 

Die  Coordinateu  von  1.  seien  f„  rjv  £,.  Dann  sind: 

4e:  + = 0 

ni  : + = 0 


Die  Coordinaten  von  3:  /£„  »f 
Die  Coordinaten  von  2:  1,1 , 

l m n 


(Polare  von  1 bei  /;,) 
(Polare  von  X bei  ka) 

(Pol  von  ab  bei  £,) 
(Pol  von  bc  bei  &,) 


Nun  aber  wird  ac  einerseits: 
f2£i?  + + «2itJ  = 0 (als  die  Polare  von  3 bei  kt 

andererseits : 


: 0 (als  die  Polare  von  2 bei  kt) 


es  muss  also  sein 

l3  = m3  = n3  (=  1,  wie  wir  annchmen) 

Zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  sind  zu  unterscheiden: 

a)  l ==  m = 1,  n — a, 

dann  sind 

fc1  = |»  + ,*  + J»  = 0 
*,==£*+11*+ «£*~0 
. *3==  |2-f,;2-f«2J2  = 0 

diese  können  aber  nicht  in  reelle  Form  Ubergcfiihrt  werden. 

b)  1=1,  m — «,  7»  = «2, 

dann  sind 

i,S«»+,2+£2  = 0 

ks  = |2-j-a27)2-f-a£2  = 0 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  kubische  Gleichung,  deren  Wur- 
zeln l,  m,  n sind,  eine  reine  Gleichung  wird.  Dies  bedingt  das 
gleichseitige  Verschwinden  der  beiden  wohl  bekannten  simultanen 
Invarianten,  die  bei  Salmon  mit  & und  &'  bezeichnet  werden. 


Zu  den  obigen  drei  Kegelschnitten  kann  ein  vierter  auf  dreierlei 
Art  so  bestimmt  werden,  dass  das  System  der  vier  Kegelschnitte 
vierfach  polarreciproke  Dreiecke  zulässt  Diese  Kegelschnitte  sind: 


■_li  . T . 
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*4  = Sf  + 2i/f  — 0,  *s  = i?*+J4  = 0,  X-c  = J2  + 2^  = 0 

Die  sechs  Kegelschnitte  endlich  bilden  ein  System,  in  Bezug  auf 
welches  die  Dreiecke  123  und  alte: 


23: 

“S+’l  + Ü = 0 

bc 

«H+v+i-o 

31  : 

4+o,+f  = 0 

ca 

— 0 

12: 

4+ij+of  = o 

al) 

= £ + ’)  + = 0 

sechsfach  polorreciprok  sind. 

Unter  den 

G Kegelschnitten  giebt 

es 

höchstens  vier  reelle 

beiden  Dreiecke  sind  immer  imaginär. 

Klausenhurg  (Ungarn)  1884  Februar. 

J.  Välyi. 


2. 

Ueber  drei  geometrische  Kreisörter. 

Bei  der  Construction  von  Dreiecken  aus  gegebenen  Stücken 
spielt  die  Lehre  von  den  geometrischen  Oertcrn  eine  wichtige  Bolle. 
Wenn  ich  im  folgenden  auf  drei  solche  Oerter  die  Aufmerksamkeit 
lenke , so  bin  ich  weit  entfernt  zu  behaupten , dass  dieselben  nicht 
schon  anderweitig  bekannt  seien-,  indessen  habe  ich  sie  in  keinem 
der  bekannteren  Werke  über  elementare  Geometrie  angetroffen.  Auch 
dürfte  die  analytische  Ableitung  derselben,  wenigstens  meines  Wissens, 
mir  eigentümlich  sein.  Ich  gehe  nun  an  die  Formulirung  der  Auf- 
gabe: 

„Wenn  bei  constantcr  Basis  uud  coustautcm  ltadius  des  um- 
schriebenen Kreises  eines  Dreieckes  der  Scheitel  des  Dreieckes  sich 
längs  der  Peripherie  des  Kreises  bewegt,  so  ist  die  Frage  nach  den 
geometrischen  Oerteru,  welche  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes,  der 
Durchschnittspunkt  seiner  Höhen  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke eingeschriebenen  Kreises  beschreiben.“ 

Das  System  rechtwinkliger  Coordinaten  werde  für  alle  drei  Fälle 
so  gelegt,  dass  die  X-Axe  mit  der  Basis  des  Dreieckes  zusammen- 
fällt, während  die  i'-Axc  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
enthält.  Der  Punkt  A der  Basis  habe  die  Coordinaten  (—p,  0),  der 
Punkt  B (+;>,  0).  Der  Scheitel  des  Dreieckes  besitze  die  variablen 
Coordinaten  (*„  yj);  endlich  sei  die  Gleichung  des  Kreises: 
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(1)  (»-«)*+*>-=»•* 
p und  2 sind  an  die  Bedingung  gebunden: 
pa+22  “ 

Nimmt  man  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  S | und  r/, 
so  ist  bekanntlich 


Da  nun  ar,  und  y,  einem  Punkte  des  Kreises  angeboren,  also 
die  Gleichung  (1)  identisch  erfüllen  müssen,  so  ergibt  sich  für  den 
geometrischen  Ort  als  Gleichung 

M) +«■-(;)’ 

eiu  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfer- 
nung ^ sich  befindet,  und  dessen  Radius  gleich  dem  dritten  Teile 
des  Radius  des  umschriebenen  Kreises  ist. 

Es  sei  H der  Schnittpunkt  der  Höhen , seine  Coordinaten  | und 
tj ; übrigens  sei  alles  wie  zuvor ; für  I und  rj  findet  sich : 


Aus  der  Gleichung  (1)  aber  folgt: 

pi  — xJt  = y1t  — 2m 

mithin 

V = yi  — t'l 

und  daher  also  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

P+ (*+«>■  - r» 

d.  i.  ein  Kreis,  der  mit  dem  umschriebenen  gleichen  Radius  hat,  und 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfernung  — q liegt. 

Etwas  schwieriger  gestaltet  sich  der  Beweis  für  den  dritten  Fall 
den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes  des  eingeschriebenen  Kreises 
betreffend,  da  das  Auftreten  von  Wurzelgrössen  weitläufige  Rech- 
nungen notwendig  macht.  Indessen  ist  es  mir  gelungen  durch  einige 
einfache  geometrische  Betrachtungen  die  Auflösung,  wie  ich  glaube, 
möglichst  einfach  zu  gestalten. 
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Ans  der  bekannten  Gleichung  für  die  Grösse  des  Radius  des 
einem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  folgt  für  an  «=  q der  Wert 




2p  +Vffi*  + (*i  — J>)*+ Vtt* + (x,  +/>)z 

Schafft  mau  die  Wurzelzeichen  weg,  und  drückt  mit  Hilfe  der  Glei- 
chung (1)  alle  x,  durch  yx  aus,  so  resultirt  folgende  Bcdingungs- 
glcichung : 

ij*+2(r  — q)tj 
’ r — q 

Andrerseits  muss  der  Punkt  io  aus  leicht  einzusehenden  Gründen  immer 
auf  der  Geraden  CO'  liegen,  deren  Gleichung  lautet: 

ß)  ,-&±pÄ.+,-r 

®i 

Eliminirt  man  mit  Hilfe  von  (1)  aus  (,ß)  die  Grösse  x, , setzt 
ferner  x = { und  y = i?  aus  der  Gleichung  (o),  so  wird 

— P*  ±P  Vrs— 384-yi(r+9)  , _ yi+r-<z  t 

r + 1 Vr*-  (jr,—  q)1 

nach  gehöriger  Reduction  folgt  hieraus 

p*  I» 

<jf  + r r + q + <Ji 

Ersetzt  man  hierin  den  Wert  y,  durch  i)  gemäss  («),  so  findet  sich 
als  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

4“  -f-  (»7  + tZ)2  =*  2 r(r  — q) 

d.  i.  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  uutcren  Durchschnitt  des 
umschriebencu  Kreises  mit  der  Ordinatenaxe  liegt  ( O') , und  dessen 
Radius  gleich  ist  AO'. 

Der  Beweis  für  den  letzteren  Ort  lässt  sich  auch  unschwer  syn- 
thetisch führen.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Dreieckswinkel  in  ge- 
wohnter Weise  mit  «,  ß,  y,  so  ist 

VAO'  = \ 

Nennt  man  einen  Basiswinkel  des  gleichschenkligen  Dreieckes 
AaO'  ifi,  so  ist  wegen 

Wkl.  AO'  C = ß 
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tp  = 90° — ? 

und  daher 

Wkl.  coA F =■  i \>  — | =90° — - 2" - = ^ w.  z.  b.  w. 

Es  würde  mich  zu  weit  führen  alle  Fälle  anzuführeu,  in  denen 
vorstehende  Oertor  sehr  oinfache  und  eleganto  Dreiecksconstructionen 
erlauben;  es  genüge  nur  für  den  letzton  Fall  drei  Aufgaben  dieser 
Art  anzufübren: 

Von  einem  Droiocke  seien  die  Radien  des  um-  und  eingeschrie- 
benen Kreises  und  die  Basis  oder  ihr  Gegenwinkel  gegeben;  oder: 
von  einem  Dreiecke  sei  die  Basis,  die  Summo  der  Schoitelseitcn  und 
der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  gegeben.  In  diesen  Fällen 
erlaubt  der  letzte  gcomotrischo  Ort  eine  weit  einfachere  Coustruction 
als  dies  mit  Hilfe  der  Rcchnuug  und  uaehheriger  Constructiou  der 
berechneten  Formel  geschehen  kann. 

Karl  Zelbr, 

Assistent  der  k.  k.  Stcrnwarto  zu  Wien. 


3. 

lieber  die  vollkommenen  Zahlen,  insbesondere  über  die  bis  jetzt 
zweifelhaften  Fälle  2<0.(2«  — 1),  246.(247  — 1)  und  26*.(2M  — 1). 

In  einem  Aufsatze  von  Krafft  über  die  numeri  pcrfecti  (Comm. 
Potrop.  T.  VII.  p.  7—14.)  giebt  dieser  im  Ganzen  zehn  solcher  Zahlen 
an,  als  die  einzigen  bekannten.  Die  vollkommenen  Zahlen  (uumeri 
pcrfecti)  sind  bekanntlich  solche,  für  welche  die  Teilersummc  der 
Zahl  gleich  dieser  Zahl  selbst  ist  Die  einfachste  dieser  Zahlen  ist 
6 = l-|-2-|-3;  die  allgemeine  Formel  ist  2"(2“+1 — 1)  = N und 
zwar  mit  der  Bedingung,  dass  der  zweite  Factor  eine  Primzahl  ist 
Bildet  man  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung  die  Divisorensummo 
von  2".(2"+I — 1),  so  erhält  man  für  diese  (2"+*  — 1).2M+1,  mithin 
das  Doppelte  von  N.  Zieht  man  von  der  Divisorensumme  iV  selbst 
ab,  um  die  Summe  der  aliquoten  Teiler  zu  erhalten,  so  ist  letztoro 
demnach  gleich  N. 

Die  von  Krafft  aufgeführten  zehn  numeri  pcrfecti  sind  nun 
2.(2* — 1),  22 (23  — 1),  2*(2S— 1),  26(27  — 1),  212(21S—  1),  216(217— 1), 
2i8(2i9_i),  230(2«  — 1),  210 (241 — 1)  und  2*6(247  — 1). 
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Für  die  Zahlen  21 2 — 1 bis  219 — 1 ist  ihre  Eigenschaft  als  Prim- 
zahlen sofort  zu  constatiren;  231 — 1 = 21474836-17  hat  L.  Euler 
als  Primzahl  erwiesen,  und  ich  fand  dies  dadurch  bestätigt,  dass  für 
die  vier  zusammengehörigen  Formeuclassen  (1,0,13398);  (22,0,609); 
(58,  0,  231);  42,  0,  319)  nur  eine  cinzigo  quadratische  Darstellung 
möglich  ist,  nämlich  22.70012-)- 609.13252.  Euler  selbst  bat  den 
Nachweis  dadurch  geliefert,  dass  er  die  Zahl  durch  sämmtlichc  Prim- 
zahlen von  den  einzig  möglichen  Formen  248e-j-l  und  218 - 63 
bis  zu  der  Quadratwurzel  hin  dividirte,  ohne  dass  irgend  einmal  der 
Divisor  anfging. 

In  Betreff  der  Zahlen  2" — 1 und  217 — 1 bemerkt  Krafft,  dass 
Euler  in  einer  gelegentlichen  Bemerkung  diese  für  Primzahlen  erklärt 
habe.  Ich  fand  mich  nun  bewogen,  nachdem  ich  schon  vorher 
2 34  — 1 = 223.616318177  und  243-l  = 431.20408568497  gefunden 
hatte '),  auch  jene  beiden  oiiier  Prüfung  zu  unterwerfen.  Es  sei  mir 
gestattet,  das  hierbei  beobachtete  Verfahren  für  eine  der  beiden, 
etwa  247 — 1 kurz  anzugeben. 

Durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus247—l  = 140737  488355327 
findet  man  2«— 1 = 118632832-t-4817238.12. 

Da  nun  jeder  Prim-Divisor  von  2"  — 1,  wenn  n eine  Primzahl 
ist,  die  Form  2«z-j-l  haben  muss,  also  für  247 — 1 die  Form  94s-)-l, 
mit  anderen  Worten,  da  jeder  Divisor  = 1 (47)  ist,  so  muss  auch 

— 47  quadratischer  Rest  jedes  Divisors  sein.  Es  kam  also  darauf 
an,  aus  obiger  quadratischen  Darstellung,  deren  Determinante 

— 4817238  ist,  eine  andere  zu  gewinnen,  deren  Determinante  den 
Factor  47  enthielt.  Setzt  man  zu  dem  Ende  (11863283  — a)2  statt 
118632832,  so  hat  man  als  Ausgleich  zu  dem  zweiten  Gliede 
2.11863283« — «2  zu  addiren.  Für  « = 12  wird  dann  der  neue 
Wert  des  zweiten  Gliedes  s 0(47)  und  die  weiteren  Werte  für  «, 
unter  welchen  diese  Congruenz  fortbesteht,  sind  durch  die  Form 
47x-|-2  bestimmt.  So  findet  man  unter  anderen 

247 — 1 = 1 1 863 081* + 2 . 3 . 43 . 47  (629*) 

Behält  man  jetzt  für  dio  Detcrminanto  die  Factoren  3.43.47  bei,  so 
muss  von  da  an  für  « die  Form  6063x  + 1643  gebraucht  werden, 
damit  das  zweite  Glied  = 0(3.43.47)  bleibt.  Es  ergiebt  sich  dann 
ferner  als  Darstellung 

247  — 1 — 11 843  2492-j- 2. 3. 43. 47. 17. 37. 73. 853. 


1)  Zur  Zeit  war  mir  unbekannt,  dass  Krafft  in  dem  citirten  Aufsätze  diese 

beiden  Zerlegungen  schon  angiebt. 
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Auf  diese  beiden  Darstellungen  soll  sich  die  Untersuchung  im 
weitereu  Verlaufe  gründen.  Das  zweite  Glied  oder  genauer  gesprochen, 
der  Coefficient  der  zweiten  Glieder  ist  unter  Hinzunahme  des  Vor- 
zeichens (— ) in  beiden  Fällen  nichts  anderes,  als  die  Determinante. 
Erwägt  man  noch,  dass  217 — 1 mit  2 multiplicirt  sich  schreiben 
lässt  (22*)2 — 2.12,  dass  also  —2  für  sämmtliche  Divisoren  Rest  sein 
muss,  so  können  diese  nur  den  Formen  8«-|-l  oder  8«  -|-  4 angeboren. 
Sei  also  N = 21'  — 1,  und  F ein  Factor  von  iV,  so  folgt  aus  der 

ersten  Dasstellung,  dass  j und  zugleich  ==  + 1 oder  -=  — 1 
ist,  da  jaf^J  stets  = -j-l  ist. 

Aus  der  zweiten  Darstellung  ergiebt  sich  dann  ferner,  dass  für 

(5>  ©•  ® - (m) 

die  Anzahl  der  Nichtresto  eine  gerade  sein  muss.  Die  Anzahl  der 
möglichen  Prinidivisoren  ist  somit  wesentlich  verringert,  und  mau 
findet,  wenn  mau  für  die  zurückblcibende  dio  Division  ausführt, 
A = 3351.59862819377.  In  ähnlicher  Weise  findet  man 
211  — 1 = 2199023255551  = 13767.164511353. 

Endlich  untersuchte  ich  noch  253 — 1 und  fand  dies  gleich 
9007199254740991  — 69431.129728784761. 

Beiläufig  sei  erwähnt,  dass  in  allen  diesen  Zerlegungen  der  zweite 
Factor,  sowol  wie  der  erste  Primzahlen  sind. 

Als  Resultat  der  Untersuchungen  ergiebt  sich  demnach,  dass  die 
aufeiuauderfolgeuden  Zahlen  237  — 1,  211  — 1,  213  — 1,  217  — 1,  253 — 1 
keine  Primzahlen  sind  und  dass  also  dio  vollkommenen  Zahlen  bis 
jetzt  auf  die  bekannten  acht  beschränkt  bleiben  müssen,  nämlich 

2(22 — 1),  22(23 — 1),  2*(2S — 1),  26(27 — 1),  2*2(2*3  — 1),  2*ö(217 — 1), 
2«  (2*9-1),  230(231  — 1). 

Soelhoff. 


4. 

Zur  Analyse  sehr  grosser  Zahlen. 

In  dem  Folgenden  möchte  ich  vorläufig  nur  kurz  eine  Methode 
angeben,  welche  die  Schwierigkeiten  der  Analyso  sehr  grosser  Zahlen 
weuigsteus  bedeutend  vermindert.  Ich  habe  hierbei  Zahlen  im  Auge, 
welche  über  1000  Million  hinausgehen ; denn  bis  zu  dieser  Grenze 
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uml  in  manchen  Fällen  auch  noch  darüber  hinaus  verdienen  die  von 
mir  der  Mehrzahl  nach  erst  gefundenen  ccal60  Determinanten,  welche 
sämtlich  für  die  entsprechenden  Zahlcugattnngcn  nur  Darstellungen 
in  der  Form  (m,  o,  n)  zulassen,  bei  weitom  der  Vorzug. 

Die  Methode  besteht  wesentlich  dariu,  eine  Anzahl  von  einfachst 
möglichen  Determinanten  auf  leichte  Weise  zu  gewinnen,  vermöge 
deren  sich  dio  in  Frage  kommenden  Primdivisoren  je  auf  die  Hälfte 
reducireu  lassen,  so  dass  also  beispielsweise  sich  deren  Anzahl  hei 

10  Determinanten  bis  auf  den  1021  teu  Teil  vermindert.  Ich  lege 
zu  ihrer  Auseinandersetzung  eine  bestimmte  Zahl  zu  Grunde,  um  mich 
kurz  fassen  zu  können;  es  sei  dies 

JV—  2“*+l  = 1 8 • 446 744 • 073  709  ■ 551 617. 

Setzt  mau 

N = (4  294  967  296  — er)2 + (8  589  934  592  — n)  « + 1 

und  nennt  das  erste  Glied  rechts  A,  die  beiden  anderen  zusammen- 
genommeu  B,  die  beiden  Teile  + uud  Bs , so  handelt  es  sich  darum, 

11  als  ein  Product  in .n...b*  darzustellen,  wobei  daun,  jenachdcm  B 

positiv  oder  negativ  ist,  die  gesuchte  Determinante  wird 

Die  Primzahlen  m,  «...  uud  ebenso  die  Functionen  von  4!  können 

nur  solche  sein,  für  welche  u.  s.  w.  = +1  ist.  In 

unserem  Falle  ist  dies  zunächst  13.  Man  hat  aber  B1  = b(l3). 
Setzt  man  daher  (5  — «)«  = — 1(13),  damit  das  ganze  B durch  13 
teilbar  wird,  oder  auch  statt  5 die  congruente  Zahl  — 8,  so  ist  dio 
Congrucuz  «2-]-8«  = 1 (13)  zu  lösen.  Es  sei  zu  diesem  Zwecke 
« — — 4+s,  so  ergiebt  sich  z* — 4 = 0(13)  uud  z = +2,  also 
« = — 4 + 2 oder  = 13u-j-7  oder  11,  Ferner  hat  man  Bi  = 57  (13ä). 
Setzt  mau  wieder  (57  — «)«  = — 1 (13-')  oder  a2-j-112«  = 1(132) 
uud  a = — 56 + z,  so  findet  man  z2 — 95  = 0(132)  und  z = +67, 
also  «=  — 56  + 67  = 13*u  + ll  oder  46. 

Für  « = 13« + 7 oder  11  oder  für  « = 132u  + 11  oder  46  wird 
also  B stets  den  Factor  13,  resp.  135  haben.  Bestimmt  man  den 
Wert  von  a in  gleicher  Weise  für  die  übrigen  hierher  gehörigen 
Primzahlen  bis  ICO  oder  200,  so  lassen  sich  leicht  Combinationcu 
linden,  um  gleichzeitig  eine  Anzahl  von  bestimmten  Factoreu  resp. 
von  deren  Quadraten  in  B einzuführen,  so  dass  dio  neuen,  sich  noch 
ergebenden  Faetoren  nicht  zu  gross  werden.  Diese  selbst  kann  man 
daun,  da  sich  die  Wurzeln  der  betreffenden  Congruenz  sofort  ergeben, 
selbst  mit  in  die  Reihe  der  übrigen  aufnehmen.  Jenachdcm  man  nun 
den  Wert  für  « positiv  oder  negativ  gewählt  hat,  wird  die  Deter- 
minante negativ  resp.  positiv. 
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Da  diejenigen  Factorcn  m ausgeschlossen  waren,  für 

/N\ 

1—1  = — 1 ist,  so  setze  mau  ferner 

iV=  2 = 2(3037000499  — o) 2 -{-2(6074  000908  — «)« 
+ 11857053615 

und  nenne  wieder  die  Teile  rechts  A und  B,  resp.  71,  und  ß. 


welche 


/2iV\ 

Jetzt  treten  die  Primzahlen  m ein,  für  welche  1—1  = + l ist. 

Die  erste  ist  3.  Man  hat  D,=  l(3)  und  D2  = 0(3),  also  ist  die 
Cougrueuz  2(a2  + 2a)  = 0(3)  oder  o2  + 2a  = 0(3)  zu  losen.  Zu 
dem  Ende  sei  « = — 1 +-,  dann  ist  z=  + 1,  woraus  a = 3«+0 
oder  1 folgt.  Ferner  ß,  = 7 (32)  und  ßt  = 6 (3-),  mithin  2 (n2  + 2a) 
==  6 (32)  oder  «-  + 2«  = 3 (32).  Man  erhält  a = 32u  + 1 oder  6 u.  s.  w. 

Achnlich  kann  mau  noch  für 


A7  — 3 (24  797  000  524  — a)2  + 3 (4  959  401 048  — a)  a + 7 531 927  889 

u.  s.  w.  verfahren,  wobei  jedesmal  eino  Anzahl  der  früheren  Prim- 
zahlen austritt,  um  durch  andere  ersetzt  zu  werden.  Es  ist  wol  kaum 
nötig,  zu  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  der  jedesmaligen  Cougrueuz 
so  umzu  formen  ist,  dass  sie  sich  zunächst  durch  deu  gewählten 
Factor  a in  a.A  toilon  lässt. 

Auf  diese  Weise  erhielt  ich  für  dio  vorliegende  Zahl  unter  anderen 
folgende  Determiuauten,  deren  Vorzeichen  weggelasscn  ist,  weil  dio 
Zahl  von  der  Form  4m + 1 ist. 


3.11.67.157.673 

3.13.31.599.1069 

13.17.29.317.421 

3.5.13.97.563.757 

13.191.2777 

41.97.1597 

3.5.397.2113 

3.7.19.421.3041 

13.163,193.1091  u.  s.  w. 

Aus  dem  Canon  aritbmeticus  von  C.  G.  J.  Jacobi  kann  man  ohuo 
Weiteres  für  diu  Primzahlen  bis  1000  dio  quadratischen  Koste  ent- 
nehmen und  benutzt  mau  die  Determinanten  mit  grösseren  Factoren 
erst  gegen  Endo  hiu,  so  machen  auch  diese  keine  besonderen 
Schwierigkeiten. 
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Dies  ist  in  kurzen  Umrissen  die  Methode,  um  die  Determinanten 
zu  linden;  wie  dieselbe  benutzt  wird,  um  die  nicht  geeigneten  Prim- 
zahlen auszuscklicsseu,  kann  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 

Was  nun  den  speciell  vorliegenden  Fall  anderweit  betrifft,  so 
hatte  ich  schon  früher  festgestellt,  dass  a*54 1 keine  Primzahl  ist 
und  ich  vermutete  ferner  auf  Grund  einiger  Untersuchungen,  dass 
einer  der  Factoren  nicht  allzu  hoch  sein  würde.  Meiuo  Prüfung  er- 
streckte sich  daher  mit  Hülfe  obiger  Determinanten  auf  die  Zahlen 
bis  400000,  und  ich  blieb  zuletzt  bei  den  Zahlen  211969,  267649 
und  274177  stehen,  deren  letzte  ein  Divisor  von  264-(- 1 ist.  Man 
hat  nämlich,  wio  bereits  von  M.  Landry  (Mondes  2.  Serie  LII.)  ge- 
funden: 


18446744073  709551617  = 274177.67  280421310721 

Bis  jetzt  kennt  mau  von  den  Zahlen  22**  -J—  1 vier  als  zusammen- 
gesetzte : 

2*6  -|-1  mit  dem  Factor  641.  (L.  Enler.  Memoires  de  Berlin. 

Aunee  1772). 

2ä'2  + l mit  dem  Factor  114689  (Bulletin  de  1’  Ac.  des  Sciences 
23  <St.  Petersburg  1878  u.  1879. 

2-  -|-1  mit  dem  Factor  167772161  f j Pcrvouchine. 

2S~  +1  mit  dem  Factor  274177. 

direct  analysirt  sind  die  erste  und  letzte. 

Beiläufig  erwähne  ich  noch  die  beiden  Darstellungen  als  Summe 
zweier  Quadrate. 

264  + 1 =-  4 294  967  296* +1 

4016  803  256* -f  1 438  793  759*. 

Bremen,  März  1885.  P.  Scolhoff. 


5. 

Bemerkungen  über  Gleichung  saut)  tisung. 

1. 

Die  Methoden,  Gleichungen  aufzulösou,  wie  sehr  sie  auch  im 
Einzelnen  von  einander  abweichon  mögen,  haben  doch  das  Eine  ge- 
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meinsam:  Sie  beruhen  sämtlich  in  letzter  Instanz  auf  irgend  einem 
unendlichen  Proccss,  der  zur  Grenze  führt.  [Dass  der  Process  in 
hesondern  Fällen  auch  abbrecheu  kann,  ist  bekannt.]  Dieses  gilt  für 
die  sogenannten  exacten  Methoden , welche  in  dor  Rcduction  der 
Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  auf  Wurzelgrössen  bestehen,  ganz 
ebenso , wie  bei  dem  Newton’schon  Näherungsverfahren  oder  bei 
Lagrange’s  Entwicklung  einer  Wurzel  der  Gleichung  in  eineu  Ketten- 
bruch. 

Die  folgende  Bemerkung  bezieht  sich  auf  alle  derartige  Algo- 
rithmen und  hat  den  Zweck , die  überaus  grosso  Maunichfaltigkeit 
denkbarer  Methoden  der  Gleichungsauflösung  zu  veranschaulichen. 

Sei  — 0 die  Gleichung,  um  deren  Auflösung  es 
sich  handelt,  so  bringe  mau  dieselbe  auf  irgend  eine 
Weise  auf  die  Form 

X = cp(x), 

[was  sich  auf  unendlich  viele  Arten  bewerkstelligen  lässt.] 

Alsdann  wähle  man  einen  beliebigen  Anfangswert 
x„  und  bilde  dann  vermittelst  der  Function  rp  succes- 
sive  die  Koihe  von  Werten: 

x,  = <J>(x0) 
xä  = <jp(x,) 

*a  “ f(*ä) 

»•*+1  = <p(xn) 


Erweist  sich  sich  die  gefundene  Reihe  als  eine 
einem  bestimmten  Grenzwert  zustrebendo  Zahlenfolge, 
so  ist  der  Grenzwert  eine  Wurzel  der  gegebenen  Glei- 
chung. 

Der  Beweis  dieser  Behauptung  folgt  uumittelear  aus  den  Prä- 
missen. 


2. 


Die  Bestimmung  der  Wurzeln  einer  Gleichuug  kann  entweder 
direct  in  Angriff  genommen,  also  ein  dazu  dienlicher  unendlicher 
Process  aufgestcllt  werden,  oder  man  reducirt  die  gegebene  Glei- 
chung zunächst  auf  eine  andere,  deren  Auflösung  bereits  bekannt 
ist.  Dieses  letztere  Verfahren,  die  Reduction,  ist  es  nun,  welches 
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vorzugsweise  gemeint  wird,  wenn  man  von  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen spricht  Man  weiss,  auf  wie  mannichfaltigo  Weise  sich  die 
Reduction  der  Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  auf  Wurzelgrössen, 
also  auf  die  binomische  Gleichung  x " — w,  bewerkstelligen  lässt. 

Das  hohe  Interesse  dieser  lteductioncn  (Auflösungen)  für  den 
Mathematiker  ist  wohl  vornehmlich  in  dem  Umstande  begründet,  dass 

U 

die  Function  y«j  nur  von  der  cinzigenVariabelnir  abbängt, 
falls  man  nämlich  den  Wurzelexponenten  n nicht  ebenfalls  als  einen 
Paramater  des  Problems  ansehen  will. 

Mau  kann  aber  auch,  wie  seit  Jerrard’s  Entdeckung  betreffs  der 
Gleichung  fünften  Grades  bekannt  ist,  die  Gleichungen  der  fünf  er- 
sten Grade  auf  Functionen  von  nur  einer  Variabein  zurückführen, 
nämlich  auf  die  trinomischen  Gleichungen  zH  — s = w. 

Allerdings  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  die  Auffassung  der 
Wurzeln  der  Gleichung  s" — * = w als  Functionen  nur  eines  Pa- 
rameters als  eine  künstliche,  eigentlich  nicht  ganz  zutreffende  ange- 
sehen werden  muss;  denn  w ist  im  Allgemeinen  eine  complexe  Grösse 
und  eine  Function  einer  complexcn  Veränderlichen  u -f- w 

wird,  wenn  man  die  Berechnung  durchführt,  in  den  meisten  Fällen 
(nicht  immer)  doch  schliesslich  von  Functionen  zweier  Argumente 
abhängig. 

Die  Function  \'w  dagegen  lässt  sich,  wie  mau  weiss,  auf  die 
Form  bringen: 


also  das  Product  zweier  Functionen  je  eines  linearon  Arguments 
darstellen,  und  hierin  allein  beruht  meines  Erachtens  der  theoretische 
Vorzug  der  Reduction  einer  Gleichung  auf  Wurzelgrössen  vor  der 
Reduction  auf  beliebige  andere  Functionen  nur  eines  complexeu  Ar- 
guments, wie  beispielsweise  auf  die  Wurzeln  der  Gleichung  zu—z—te. 

3. 

Der  folgende  Algorithmus,  welcher  zur  Berechnung  der  Wurzeln 
der  Gleichung  z"  — z — w dient,  scheint  mir  aus  mehreren  Gründen 
bemerkenswert. 

Berechnet  man  vermittelst  der  Formel 

n 

z*+l  = V»e-|-Zt 
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indem  man  von  einem  beliebigen  Anfangswerte  s0  ausgebt  und  einen 

H 

beliebigen  von  den  » Wnrzelwerten  /,  aber  stets  denselben,  be- 
nutzt, successivo  die  Reihe  z,,  z»,  z3,  ...,  zi,  ...,  so  convergirt 
dieselbe  zu  einem  bestimmten  Grenzwert,  und  dieser  ist  eine  Wurzel 
der  gegebenen  Gleichung. 

Da  ich  im  Besitz  eines  allgemeinen  und  stringenten  Beweises 
dieser  Behauptung  noch  nicht  bin,  so  wäre  es  nicht  undenkbar  (wie- 
wol  mir  unwahrscheinlich),  dass  dieselbe  noch  eingeschränkt  werden 
müsste. 

Vielleicht  genügt  Folgendes  zur  Verification  derselben. 

a)  Für  w = 0 ist  der  Satz  richtig.  Sei  nämlich  z0  = $„«•'*•  der 
beliebige  Anfangswert,  so  folgt  leicht,  wenn  man  jedesmal  den 
vteu  der  n Wurzel  werte  wählt, 


2 V7l 

also  für  h = oc,  Srx)=  z = e‘  n — X 


Das  giebt  für  v = 0,  1,  2,  ...  n — 1 in  der  Tat  » — 1 der  » Wurzeln 
der  Gleichung  z"  — z = 0.  Die  Wurzel  z = 0 folgt  freilich  hieraus 
nicht  und  bleibt  demnach  auf  diesem  Wege  unerreich- 
bar. 


b)  Es  ist  leicht  für  einen  beliebigen  positiven  reellen  Wert  ir 
die  reelle  Wurzel  der  Gleichung  auf  diesemJWcge  numerisch  zu  be- 
rechnen. 

5 

^Beispiel,  z1 — z =■  100,  also  z — VlOO+z. 

Ich  setze  willkürlich  zq  = 1000,  so  folgt: 

zi  = 4,0576 
zs  — 2,5320 
z3  =.  2,5245 
z4  = 2,5244. 

Also  ist  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  so  genau,  als  cs  sich 
vermittelst  fünfstelliger  Logarithmen  ausführen  lässt,  gefuudcn. 

Anmerkung.  Für  complcxe  Grössen  verliert  dieser  Algo- 
rithmus viel  von  seiner  Einfachheit,  weil  die  jedesmalige  Separation 
des  Reellen  und  Imaginären  Umstände  macht.  Mau  könnte  dem- 
selben aber  seine  Einfachheit  erhalten,  wenn  man  im  Besitz  einer 
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Tafel  wäre,  in  welcher  die  Logoritbmen  complcxer  Zahlen  (für 
die  Basis  10)  zusammcngestellt  sind.  Die  Aufgabe,  eine  derartige 
Tafel  zu  construircn  ist,  wenn  man  sich  auf  eine  geringe  Anzahl  von 
Deeimalstellen  beschränkt,  ganz  gut  durchführbar,  uml  würden  solelio 
Tafeln  bei  der  steigenden  Wichtigkeit  der  Theorie  der  conformen 
Abbildungen  für  die  Physik  auch  sonst  von  Nutzen  sein. 

4. 

Der  soeben  betrachtete  Algorithmus  kann  mit  Leichtigkeit  auf 
jede  beliebige  Gleichung  ausgedehnt  werden,  indem  man  sie  auf  die 
Form  bringt: 

» 

2 = VojC'1-1  -f-  -j- ...  -{-  o,. ; 

derselbe  ist  aber  nur  einer  unter  vielen,  welcher  freilich  durch  den 
Umstand,  dass  er  ii-deutig  ist  und  daher  (falls  er  convergirt)  sämt- 
liche Wurzeln  der  Gleichung  geben  kann,  einen  Vorzug  vor  andern 
zu  haben  scheint. 

Um  zu  zeigen,  dass  auch  andere  Formeln  zur  Grenze  führen 
können,  möge  das  Beispiel 

s2 — 2s  — 35  = 0 

betrachtet  werden.  Hieraus  folgt  unter  Andern: 


Die  Benutzung  dieser  Formel  liefert  für  den  willkürlichen  An- 
fangswert = oo : 

20=cc,  33=19,5,  24=11,4,  zü—i, 8,  2I()— 7,4,  2J2=<,2,  sj4=7,1 
3j*=2,  2j=3,/,  Z5— 5,  33— C,o,  Sjj— 6,7,  2jtj— 6,9,  Zj j 6 ,y ri 

Also  nähert  sich  diese  Folge  von  Werten  der  Wurzel  3 = 7. 

sa 35 

Benutzt  mau  dagegen  die  Formel  z =*  * — --  beispielsweise  mit 
z0  = 7,1,  so  divergirt  der  Algorithmus. 

Die  Frage,  wann  derartige  Algorithmen  convergiron  und  wann 
sic  divergiren  involvirt  meines  Erachtens  ein  höchst  interesstantes 
Problem  [falls  dasselbe  noch  nicht  gelöst  sein  sollte]. 

Königsberg,  Sept.  1884.  Th.  Sauio. 
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XVI. 

Die  Cono-Cunei. 

Von 

Carl  Pabst. 


Fortsetzung  von  Nr.  XIV. 


IV.  Abschnitt. 

Der  elliptische  and  die  hyperbolischen 
Scheitel -Cono-Cunei. 

§ 21. 

Bevor  wir  in  der  Betrachtung  der  geraden  Cono-Cunei  fort- 
fahren und  zum  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  übergehen,  wollen 
wir  uns  zu  den  elliptischen  und  den  hyperbolischen  Scheitel-Cono- 
Cunei  wenden. 

Was  zunächst  den  elliptischen  Scheitel-Cono-Cnneus 
betrifft,  so  nehmen  wir  hierbei  als  Gloichungen  der  Leitcllipse: 

(*  — «)*  , ys  _ , 

at  +j»-‘ 
z = c 

die  XZ-Ebeno  demnach  als  Directorebene  und  als  singuläre 
Kante  die  Y-Axe.  Die  erzeugenden  Geraden  müssen  mithin  den 
Gleichnngen  genügen: 

* = m.z;  y = v, 

wodurch  man  als  Gleichung  des  in  Bede  stehenden  Cono-Cuneus  er- 
hält : 

Arch.  d.  Math.  u.  Fhj».  2,  Seihe,  Teil  II.  22 
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Ans  dieser  Gleicbnng  folgt,  dass  die  vorgolegte  Fläche  ebenso 
wie  der  gerade  elliptische  Cono-Cuneus  vom  vierten  Grade  ist. 
Ferner  stimmen  die  beiden  elliptischen  Cono-Cnnei  darin  überein, 
dass  jede  zur  X 1 -Ebene  parallele  Ebene  aus  ihnen  eine  Ellipse  aus- 
schneidet, deren  eine  Axe  für  alle  ausgeschnittenen  Ellipsen  constant 
ist,  und  deren  andere  Axe  proportional  dem  Abstande  der  schneiden- 
den Ebene  von  der  singulären  Kante  wächst.  Ein  Kreis  wird  aus 

bc 

dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  für  z «=»  —ausgeschnitten. 
Diejenigen  Ellipsen  dos  vorgelegten  Cono-Cuneus  (76),  deren 

bc 

Entfernung  von  der  singulären  Kante  absolute  kleiner  als  — ist,  ha- 
ben ihre  grossen  Axeu  =-  2 b in  einer  Ebene , welche  durch  die  sin- 
guläre Kante  geht  und  mit  der  Ellipsenebene  einen  Winkel  bildet, 

dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  ' ist,  ihre  kleinen  Axen 
a 

= 2-s  in  der  XZ-Ebene ; diejenigen  dagegen , deren  Abstand 

bc 

von  der  singulären  Kante  absolute  grösser  als  ^ ist,  haben  ihre 

grossen  Axen  = 2 % in  der  XZ-Ebene , und  ihre  kleinen  in  der 
eben  beschriebenen,  durch  die  singuläre  Kante  gehenden  Ebene. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  gerade  elliptische  Cono-Cuneus  und 
der  elliptische  Scheitel-Cono-Cuncus  sich  darin  unterscheiden, 
dass  bei  jenem  die  Mittelpunkte  der  ausgeschnittenen  Ellipsen  auf 
einer  Geraden  liegen,  die  auf  der  Ellipsenebene  senkrecht  steht, 
während  bei  diesem  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Ellipsen  eine  Gerade  ist,  welcho  mit  der  Ellipsenebene  einen  schiefen 
Winkel  bildet.  Bei  beiden  Cono-Cuneis  gehen  diese  Geraden  durch 
die  singuläre  Kaute  und  stehen  auf  derselben  senkrecht. 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  Durchschnittscurve 
der  Ebene  x = k mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  yZ-Ebene : 
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Ist  A>0,  so  giebt  os  demnach  nur  reelle  Werte  von  »/,  wenn 
z>  0 ist,  und  umgekehrt  ist  £<[0,  so  giebt  es  nur  reelle  Werte 
von  y,  wenn  z <(  0 ist.  D.  h.  die  Dnrchschnittscurve  liegt  entweder 
auf  der  positiven  oder  auf  der  negativen  Seite  der  z-Axe,  nicht  aber 
auf  beiden  zugleich.  Sie  schneidet  die  z-Axe  im  Funkte  y = 0, 

z — Ist  z < ~ , wenn  k > 0 ist , so  giebt  es  keine  reellen 

Werte  für  y,  Die  Curve  liegt  symmetrisch  zur  z-Axe  und  erstreckt 

cJc 

sich  von  z = bis  z — ®.  Sie  ist  in  allen  ihren  Punkten  convex 
2a 

nach  der  F-Axe  hin;  in  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  der  z-Axe 
ist  ihre  Tangente  der  I-Axe  parallel. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  elliptische  Scheitel-Cono-Cuneus 
(76)  nur  in  4 Octanten  liegt,  wahrend  der  gerade  elliptische  Cono- 
Cuneus  (17)  sich  in  allen  8 Octanten  erstreckt. 


Die  auf  der  singulären  Kante  senkrecht  stehende  Ebene  y — h 
schneidet  aus  dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  die  beiden 
Erzeugenden  aus,  deren  Projectionen  auf  die  XZ-Ebenc  der  Glei- 
chung genügen: 


(78) 


n{b  jr  V A * — A*) 
— s 


§ 22. 

Wir  haben  im  vorigen  § gesehen,  dass  jede  zur  Al -Ebene 
parallele  Ebene  aus  dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuucus  (76)  eine 
Ellipse  ausschneidet.  Betrachten  wir  die  beiden  Ellipsen  in  den  Entfer- 
nungen Aj  und  A2  von  der  singulären  Kante,  so  ergiebt  sich,  wenn 
bc 

A,  > — ist,  für  das  Axenverhältniss  der  zu  A,  zugehörigen  Ellipse 
ah*  bc 

und  wenn  - ist.  für  das  Axenverhältniss  der  zu  h9  zu- 
bc  ’ * a ' * 

bc 

gehörigen  Ellipse:  ^ . Sollen  diese  beiden  Verhältnisse  einander 
gleich  sein,  so  erhält  man  demnach  die  Relation: 


Nun  war  — die  Entfernung  des  Kreisschnittes  von  der  singu- 
lären Kante  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (76).  Mithin  re- 
sultirt  der  Satz : Diejenigen  beiden  Ellipsen  des  elliptischen  Schcitel- 

24* 
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Cono-Cuneus,  welcho  so  auf  dieser  Fläche  liegen,  dass  das  Product 
ihrer  Abstände  von  der  singulären  Kante  gleich  dem  Quadrat  der 
Entfernung  des  Kreisschnittes  von  derselben  Kante  ist,  haben  das- 
selbe Axenverhältniss. 


Es  ist  dies  derselbe  Satz,  den  wir  beim  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  in  § 10  nachgewiesen  haben.  Hieraus  ergeben  sich 
auch  dieselben  Beziehungen  in  Bezug  anf  die  Entfernungen  der  beiden 
Ellipsen  von  dem  Kreisschnitte  wie  dort. 


Betrachtet  man  ferner  die  Brennpunkte  der  ausgeschnittenen 
Ellipsen,  so  geht  aus  dem  vorigen  § hervor,  dass  die  Brennpunkte 
derjenigen  Ellipsen,  deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  absolute 
tc 

gleich  oder  kleiner  als  — ist,  in  einer  durch  die  singuläre  Kante 
gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  Z- Axe  einen  Winkel  bildet, 
dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  “ ist.  Der  Abstand  eines 


solchen  Brennpunktes  von  der 


XZ- Ebene  ist 


Für  den  geometrischen  Ort  dieser  Brennpunkte  ergiebt  sich  dem- 
nach die  Ellipse: 


(79) 


«2  , 

i*  r b*  c* 


1 


Vergleichen  wir  hiermit  das  Resultat  (21)  in  § 10. , so  folgt  der 
Satz:  Sind  der  gerade  elliptische  Cono-Cuneus  und  der  elliptische 
Scbeitel-Cono-Cuneus,  deren  singuläre  Kanten  in  einer  Ebene  liegen 
und  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  beschaffen,  dass  eine  und  die- 
selbe Ebene  aus  jedem  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a ausschneidet, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  der  Ellipsen  des  ge- 
raden Cono-Cuneus,  deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  absolute 
gleich  oder  kleiner  als  der  des  Kreises  derselben  Fläche  ist,  gleich 
dem  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  der  entsprechenden  Ellipsen 
des  elliptischen  Scheitcl-Cono-Cunous. 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  der 
Brennpunkte  derjenigen  Ellipsen  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cu- 
neus  (76),  deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  absolute  gleich 

oder  grösser  als  — ist: 

(80)  *s  — 2^  + 4*  = 0 

d.  h.  die  in  Rede  stehenden  Brennpunkte  liegen  in  der  XZ- Ebene 
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auf  einer  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang,  deren 

reolle  Aie  = 2b  1/  y.  — und  deren  imaginäre  Axe 
f — c 


y4a*-{-c*  + c 


§ 23. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Tangentialebene  im 
Punkte  xys  des  elliptischen  Scheitol-Cono-Cuncus  (76)  über,  so  er- 
halten wir  als  deren  Gleichung,  wenn  I,  rj,  J die  laufenden  Coor- 
dinaten  bedeuten: 

!;(-") 

— ltci  (’J*  ~ b*)  } (t—  *)  — 0 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (76): 

<»>  (-“)«+©'»<■.-.)■ -U(-=) 

-K.b’-»)}:-« 

Für  * = 0 erhält  man  hieraus:  1 = 0,  d.  h.  der  vorgelegte 
Cono-Cuneus  berührt  die  TZ-Ebene.  Ferner  ergiebt  sich  für  a=»0: 

, a(b 

* — bc  S 

d.  h.  In  den  Punkten  der  singulären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tan- 
gentialebenen an  den  elliptischen  Scheitol-Cono-Cuneus , welche  sich 
in  der  singnlären  Kante  schneiden.  Diese  Tangentialebenen  schneiden 
im  Allgemeinen,  ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus, 
jo  zwei  erzeugende  Geraden  aus  der  Fläche  aus. 

Diejenigen  Tangentialebenen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  längs 
der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden  Erzeugenden  be- 
rühren, haben  ihre  Berührungspunkte  auf  den  Geraden,  welche  den 
Coordinaten  genügen:  einerseits  y = +i,  andererseits  x = 0 und 

x =■  2 ” *.  Es  giebt  demnach , ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen 

Cono-Cuneus,  auch  hier  4 Erzeugende,  in  welchen  die  Tangential- 
ebenen den  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  längs  der  ganzen  Er- 
zeugenden berühren.  Die  ersteren  dieser  Tangentialebenen  haben, 
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wie  sich  nach  kurzer  Ueborlegung  zeigt,  die  Eigenschaft,  dass  sie 
aus  dem  vorgelegten  Cono-Cuncus  nur  die  betreffenden  Erzeugenden 
schneiden,  während  die  Durchschnittscurvo  der  anderen  mit  der  Fläche 
(76)  aus  der  Erzeugenden  und  der  singulären  Kante  besteht. 

Schliesslich  erhält  man  für  das  Volumen  V zwischen  den  Ebe- 
nen y — 0,  y = y0,  - = und  dem  zugehörigen  Teil  des  elliptischen 
Schcitel-Cono-Cuneus  (76): 


V 


*. 

(*,  — *,)  tly  dz 


Aus  der  Gleichung  (76)  ergiebt  sich: 


xin 


folglich: 

Demnach  resultirt: 


03  , 03  ,~o i 

■ - + >V  — 

c — io  9 


*1  — bc  — v* 


« W»  ( 
bc  \ 


Wo  *0 

'-*£/  dy f*<>* 

0 0 

(?)} 


(82)  v - = { i-/o  Vi*~  y0*  + i*! arcsin 


Von  diesen  Volumen  gelten  dieselben  Sätze  wie  von  demjenigen 
des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus. 


§ 24. 

Um  jetzt  die  Gleichung  des  einfachen  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuncus  abzuleiten,  nehmen  wir  als  Gleichungen 
der  Leithyperboi: 

/ ( x-a )*  y* 

(83)  ] “*  = 

Nach  der  Definition  des  § 3.  muss  dann  die  F-Axe  singuläre 
Kante,  die  XZ-Ebene  Directorchene  werden,  so  dass  man  als  Glei- 
chung des  betreffenden  Cono-Cuneus  erhält: 
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Ans  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  Fläche 
vierten  Grades  nur  symmetrisch  zur  XX-Ebene  liegt.  Ausserdem 
ist  ersichtlich,  dass  *,  y und  * alle  beliebigen  Werte  annebmen  können. 

Jede  zur  XF-Ebene  parallele  Ebene  schneidet  ferner  aus  dem 
einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuncus  (84)  im  Allgemeinen 

eine  Hyperbel  mit  den  Halbaxen  "z  und  b aus.  Die  reellen  Axon 

dieser  Hyperbeln  liegen  in  der  XX-Ebene  und  wachsen  proportional 
dem  Abstande  der  schneidenden  Ebene  von  der  singulären  Kante; 
die  imaginären  Axen  dagegen  sind  für  alle  ausgeschnittenen  Hyper- 
beln =■  2b  und  liegen  in  einer  durch  die  singuläre  Kante  gehenden 
Ebene,  welche  mit  der  X-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigono- 
metrische Tangente  gleich  “ ist. 

Daraus  folgt,  dass  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln  des  einfachen 
hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuncus  (84)  in  der  XX-Ebene  liegen 
und  zwar  auf  einer  Geraden,  welche  durch  den  Coordinateuaufang 
geht  und  mit  der  Hyperbelebene  einen  Winkel  bildet,  dossen  trigono- 
metrische Tangente  gleich  e ist. 

Während  also  bei  den  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneis  der 
geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  ihrer  Hyperbeln  eine  Gerade  ist, 
welche  durch  die  singuläre  Kante  gebt  und  auf  der  Ilypcrbelebene  senk- 
recht steht,  schneidot  die  Gerade,  auf  welcher  dio  Mittolpunkto  der 
Hyperbeln  des  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuncus  liegen, 
zwar  die  singuläre  Kante  dieser  Fläche  rechtwinklig,  bildet  aber  mit 
der  Hyperbelebeno  einen  schiefen  Winkel. 

Ferner  folgt  aus  diesen  Erörterungen,  dass  die  Scheitel  der  aus 
der  vorgelegten  Fläche  ausgeschnittenen  Hyperbeln  sich  von  z — <x> 
bis  2 — 0 einander  nähern,  bis  sie  für  2 = 0 zusammeufallen.  Diese 
Eigenschaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Cuneus  mit  dem  geraden  ein- 
fachen hyperbolischen  Cono-Cuneus  gemein.  Während  aber  bei  diesem 
die  Scheitel  auf  zwei  Geraden  liegen , welche  durch  die  singuläre 
Kante  gehen  und  mit  der  Hyperbelebene  gleiche,  schiefe  Winkel  bilden, 
liegen  bei  dem  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuncus  die 
Scheitel  auf  zwei  Geraden,  welche  sich  zwar  in  der  singulären  Kante 
schneiden  und  auf  derselben  senkrecht  stehen,  von  denen  aber  die 
eine  oinen  rechten,  die  andere  einen  schiefen  Winkel  mit  der  Hyper- 
belebene bildet. 

Aus  der  Gleichung  (84)  ergiebt  sich  ausserdem,  dass  dio  zur 
XF-Ebene  parallele  Ebene,  deren  Abstand  von  dor  singulären  Kante 
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absolute  gleich  — ist,  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben 

Parameter  b ans  dem  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus 
(84)  ansscbneidet. 


Ziehen  wir  nun  die  Brennpunkte  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln 
in  Betracht,  so  resultirt  aus  dem  Gesagten,  dass  sie  sämmtlich  in  der 
XZ-Ebene  liegen.  Die  Entfernung  eines  solchen  Brennpunktes  von 

der  Z.Axe  ist:  + -f-  J*.  Für  den  geometrischon  Ort 

derselben  erhält  man  demnach: 

(85)  xi — 2 -xz  — i*  = 0 

c 

d.  h.  in  Worten:  Der  geometriche  Ort  der  Brennpunkte  aller  Hyper- 
beln, welche  durch  Ebenen  parallel  der  XF-Ebenc  aus  dom  einfachen 
hyperbolischen  Scbeitel-Cono-Cuneus  (84)  ausgeschnitten  werden,  ist 
eine  Hyperbel  in  der  XZ-Ebene,  deren  Mittelpunkt  der  Coordinaten- 
anfang  ist 

Was  schliesslich  die  Asymptoten  einer  solchen  ausgeschnittenen 
Hyperbel  betrifft,  so  genügen  dieselben  der  Gleichung: 


Sie  liegen  mithin  auf  den  beiden  hyperbolischen  Parabololden: 


(86) 


ayz — b{rx — az)  - 0 
ayz-^-b(cx — az)  = 0 


§.  25. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  Tangentialebene  im 
Punkte  xyz  des  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (84). 
Als  Gleichung  derselben  resultirt: 


»)«-*)-(' 

+ pfs(»i+J,)j 

oder: 
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(87)  ,An-y)  - {“(*-?,) 

+ j^*(y*+c!)]f  — o 

Für  s = 0 ergiobt  sich  hieraus  mit  Berücksichtigung  der  Glei- 
chung (84): 

q(&±yy-f&») 

s = bc  6 

d.  h.  In  jedem  Punkte  der  singulären  Kante  giebt  es  jo  zwei  Tan- 
gentialebenen an  die  vorgelegto  Fläche,  'welche  durch  die  singuläre 
Kante  gehen.  Es  gilt  demnach  auch  von  dem  einfachen  hyperboli- 
schen Scheitel- Cono-Cuneus  der  Satz,  dass  jede  durch  die  singuläre 
Kante  gebende  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  ist. 

Diejenigen  Punkte,  in  denen  die  Tangentialebene  den  einfachen 
byporboliscbcu  Scheitel-Couo-Cuucus  (84)  längs  der  ganzen,  durch 
ihren  Berührungspunkt  gehenden  Erzeugenden  berührt,  gehören  zu 
y =0,  d.  h.  sie  liegen  auf  den  Durchschnittslinien  der  Fläche  mit 
der  XZ-Ebenc.  Dafür  ergiebt  sich  nun: 


{=0 


Es  folgt  daraus,  dass  die  KZ- Ebene  hier  ebenso  wie  beim  elliptischen 
Scheitel-Cono-Cutieus  (76)  eine  Tangentialebene  ist 

Schneidet  man  schliesslich  den  einfachen  hyperbolischen  Scheitcl- 
Cono-Cuneus  (84)  durch  die  Ebenen  y = y0,  z = s0,  so  ergiebt  sich 
für  das  Volumen  zwischen  den  Ebenen  y = 0,  y = y^  z = z 0 und 
dem  zugehörigen  Teil  der  Fläche  einerseits: 


andererseits: 


?°  r>" 

Fi  — / J »i  dydz 


o*2  dy  dz. 


wobei,  wie  aus  der  Gleichung  (84)  folgt: 


= £*CvV +**  + *) 
«h-  IliVy'+bt-b) 
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Mithin  erhält  man: 

0 f« 

Fj  + V*  *=  b~J  dyVy*-fb*  J zdz 

0 <T 

m y = | froVyöi-HT + ji'ig  (y«-tVZ±Z) } . 

§ 26. 

Zur  Untersuchung  des  geteilten  hyperbolischen  Schei- 
tel-Cono-Cuneus  nehmen  wir  an , dio  Loithyperbel  werde  durch 
die  Gleichungen  dargestellt: 

i x*  _ (y  — *)*  _ . 

(89)  J o*  Ä*  ~ 1 

\ z — c 

Alsdann  muss  gemäss  den  Erörterungen  des  § 3.  dio  EZ-Ebene 
Directorebcne  und  dio  A-Axe  singuläre  Kante  werden,  so  dass  man 
als  Gleichung  des  betreffenden  Cono-Cuneus  erhält: 


Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  der  geteilte  hyperbolische  Scheitel - 
Cono-Cuneus  (90)  vom  vierten  Grade  ist  und  symmetrisch  zur  EZ- 
Ebenc  liegt  Für  val.abs.x  < a giebt  es  keino  reellen  Werte  für  y 
und  z.  Die  vorgelegte  Fläche  besteht  demnach  aus  zwei,  auf  beideu 
Seiten  der  EZ-Ebone  liegenden,  von  einander  getrennten  Teilen,  wo- 
her die  Bezeichnung  „geteilt“  entnommen  ist. 

Ferner  geht  aus  der  Gleichung  (90)  hervor,  dass  jede  zur  AE-Ebene 
parallele  Ebene  die  vorgelegte  Fläche  in  einer  Hyperbel  schneidet,  deren 

reelle  Axe  =2 a,  deren  imaginäre  Axe  «=2  *z  ist.  Eine  gleichseitige  Hy- 
perbel wird  demnach  aus  dem  geteilten  hyperbolischen  Scheitel-Cono- 
Cuneus  (90)  durch  eine  Ebene  parallel  der  AE-Ebene  ausgeschnitten, 

ac 

deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  absolute  gleich  y ist 

Die  imaginären  Axen  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  liegen  in 
der  EZ-Ebene  und  wachsen  proportional  dem  Abstande  der  schnei- 
denden Ebene  von  der  singulären  Kante;  die  reellen  dagegen  sind 
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für  alle  ausgeschnittenen  Hyperbeln  gleich  2 a und  liegen  in  einer 
Ebene,  wolchc  durch  die  singuläre  Kante  geht,  und  welche  mit  der 
Hyperbelebeno  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente 

, . , b . 
gleich  - ist 


Auch  hierbei  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  der  aus- 
geschnittenen Hyperbeln,  wie  sich  aus  dem  Gesagten  ergibt,  eine  ge- 
rade Linie,  welche  durch  die  singuläre  Kante  geht,  auf  derselben 
senkrecht  steht,  mit  der  Hyperbelebone  aber  einen  Winkel  bildet, 

dessen  trigonometrichc  Tangente  gleich  ^ ist.  Es  ist  dies  eine  ana- 
loge Beziehung,  wie  wir  sie  bei  dem  einfachen  hyperbolischen  Schei- 
tel-Cono-Cuneus  nachgowieson  haben.  Da  dieselbe  Relation  auch  von 
dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  gilt,  so  bezeichnet  dieselbe 
ein  durchgreifendes  Unterscheidungsmerkmal  zwischen  den  geraden 
und  den  Scheitcl-Cono-Cuneis,  vorausgesetzt,  dass  der  Leitkegelscknitt 
einen  Mittelpunkt  hat. 


Weil  die  reellen  Axen  der  aus  dem  geteilten  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuueus  (90)  ausgeschnittenen  Hyperbeln  in  einer  durch 
die  singuläre  Kante  gehenden  Ebene  liegen,  welcho  mit  der  £-Axc 

einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  * ist, 

so  liegen  auch  die  Brennpunkte  der  Hyperbeln  in  dieser  Ebene.  Für 
die  Entfernung  eines  solchen  Brennpunkts  von  der  YZ- Ebene  erhält 

"i 

| . Dio  Bronnpunkte  lie- 
gen demnach  in  der  beschriebenen  Ebene  auf  der  Curve: 


man  aus  der  Gleichung  (90):  K°s+Gs) 


(91) 


1 


d.  h.  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  der  durch  Ebenen 
parallel  der  XT-Ebono  aus  dem  geteilten  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (90)  ausgeschnittenen  Hyperbeln  ist  eine  Hyperbel  mit 
dem  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe  *=•  2a  und 

ac 

deren  imaginäre  Axe  = 2 -r  ist. 


Aus  der  Vergleichung  von  (90)  und  (91)  folgt, 


wenn  man 


(92) 
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Bezeichnen  wir  -r  mit  c\  wobei  e',  wie  ans  dem  Obigon  horvor- 

geht,  die  Entfernung  der  gleichseitigen  Hyperbel  des  geteilten  hyper- 
bolischen Seheitel-Cono-Cuneu8  (90)  von  seiner  singulären  Kante 
bedeutet,  so  geht  die  Gleichung  (92)  über  in: 

o 


Daraus  fliesst  der  Satz : Diejenige  zur  Art-Ebene  parallele  Ebene, 
deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  die  vierte  Proportionale  zu 
dem  halben  Parameter  und  dem  Abstande  der  gleichseitigen  Hyperbel 
des  geteilten  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  von  dessen  singu- 
lärer Kante  ist,  schneidet  aus  dieser  Fläche  eine  Hyperbel  aus, 
welche  gleich  ist  dem  geometrischen  Orte  der  Brennpunkte  aller 
durch  Ebenen  parallel  der  ATY-Ebeue  ans  diesor  Fläche  ausgeschnit- 
tenen Hyperbeln. 

Diese  Eigenschaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Cuneus  mit  dem  ge- 
teilten hyperbolischen  Cono-Cuneus  gemeinsam. 

Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  des  geteilten  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (90)  genügen  der  Gleichung: 


Die  Asymptoten  aller  Hyperbeln  der  vorgelegten  Fläche  liegen 
demnach  auf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden: 


(93) 


!bx  z — a(cy — bz)  — 0 
bxz-\-a(cy — bz)  = 0 


Dreht  man  den  vorgelegten  Cono-Cuneus  um  die  Z- Axe  um  2~,  so 

dass  die  positive  AT-Axe  in  die  negative  Y-Axe  fällt,  dann  hat  man 
nur  y mit  x zu  vertauschen ; alles  Ucbrige  bleibt  ungeändert.  Führen 
wir  diese  Vertauschung  in  den  Gloichnngen  (93)  aus,  so  gehen  die- 
selben Uber  in: 

byz  — a(cx  — bz)  —0 
byz  -j-  a(cx  — bz)  =0 

Beachten  wir  hierbei  die  Gleichungen  (86)  im  § 24.,  so  resultirt 
der  Satz : Haben  der  einfache  und  der  geteilte  hyperbolische  Scheitel- 
Cono-Cuneus  dieselbe  siuguläre  Kante  und  dieselbe  Directorebeno  uud 
sind  sie  so  beschaffen,  dass  eine  und  dieselbe  Ebene  aus  den  beiden 
Flächen  je  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a 
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ausschneidet,  so  liegen  die  Asymptoten  der  ans  beiden  Flächen  aus- 
geschnittenen Hyperbeln  auf  denselben  beiden  hyperbolischen  Para- 
boloiden. 

Es  ist  dies  ein  analoger  Satz,  wie  wir  ihn  von  den  beiden  ge- 
raden hyperbolischen  Cono-Cuneis  im  § 19.  nachgewiesen  haben. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cunei  und  die  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cunei  das  mit  ein- 
ander gemeinsam  haben,  dass  die  Asymptoten  der  aus  ihnen  ausge- 
schnittenen Hyperbeln  auf  je  zwei  hyperbolischen  Paraboloiden  liegen. 

§ 27. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des  ge- 
teilten hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cunens  erhält  man: 

(£)  ■ -■)-(*-  lz)  <*  ■ - »y + [s? {x*  - °S) 

oder: 

<M|  (5)  ■#-■»-(»—;  -)l+ [Jp  (*’-•’) 

Für  2 «=  0 geht  diese  Gleichung  über , wenn  man  für  y — - z 
seinen  Wert  aus  (90)  setzt,  in 

da  + Vj'-o*),, 

»j  = - £ 

' ac 

d.  h.  in  den  Punkten  der  singulären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tangen- 
tialebenen an  die  vorgelegtc  Fläche. 

Diese  Eigenschaft  haben  mithin  die  geraden  elliptischen  und 
hyperbolischen  Cono-Cunei  mit  den  elliptischen  und  den  hyperboli- 
schen Scheitel-Cono-Cuneis  gemeinsam. 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Ebenen  | = den 
geteilten  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (90)  längs  einer  ganzen 
Erzeugenden  berühren. 

Aus  der  Gleichung  (90)  folgt: 

Vl,i  = ^(a±Vza— a2) 
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Demnach  erhält  man  für  das  Volumen  V zwischen  den  Ebenen 
»==x0,  z = z0  und  dem  zugehörigen  Teil  des  vorgelegten  Cono- 
Cuneus : 

*<i  *o 

V •=  ~ J dx  "|/xs — j' **** 
o <s 

(95)  V = ^ VxTW - Klg (l0 +^*-g-)  J 

Nun  ist  aber,  wie  sich  aus  (90)  ergiebt; 


VxJ  — a*  ’ 


bx. 


(*-;*)• 


Demnach  geht  die  Gleichung  (95)  über  in: 

<*■> 


(iz0zp-f-ac(y0  — I 

1: ~)\ 


Ferner  folgt  aus  der  Gleichung  (88)  des  § 25. , wenn  man  darin  für 

Yvo*  + ö*  den  aus  (84)  sich  ergebenden  Wert:  — (x0  — ” ^ 'j 

OJ!o  \ c ) 


setzt : 


+i»ig 


(Wo+i«  *«  — )\l 

■ 


Vertauscht  man  in  der  letzteren  Gleichung  x mit  y und  setzt  in 
(96)  und  (97)  a — b,  so  resultirt : 


V+  V’  = (y0  — * zb  ) 


Eine  analoge  Beziehung  hat  sich  für  die  beiden  geraden  hyperboli 
sehen  Cono-Cunei  im  § 20.  ergeben. 
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V.  Abschnitt. 


Die  beiden  parabolischen  Cono-Cunei. 


§ 28. 


In  diesem  Abschnitte  wollen  wir  den  geraden  parabolischen  Cono- 
Cuneus  und  den  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  betrachten.  Da 
diese  beiden  Flächen  von  Hochheim  ansftthrlich  behandelt  worden 
sind  (Grunerts  Archiv  T.  53.  pag.  350  — 363  und  T.  55.  pag.  35 
— 48),  so  wollen  wir  hier  nur  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
derselben  kurz  ableiten.  Was  zunächst  den  geraden  paraboli- 
schen Cono-Cuneus  betrifft,  so  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Leitparabel : 


(98) 


yt  -»  2 px 


z — c 


Alsdann  ist,  wie  sich  aus  den  Erläuterungen  der  Einleitung  ergiebt, 
die  X-Axe  singuläre  Kante,  die  EZ-Ebene  Directorebene,  so  dass 
man  als  Gleichung  des  betreffenden  Cono-Cuneus  erhält: 

(99)  cV  — 2 pxz* 

Hieraus  geht  zunächst  hervor,  dass  dieser  Cono-Cuneus  im  Gegen- 
satz zu  den  bisher  behandelten  vom  dritten  Grade  ist.  Ferner  folgt 
aus  der  Gleichung  (99),  dass  jede  zur  XF-Ebene  parallele  Ebene 
die  vorgelegte  Fläche  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Parameter 

pz * 

gleich  2 ^ ist,  d.  b.  die  Parameter  der  ausgeschnittenen  Parabeln 

wachsen  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  der  schneidenden 
Ebene  von  der  singulären  Kaute. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  der  ausgeschnittenen  Parabeln  in 
Betracht,  so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  dieselben  in  der  XZ-Ebene 
liegen.  Die  Entfernung  eines  solchen  Brennpunktes  von  der  Z- Axe 

o-s 

ist  Für  den  geometrischen  Ort  aller  dieser  Brennpunkte  er- 

hält man  demnach: 

(100)  *‘  = 2jr* 

d.  h.  in  Worten : Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Para- 
beln, welche  durch  Ebenen  parallel  der  XF-Ebene  aus  dem  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  ausgeschnitten  werden,  ist  eine  Pa- 
rabel in  der  XZ-Ebene,  deren  Scheitel  der  Coordinatenanfang  ist, 
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und  deren  Axe  in  die  singuläre  Kante  des  Cono-Cuneus  fällt.  Der 
lialbo  Parameter  dieser  Parabel  ist  die  vierte  Proportionale  zn  p 
nnd  e. 


P 


Ans  der  Vergleichung  von  (99)  und  (100)  folgt,  wenn 

p Z* 

— setzt: 


e = 


V 


man 


Daraus  fliesst  der  Satz:  Diejenige  zur  ATF-Ebene  parallele  Ebene, 
deren  Abstand  von  der  singulären  Kante  die  vierte  Proportionale 
zu  p und  c ist,  schneidet  aus  dem  geraden  parabolischen  Cono-Cnneus 
(99)  eine  Parabel  aus,  welche  gleich  ist  der  Parabel,  auf  welcher 
die  Brennpunkte  aller  durch  Ebenen  parallel  der  A'  F- Ebene  aus  diesem 
Cono-Cuneus  ausgeschnittenen  Parabeln  liegeu. 


Beachtet  man  hierbei,  dass  2 — der  Parameter  der  betreffenden 
P 

Parabel  ist,  so  kann  mau  diese  Itclatiouen  auch  so  deuten:  Diejenige 
zur  XY-  Ebene  parallele  Ebene,  deren  Abstand  von  der  singulären 
Kante  die  vierte  Proportionale  zn  p und  c ist,  schneidet  aus  dem 
geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  eine  Parabel  aus,  deren 
Parameter  gleich  dem  doppelten  Abstande  der  Parabel  von  der  sin- 
gulären Kante  ist. 

Als  Projection  der  Durchschnittscurve  der  Ebene  x — h mit  der 
vorgelegten  Fläche  auf  die  EZ-Ebene  ergiebt  sich: 


Daraus  folgt,  dass  jede  der  Directorebene  parallele  Ebene  im 
Allgemeinen  aus  dem  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  zwei  Er- 
zeugende ausschueidet,  welche  durch  die  singuläre  Kante  gehen  und 
mit  der  AfZ-Ebone  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  bilden.  Für  7i  = 0 
fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  eine  einzige  zusammen. 

Erwähnt  sei  hier  noch,  dass  jede  durch  die  singuläre  Kante 
gehende  Ebene  den  vorgelcgteu  Cono-Cuneus  in  einer  Geraden  schnei- 
det, denn  man  erhält  für 

y = az: 

(102)  eaaä  = 2 px 

Hierin  unterscheidet  sich  der  gerade  parabolische  Cono-Cuneus 
von  den  bisher  betrachteten  Flächen  und,  wie  sich  später  zeigen 
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wird,  auch  von  dem  parabolischen  Scheitcl-Cotio-Caneus,  denn  ans 
diesen  schneidet  jedo  durch  die  singuläre  Kante  gehende  Ebene  im 
Allgemeinen  zwei  gerade  Linien. 

Um  schliesslich  die  Durchschnittscurve  des  vorgelegten  Cono- 
Cuneus  mit  einer  durch  die  Z-Axe  gehenden  Ebene,  welche  mit  der 
A'-Axe  den  Winkel  cp  bildet,  zu  untersuchen,  wenden  wir  die  Coor-  - 
dinatentransformation  an: 

!x  = x*  cos  cp  — y'  sin  cp 
y — x sin  <p  -f  y’  cos  cp 


Setzen  wir  dann  y'=0,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  de- 
finirten  Durchschnittscurve: 


(104) 


c*  sin2<p 
2p  cos  cp ' 


Jede  durch  die  Z- Axe  gehende  Ebene  schneidet  demnach  den 
geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  in  einer  Parabel , deren 
Scheitel  der  Coordinatenanfang  ist,  und  deren  Axe  in  der  Al -Ebene 


liegt.  Die  Brennweite  einer  solchen  Parabel  ist: 


Mithin 


8p  cos  cp 

erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  dieser  Pa- 
rabeln in  Polarcoordinaten: 

e*  siusqp 
8p  cos  cp 

oder  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Coordinaten: 

8p*a 


-8 px 


Diese  Gleichung  stellt  eino  Cissoide  dar,  welche  die  A-Axe  im  Coor- 
dinatenaufang  berührt  und  welche  sich  auf  der  positiven  und  auf  der 

c* 

negativen  Seite  der  1 -Axe  der  Geraden  * — a-  asymptotisch  nähert. 

öp 


§ 29. 

Als  Gleichnng  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  erhält  man , wenn  £,  ij,  J die 
laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

pss(e  — a:)—  C^tj  — y)-\-2pxz(t—  s)  — 0 

oder: 

(105)  ps*(|  — x)  — -f-  2 pxzt  = 0 

Arch.  d.  Math.  u.  Fhy».  2.  Beibe,  Teil  II.  »3 
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Daraus  folgt  für  * = 0 : £ ==  Oj.  d.  h.  die  Diroctorebene  berührt 
den  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99). 

Ferner  erhalt  man  für  z — 0: 


d.  h.  In  den  Punkten  der  singulären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tan- 
gentialebenen an  den  vorgelegten  Cono-Cuneus,  welche  sich  in  der 
singulären  Kante  schneiden  und  mit  der  JVZ-Ebene  entgegengesetzt 
gleiche  Winkel  bilden.  Es  sind  dies  die  in  (102)  des  vorigen  § be- 
trachteten Ebenen.  Diese  Tangentialebenen  schneiden  mithin  aus 
dem  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  die  singuläre  Kante 
und  eine  Erzeugende  desselben. 


Im  Allgemeinen  besteht  die  Dnrcbscbnittscurve  der  Tangential- 
ebene mit  dem  vorgelegten  Cono-Cuneus  aus  der  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt geheudeu  Erzeugenden  desselben  und  aus  einer  Pa- 
rabel, deren  Projection  auf  die  AZ-Ebene  als  Parameter  die  vierte 
Proportionale  zu  4z  und  z hat,  wenn  x,  y,  z die  Coordinaten  des 
Berührungspunktes  siud. 


Schneiden  wir  nun  den  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99) 
durch  die  Ebenen  x = x0,  z = -0,  so  erhält  man  für  das  Volumen 
I'  zwischen  diesen  Ebenen,  der  'XZ-Ebene  und  dem  zugehörigen  Teile 
desselben 


• -// 


ytlxdz 


V2 p 


\x.tlx  J zdz 


(106) 


V 


gp  »0*  V 2pgp 
3c 


igpypso 


Das  Volumen  zwischen  den  Ebenen  * — x0,  y 0,  * — % und  dem 
zugehörigen  Teile  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  ist 
demnach  gleich  dem  dritten  Teil  eines  rechtwinkligen  Parallelepipe- 
dons  mit  den  Kanten  z0,  y0,  z0. 

Nun  ist:  $x0.y0  = F,  wenn  F den  zugehörigen  Teil  der  begren- 
zenden Parabel  bedeutet;  also: 

(107)  V=*F.*p, 

welchen  Satz  wir  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  haben. 
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§ 30. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Betrachtung  des  letzten  in  der  Einleitang 
definirten  Cono-Cunens,  des  parabolischen  Scheite  1-Cono- 
Cuneus.  Nehmen  wir  hierbei  als  Leitparabel  dieselbe  wie  beim 
geraden  parabolischen  Cono-Cnneus,  nämlich: 

y*  =*  2px 
z = e 

als  Directorebene  demnach  die  XX-Ebene,  als  singnläro  Kante  die 
K-Axe,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  vorgelegten  Fläche: 

(108)  y*z  = 2 cpx 

Der  parabolische  Scheitel-Cono-Cuuens  ist  mithin  ebenso  wie 
der  gerade  parabolische  Cono-Cunens  eine  Fläche  dritten  Grades. 

Ferner  fogt  aus  der  Gleichung  (108),  dass  jede  zur  AT-Ebcne 
parallele  Ebene  den  vorgclegten  Cono-Cunens  in  einer  Parabel 
schneidet,  deren  Axc  in  der  XX-Ebene  und  deren  Scheitel  auf  der 
X-Axe  liegt.  Der  Parameter  einer  solchen  Parabel  ist  gleich 

cp 

2 d.  h.  er  ist  umgekehrt  proportional  dem  Abstande  der  schnei- 
denden Ebene  von  der  singulären  Kante.  Hierin  unterscheidet  sich 
der  parabolische  Scbeitel-Cono-Cuneus  von  dem  geraden  paraboli- 
schen Cono-Cuneus. 

Für  den  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  der  ans  der  vor- 
gelegtcn  Fläche  ausgeschnittenen  Parabeln  erhält  man  demuach: 

(109)  xz  = 1£- 

d.  h.  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Parabeln,  welche 
durch  Ebenen  parallel  der  AT-Ebcne  aus  dem  parabolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (108)  ausgeschnitten  werden,  ist  eine  gleichseitige  Hy 
perbel  in  der  XZ-Ebene,  deren  Asymptoten  die  Axen  der  * und  der 
* sind,  und  deren  Excentricität  die  mittlere  Proportionale  zu  2p  und 
c ist. 

Ferner  wird  durch  die  Ebene  y — h aus  dem  parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuncus  (108)  eine  Curve  ausgeschnitten,  als  deren 
Projection  auf  die  XX- Ebene  man  erhält: 


83* 
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Daraus  folgt,  dass  jede  zur  Directorebene  parallele  Ebene  aus  dem 
parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  eine  erzeugende  Gerade  aus- 
schueidet.  Hierin  unterscheidet  sich  dieser  Cono-Cnneus  von  allen 
bisher  betrachteten,  aus  denen  jede  der  Directorebene  parallele  Ebene 
im  Allgemeinen  zwei  Erzengenden  der  betreffenden  Flüche  aus- 
schneidet. 

Der  vorgelegte  Cono-Cnneus  unterscheidet  sich  von  dem  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  auch  dadurch,  dass  jede  durch  die  sin- 
guläre Kante  gehende  Ebene  im  Allgemeinen  zwei  erzeugende  Ge- 
raden desselben  ausschneidet.  Denn  es  ergiebt  sich  als  Projectiou 
der  Durchschnittscurve  der  Ebene  z •=  ax  mit  der  Fläche  (108)  auf 
die  EZ-Ebene: 

di» 


Diese  Eigenschaft  hat  der  parabolischo  Scheitel-Cono-Cuneus,  wie 
schon  im  § 28.  angedeutet  worden  ist,  mit  den  elliptischen  und  den 
hyperbolischen  Cono-Cuneis  gemeinsam. 

Ein  Hauptuuterschied  zwischen  dem  geraden  parabolischen  Cono- 
Cuneus  und  dem  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  besteht  darin, 
dass  durch  gewisse  Ebenen  aus  dem  letzteren  Hyperbeln  ausge- 
schnitten werden,  was  bei  dem  ersteren  nicht  der  Fall  ist.  Zu  diesen 
gehören  die  durch  die  Z-Axe  gehenden  Ebenen.  Um  die  betreffenden 
Durchschnittscurven  näher  zu  untersuchen,  wenden  wir  die  Coor- 
dinatentransformation  (103)  an  und  setzen  y'  **  0.  Alsdann  erhält 
man  als  Gleichung  einer  Durchschnittscurve: 


(112) 


t 

X z 


2 pC  COS  tp 

sinV 


Diese  Durchschnittscurve  ist  demnach  eine  gleichseitige  Hyper, 
bei,  deren  Asymptoten  die  Axeu  der  x'  und  der  z sind,  und  deren 


Quadrat  der  Excentricität  gleich 


8 pc  cos  <p 


ist. 


§ 31. 

Gehen  wir  nun  zur  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des 
parabolischen  Scheitel-Cono-Cunens  (108)  über,  so  erhalten  wir  als 
Gleichung  derselben: 

2 pc(S—x)—  2 yz(  i;  — y)  — y s(  J — z)  = 0 

oder: 

(113)  2pc.  | — 2yz(zj  — y)  — y*f  — 0. 
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Daraus  folgt  für  y = 0:  | = 0;  d.  h.  der  parabolische  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (108)  berührt  die  EZ-Ebene. 

Ferner  ergiebt  sich  für  * — 0 aus  der  Gleichung  (113): 


Die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  der  singulären  Kante  geht 
demnach  durch  diese  Kante.  Es  giebt  aber,  wie  man  hieraus  er- 
sieht, in  einem  Punkte  der  singulären  Kante  nur  eine  Tangential- 
ebene an  den  parabolischen  Schcitel-Cono-Cunens  und  auch  hierdurch 
unterscheidet  sich  derselbe  von  den  übrigen  betrachteten  Cono-Cu- 
neis. 


Diese  Tangentialebenen  sind  die  unter  (111)  des  vorigen  § be- 
trachteten Ebenen.  Sie  schneiden  also  aus  dem  parabolischen  Schei- 
tel-Cono-Cuneus  die  singuläre  Kante  und  zwei  erzeugende  Geraden 
desselben  aus. 

Allgemein  erhält  man  für  die  Projcction  der  Durchschnittscurvc 
der  Tangentialebene  mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  EZ-Ebene, 
wenn  man  ! aus  der  Gleichung  (113)  und  der  Gleichung  'Zp<£ 

eliminirt: 

!ri  — y = 0 

(v+v)t— — o 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Tangentialebene  aus  dem  parabo- 
lischen Scheitel-Cono-Cuneus  im  Allgemeinen  die  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt gehonde  Erzeugende  desselben  und  eine  gleichseitige 
Hyperbel  ausschneidet,  deren  Projection  auf  die  EZ-Ebene  die  Ex- 
eentricität  V‘2t/.z  hat.  Auch  die  Tangentialebenen  gehören  daher  zu 
den  oben  erwähnten  Ebenen,  welche  aus  dem  parabolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus  Hyperbeln  ausschneiden. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  Tangentialebene  die  Flächo  im 
Allgemeinen  nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Erzeugenden  derselben  berührt  Eine  Ausnahme  findet 
nur  für  y = 0 statt;  d.  h.  die  EZ-Ebene  berührt  den  parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (108)  längs  der  ganzen  in  ihr  liegenden  Er- 
zeugenden desselben. 

Schliesslich  erhalten  wir  für  das  Volumen  V zwischen  den 
Ebenen  y = y0,  1 — %■>  » = 0 und  dem  zugehörigen  Teile  der  vor- 
gelegten Fläche: 
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y..  Bo  Afo  Bo 

= ffXdydZ  “ ic  J*'d»  ftdl 


(115) 

d.  h.  Das  Volumen  mit  der  vorgeschriebenen  Begrenzung  ist  gleich 
dem  sechsten  Teile  eines  rechtwinkligen  Parallepipedons  mit  den 
Kanten  x0,  y0,  z„. 


Wir  haben  beim  geraden  parabolischen  Cono-Cunens  erhalten: 


Darans  folgt: 


v’  = i*oko*o 
V+  V‘-  ix0yo2o 


d.  h.  in  Worten:  Die  Summe  der  Volumina,  welche  von  den  beiden 
parabolischen  Cono-Cuneis  begreuzt  werden,  und  zu  den  Coordiuaten 
*01  ’Jo:  zo  gehören,  ist  gleich  der  Hälfte  des  rechtwinkligen  Parallel- 
epipcdons  mit  den  Kanten  x„,  y0,  z0. 


VI.  Abschnitt. 

Die  Fusspunktenflächen  der  betrachteten  Cono-Cunei 
für  den  Coordinatenanfang  als  Pol. 

§ 32. 

Wenn  man  von  einem  gegebenen  Punkte  die  Senkrechten  auf 
die  Tangentialebenen  einer  gegebenen  Fläche  fällt,  so  bilden  die 
Fusspunkte  dieser  Senkrechten  eine  neue  Fläche,  welche  die  Fuss- 
punkteniläche  der  gegebenen  Fläche  für  den  gegebenen  Punkt  als 
Pol  genannt  wird.  Wir  wollen  nun  in  diesem  Abschnitte  die  Fuss- 
punktenflächeu  der  behandelten  Cono-Cunei  für  den  Coordinatenanfang 
als  Pol  einer  kurzen  Betrachtung  unterwerfen. 

Was  zunächst  den  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 

c1  y*  — = ■ 2s(a*  — x*) 

betrifft,  so  hatten  wir  als  Gleichung  der  Tangentialebene  desselben 
erhalten  [§  12.  Gl.  27]: 

x sa(f  — x)  + cy . er]  — z(ai  — x*)J  =»  0 

Demnach  ergiebt  sich  für  die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  durch 
den  Coordinatenanfang  geht  und  auf  dieser  Tangentialebene  senk- 
recht steht,  wenn  f,  ij,  Z die  laufenden  Coordinaten  bedeuten : 
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üV f 

V z(a*-x*)  S 

Die  Coordinaten  der  Fusspnnkte  dieser  Senkrechton  müssen  den 
Gleichungen  (116)  und  der  Gleichung  der  betreffenden  Tangential- 
ebene genügen.  Demnach  folgt  für  dieselben: 

^ x*  z*  -j-  e*y*  -(-  zi(a‘  — x*)J 

e*  x*  t/z* 

^ z*(a* — x1)* 

y x*z°(flJ — x1) 

“ xM+cV+zV’  — **)* 

Durch  Elimination  von  x,  y,  z aus  diesen  drei  Gleichungen  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (17)  .rcsultirt  die  Gleichung  der  gesuchten  Fuss- 
punktenfläche: 

(117)  («*+11*+  t*)*  - S,(aV-cT) 

Die  Fusspunktenfläche  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncus  (17) 
für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  ist  demnach  eine  Fläche  6ten 
Grades. 

Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  für  den  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37): 

csy*  = zt(xi  — a’), 

als  dessen  Fusspunktcnlläche  für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  man 
erhält: 

118)  «*+ ,* + «•)»  - ^y*1**) 

Die  beiden  Gleichungen  (117)  nnd  (118)  gehen  für  J •=  0 Uber  in: 
(119)  {»+,»  = + o| 

Daraus  folgt  der  Satz:  Die  beiden  Fusspunktenflächen  (117)  und 

(118)  und  der  Cylinder  (119)  schneiden  sich  in  einer  und  derselben 
Curve,  und  zwar  in  einer  ebenen  Cnrve. 

Diese  Relation  kann  man  auch  so  deuten:  Sind  der  gerade 

elliptische  und  der  gerade  geteilte  hyperbolische  Cono-Cuneus,  welche 
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dieselbe  singuläre  Kante  haben,  so  beschaffen,  dass  eine  und  die- 
selbe Ebene  aus  dem  elliptischen  einen  Kreis,  aus  dem  hyperboli- 
schen eine  gleichseitige  Hyperbel  ansschneidet,  deren  halber  Para- 
meter gleich  dem  Radius  des  Kreises  des  elliptischen  Cono-Cuneus 
ist,  so  schneiden  sich  die  beiden  zugehörigen  Fusspunktenflächen  für 
den  Coordinatenanfang  als  Pol  in  einer  ebenen  Curve,  und  zwar  in 
zwoi  Kreisen  in  der  XY-Ebene  mit  dem  Radius  ia,  weiche  sich  im 
Coordinatenanfang  berühren  und  deren  Mittelpunkte  auf  der  Bingu- 
lären Kante  der  beiden  zugehörigen  Cono-Cunei  liegen: 


Ferner  ist  die  Gleichung  der  Tangentialebene  des  geraden  ein- 
fachen hyperbolischen  Cono-Cuneus: 


1: 


c*xS — yz*(y — y) — *{y*  + “,)f  — 0 

Demnach  erhält  man  als  Gleichungen  der  vom  Coordinatenanfang 
auf  diese  Ebene  gefällten  Senkrechten: 

£ > 

§ *(y*+«8) S 

v,  *(y*+«’) i 


Für  die  Coordinatcn  des  Fusspunktcs  dieser  Senkrechten  resul- 
tirt  mithin: 

cs*ysz* 

y3z4 

t y1»3(y8+°1) 

c*  -f  - yJ  z4  **(y*-4 -«*) 


Eiiminirt  man  *,  y,  z aus  diesen  drei  Gleichungen  mit  Hilfe  der 
Gleichung  des  zugehörigen  Cono-Cuneus,  so  erhält  man  als  Gleichung 
der  betreffenden  Fusspunktenfläche  des  geraden  einfachen  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus: 


(120)  (l’-H’+f*)*' 


i/*  (<:»£»  — «»£*) 

s* 


Auch  diese  Fläche  ist  wie  die  beiden  vorhergehenden  vom  6ten 
Grade. 
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Untersuchen  wir  nun  die  Durchschnittscurvcn  der  drei  abgelei- 
teten Fusspunktenfläcben  mit  Ebenen , welche  durch  die  singuläre 
Kaute  dos  zugehörigen  Couo-Cuneus  gehen.  Zu  dem  Zwecke  setzen 
wir  in  den  beiden  Gleichungen  (117)  und  (116): 

cf  — mar], 

denn  diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar,  welche  durch  die  X- 
Aie,  also  durch  die  singuläre  Kante  des  geraden  elliptischen  Cono- 
Cuneus  (17)  und  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Couo-Cuneus 
(37)  geht.  Dadurch  gehen  die  betreffenden  beiden  Gleichungen  über 
in: 

(121)  + ^Lfcf!  v2  - ± «.*  Vl  - m2 

(122)  s* + — a-^tcS = ± „s  yr+ir» 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  Allgemeinen  jo  zwei  Ellipsen 
dar,  welche  sich  im  Coordinatenanfang  berühren,  und  deren  Mittel- 
punkte auf  der  A-Axe  liegen.  In  der  Gleichung  (121)  ist  diese  Mög- 
lichkeit an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  »«*  < 1 ist,  während  der 
Satz  für  die  andere  Gleichung  für  jeden  Wert  von  m gilt. 

Eine  analoge  Beziehung  ergiebt  sich  für  die  Fusspunktenfläche 
(120)  des  geraden  einfachen  hyperbolischen  Cono-Cuneus.  Da  dieser 
Cono-Cuneus  die  i-Axe  zur  singulären  Kante  hat,  so  stellt  die 
Gleichung 

cf  maS 

eine  Ebene  dar,  welche  durch  diese  singuläre  Kaute  geht.  Dafür 
erhält  mau  aus  der  Gleichung  (120): 

m2  ,,2  _i_  .2  

(123)  — — „ — £*-(-*)*  ■=  i a»;V«ia — 1 

Diese  Gleichung  stellt , wenn  »»*  >1  ist , zwei  Ellipsen  dar, 

welche  sich  im  Coordinatenanfang  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
auf  der  E-Axo  liegen. 

Aus  diesen  Erörterungen  folgt  der  Satz: 

Jede  durch  die  singuläre  Kante  eines  geraden  elliptischen  oder 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen 
aus  der  Fusspunktcntiächc  des  betreffenden  Cono-Cuneus  für  den 
Coordinatenanfang  als  Pol  zwei  unter  sich  gleiche  Ellipsen  aus, 
welche  sich  im  Pol  der  Fläche  berühren. 
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§ 33. 

Was  ferner  die  Fusspunktenflächc  des  elliptischen  Scheitel- 
Cono-Cuncus  (76) 


für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  betrifft,  so  hatten  wir  als  Glei- 
chung der  Tangentialebene  im  Pnnkte  xyz  desselben  erhalten  [§  23. 
Gl.  81]: 

(*-!•)*+(£)  {*(*— f *) 

Dio  Gleichungen  der  vom  Coordinatenanfang  auf  diese  Ebene 
gefällten  Senkrechten  sind  demnach: 


1=  — 


V = 


a 

X z 

e 


1 

( az 
[bc 

)'• 

f a 

[X 

k C 

2) 

+ £<•*-* 

Daraus  folgen  für  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  dieser  Senk 
rechten  die  Gleichungen: 


(-!■)'+( 

az\ 

fic) 

V+[ 

( 

S)V 

a \ 

X z 1 - 

V c J 

(—:■)+' 

M 

fas) 

(x 

>V+ 

t-f 

+ w 

HO 

Sv'-V) 

1 (s)*»* 

(—!*)*+. 

{'az' 

Kbc, 

)V+ 

a 

c 
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Durch  Elimination  von  x,  y,  z mit  Hilfe  der  Gleichung  (76)  folgt 
hieraus  die  Gleichung  der  gesuchten  Fusspunktonfiäche : 

(124)  (I*  + ij*  + f2)2-^|‘  [>2f2  - (cf  + of)2] 


Zunächst  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Fusspunktenflächc  ebenso 
wie  die  im  vorigen  § betrachteten  vom  6ten  Grade  ist.  Ferner  er- 
giebt  sich  aus  der  Gleichung  (124)  für: 


cf-j-aS  = 0: 


aä-J-c2 


=■+*»/ 


Daraus  folgt  der  Satz:  Die  durch  die  singuläre  Kante  des  ellip- 
tischen Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  gehende  Ebene  ef-f-ol  = 0 schneidet 
aus  der  zugehörigen  Fusspuuktenfläcbe  (124)  zwei  Ellipsen  aus,  welche 
sich  im  Coordinatenanfang  berühren,  und  deren  Projectionen  auf  die 
bc  b 

AP-Ebene  die  Halbaxen  — . - und  „ haben. 

2 Va*+c*  2 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  für  die  Fusspunktenfläche  des 
einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (84): 


für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  die  Gleichung: 

(125)  (|2 -f  ^ [(cf  - a£)2  - o*  |2j 

C*  e 

Ferner  war  die  Tangentialebene  des  geteilten  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (84) : 

©v. -^-(y-bc*)v+ +bc(»-bc>)]t-o 

Daraus  folgou  dio  Gleichungen  der  durch  den  Coordinatenanfang 
gehenden,  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehenden  Geraden : 
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b'h 

«V 


— rrt 


Mithin  gonügcn  die  Coordinaten  des  Fnsspuuktes  dieser  Senkrechten 
den  Gloiciiungcn: 


1 = 


£)‘- 


©w 

(•-;■)■+ 

©*■ 

■(•-so 

£)'-&<* 

i 

O i o 

)■+ 

a?  <*-•*)  + ; (»-;•)] 

Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Fusspunktenfiäche  des  geteilten  hy- 
perbolischen Scheitel-Cono-Cuneus  (90)  für  den  Coordinatenanfang 
als  Fol: 

,,üf2 

(126)  <e»+  *»+{■)*  - 

Aus  dieser  Gleichuug  ergiebt  sich  für  J = 0: 


J2_j.,2=  ±„iy2 

d.  h.  in  Worten:  Dio  Fusspnnktenfiäehe  (126)  schnoidet  die  XY- 
Fbenc  in  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  Ja-y/2,  welche  sich  im  Coor- 
dinatcuanfang  berühren,  und  deren  Mittelpunkte  auf  der  A'-Axe  liegen. 


Droht  man  die  Fläche  (126)  um  die  Z- Axe  um  so  dass  die 

positive  A-Axe  in  dio  negative  K-Axe  fällt,  daun  geht  dio  Gleichung 
derselben  über  in: 

<?+*■+ W*  = Pfil  «+«)*+*»?] 

Berücksichtigt  man  hierboi  die  Gleichung  (124)  der  Fusspunkton- 
fläche  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  und  beachtet,  dass, 
wenn  man  a = 4 setzt,  die  boiden  Gloichungen  für  cj  + aij  = 0 über- 
gehen in 
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“ ± arii 

so  resultirt  der  Satz:  Sind  der  elliptische  uud  der  geteilte  hyper- 
bolische Scheitel-Cono-Cuneus , deren  singuläre  Kanten  auf  einander 
senkrecht  stehen  nnd  in  einer  Ebene  liegen,  so  beschatten , dass  die 
Ebene  in  der  Entfernung  c von  den  singulären  Kanten  aus  dem  ellip- 
tischen deu  Kreis  mit  dem  Radius  a,  aus  dem  hyperbolischen  die 
gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a ausschnoidet,  so 
besteht  dio  Durchschnittscurve  der  Fusspuuktenfläche  des  elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  mit  der  um 

71 

2 um  die  Z-Axc  gedrehten  betreffenden  Fusspunktenflächc  des  ge- 
teilten hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  aus  zwei  Ellipsen,  welche 
sich  im  Coordinatenanfang  berühren,  und  deren  Projcctionen  auf  die 

X 1 -Ebene  die  Halbaxen  — : uud  ? haben. 

2y«*  + c*  2 

Wir  wollen  nun  noch  ähnlich  wie  im  vorigen  § die  Durch- 
schnittscurveu  der  drei  abgeleiteten  Fusspunkteniiächen  mit  Ebenen, 
welche  durch  die  siuguläro  Kante  des  zugehörigen  Cono-Cuneus  gehen, 
untersuchen.  Da  der  elliptische  uud  der  einfache  hyperbolische 
Scheitel-Cono-Cuneus  die  1-Axe  zur  singulären  Kante  haben,  so  ist 

c f = m a | 

eine  Ebene,  welche  durch  diese  singuläre  Kante  geht.  Setzen  wir 
diesen  Wert  von  f in  die  Gleichungen  (124)  und  (125)  ein,  so  gehen 
dieselben  über  in: 

(127)  ^ f’  + tj*  - ±iJ?Vl-(t»+l)1 

_1_  ___________ 

(128)  — jF- ±4i?V(m-l)*-l 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  Allgemeinen  je  zwei  Ellipsen 
dar,  welche  sich  im  Coordinatenanfang  berühren,  und  deren  Mittel- 
punkte auf  der  Ir-Axe  liegen.  Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich 
für  die  Fusspunktenflächc  (126)  des  geteilten  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus.  Dieser  Cono-Cuneus  hat  die  X-Axe  zur  singulären 
Kante.  Folglich  stellt  die  Gleichung 

cf  ’ mbf) 

eiue  Ebene  dar,  welche  durch  diese  singuläre  Kante  geht.  Dadurch 
erhält  man  aus  der  Gleichung  (126) : 
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— J — ..Z  ______________ 

(129)  £*+ ^F-i)s-±  «jV(m+l)*+l 

Zugleich  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  aus  der  Fusspunkteufläche 
(126)  jede  durch  die  singuläre  Kante  des  zugehörigen  geteilten  hy- 
perbolischen Scheitel-Cono-Cunens  gehende  Ebene  zwei  Ellipsen  aus- 
schneidet , während  bei  den  beiden  vorhergehenden  die  Ebenen  noch 
gewissen  Beschränkungen  unterworfen  sind. 

Diese  Resultate  können  wir  in  den  Satz  zusammenfassen:  Jede 
durch  die  singuläre  Kante  eines  elliptischen  oder  eines  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  gehende  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen  aus 
der  Fusspunkteniläche  des  betreffenden  Couo-Cuneus  für  den  Coor- 
natenanfang  als  Pol  zwei  sich  gleiche  Ellipsen  aus,  welche  sich  im 
Pol  der  Fläche  berühren. 


5 34. 


Um  schliesslich  die  betreffenden  Fusspunktenflächen  der  beiden 
betrachteten  parabolischen  Cono-Cunei  zu  untersuchen,  so  haben  wir 
im  § 29.  als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cuneus  erhalten: 

jw*(£ — z)  — csyt)4-  2 pxzt  = 0 


Demnach  sind  die  Gleichungen  der  vom  Coordinatenanfaug  auf  diese 
Ebene  gefällten  Senkrechten: 


£- 


so  dass  man, für  den  Fusspunkt  dieser  Senkrechten  erhält: 

* = p*z*  -f-  c*y*  -f-  4p*zha 

c^xyz* 

^ * -f-  4paxaza 


2 p**szs 

‘ = p*z*  -}-  c4y  * -{-  dpVz4 

Daraus  folgt  als  Gleichung  der  Fusspunktenfläche  des  geraden  para- 
bolischen Cono-Cuneus  (99)  für  den  Coordiuatenanfang  als  Pol: 

(130)  P+V  + t*-^ 
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Diese  Fusspunktenfläche  ist  denmach  vom  vierten  Grade,  während 
die  bisher  betrachteten  vom  6ten  Grade  sind. 


Ferner  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  des  geraden  parabolischen 
Cono-Cnneus : 

cV  - -W: 
ft2 

?'_a P 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (130)  ein,  so  geht  die- 
selbe über  in 

(131)  4a+^  + J2  = p 

Daraus  folgt  der  Satz:  Der  gerade  parabolische  Cono-Cuneus 
(99),  die  zugehörige  Fusspunktenfläche  (130)  und  die  Kugel  (131) 
schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Cnrvc. 


Oder  m.  a.  W.  Die  Durchschuittscurve  des  geraden  paraboli- 
schen Cono-Cuneus  (99)  mit  der  zugehörigen  Fusspunktenfläche  für 
den  Coordinatenanfaug  als  Pol  liegt  auf  eiuer  Kugel  mit  dem  Coor- 
dinateuanfang  als  Mittelpunkt,  deren  Radius  die  vierte  Proportionale 
zu  2 p und  c ist. 

Ein  ähnliches  Resultat  erhält  man  für  den  parabolischen  Schei- 
tel-Cono-Cuneus  (108).  Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte 
xyz  desselben  ist  [§  31.  Gl.  113]. 

2pc|  — 2yz(ij  — y)  — y2^  — 0 

Die  vom  Coordinatenanfang  auf  diese  Ebene  gefällte  Senkrechte  hat 
demnach  die  Gleichungen  : 


e = 

v -= 


2pe 

V 


t 


wodurch  mau  für  den  Fusspunkt  dieser  Senkrechten  erhält: 

4 pcy*z 

“ tp^c1  -f-  4y V *f- y* 

■ 4yV 

^ 4p*c8-|-  4y*z*-|-  y* 


2 y*z 

4 -f-  4ysz*-|-y4 
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Daraus  folgt  als  Gleichung  der  gesuchten  Fusspnnktenfläche : 

(132)  (l‘+i?,+S!)s+?X^  = 0 

Das  ist  eine  Gleichung  fünften  Grades. 

Dreht  man  nun  den  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (108) 
um  die  Z.Axc  um  re,  so  ist  die  Gleichung  desselben: 


Daraus  folgt: 


-=  — 2pc|. 


Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (132)  ein,  so  geht  dieselbe 
Uber  in 

(133) 


d.  h.  in  Worten:  Der  um  re  um  die  Z- Axe  gedrehte  parabolische 
Scheitel-Cono-Cuneus  (108),  die  zugehörige  Fusspuuktenfläcbe  (132) 
und  die  Kugel  (133)  sclmeidon  sich  in  einer  und  derselben  Curve. 


Oder:  Die  Durchschnittscurve  des  um  re  um  die  Z- Axe  ge- 
drehten parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (108)  mit  der  zugehö- 
rigen Fusspunktcnfläche  (132)  liegt  auf  einer  Kugel  um  den  Coor- 
anfang  als  Mittelpunkt,  deren  Radius  die  mittlere  Proportionale  zu 
2 p und  c ist. 


Setzt  man  ferner 
so  folgt: 


c = 2p. 


Daraus  folgt  der  Satz : Schneiden  sich  die  beiden  parabolischen  Cono- 
Cunei,  deren  singuläre  Kanten  auf  einander  senkrecht  stehen  und  in 
einer  Ebene  liegen,  in  einer  Parabel,  deren  Parameter  gleich  ihrem 
Abstande  von  den  singulären  Kauten  ist,  so  liegt  die  Durchschnitts- 
curve des  geraden  parabolischen  Cono-Cuueus  mit  der  zugehörigen 
Fusspunktcnfläche  und  die  Durchschnittscurve  der  Fusspunktcnfläche 
des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  mit  dem  um  re  um  die  Z- 
Axe  gedrehten  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  auf  einer  und 
derselben  Kugel  um  den  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt,  deren 
Radius  gleich  dem  Parameter  der  Durchschnittsparabel  der  beiden 
Cono-Cunei  ist. 
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Schliesslich  wollen  wir  noch  die  Durchschnittscurven  der  beiden 
Fusspnnktenflächen  (130)  und  (132)  mit  Ebenen,  welche  durch  die 
singuläre  Kante  des  betreffenden  Cono-Cuneus  gehen,  untersuchen. 

Schneiden  wir  zu  dem  Ende  die  Fläche  (130)  durch  die  Ebene: 

t — 

welche  durch  die  X-Axe,  also  durch  die  singuläre  Kante  des  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  geht,  so  erhält  man  für  die  Pro- 
jection  der  betreffenden  Durchschnittscurve  auf  die  X l'-Ebeue: 

(134)  f*+(p2+l)^-  *~t 

Hieraus  folgt,  dass  jede  durch  die  singuläre  Kante  des  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  die  zugehörige  Fusspunkten- 
fläche  in  einer  Ellipse  schneidet,  welche  durch  den  Pol  der  Fuss- 
punktenfläche  geht.  Hierin  unterscheidet  sich  also  die  Fusspuukten- 
fläche  des  geraden  parabolischen  Cono-CuneuB  von  den  bisher 
betrachteten  und,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  auch  von  derjenigen 
des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus , aus  denen  jede  durch  die 
singuläre  Kante  des  betreffenden  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  im 
Allgemeinen  je  zwei  Ellipsen  ausschneidet. 

Um  dies  für  die  Fläche  (132)  nachzuweisen,  betrachten  wir  die 
Durchschnittscurve  derselben  mit  der  Ebene: 

t — rt 

da  die  r-Axe  singuläre  Kante  des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus 
(108)  ist.  Für  die  Projection  der  in  Rede  stehenden  Durcbschnitts- 
eurve  auf  die  X l'-Ebeue  ergiebt  sich  alsdann: 

(135)  (l+S)S>+V>  = ±yY2^ 
womit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  die  Fusspunktenflächcn  des  ge- 
raden elliptischen,  der  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei 
und  diejenigen  des  elliptischen  und  der  beiden  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cunei  vom  6ten  Grade  sind,  während  die  Fusspunktenfiäche 
des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  eine  Fläche  vierten  Grades, 
diejenige  des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  eine  Fläche  fünften 
Grades  ist. 

Ferner  stimmen  die  Fusspunktenflächen  des  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  und  der  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei  mit  denjeni- 
gen der  betrachteten  Scheitel-Cono-Cunei  darin  überein,  dass  jede  durch 
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die  singuläre  Kante  des  betreffenden  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  im 
Allgemeinen  aus  ihnen  je  zwei  Ellipsen  russchneidet.  welche  sieh  im 
Pol  der  Fläche  berühren.  Die  Durchschnittscurve  der  Fusspunkten- 
flüche  des  goradon  parabolischen  Cono-Cuneus  mit  einer  durch  die 
Binguläre  Kante  dieses  Cono-Cuneus  gehenden  Ebene  dagegen  besteht 
nur  aus  einer  Ellipse,  welche  durch  den  Pol  der  Fusspunktenfläche  geht- 


VII.  Abschnitt. 

Die  Meridiancurven  der  Cono-Cunei. 

§ 35. 

Wir  schliessen  hier  eine  kurze  Behandlung  einer  Art  von  Curven 
auf  don  Cono-Cuneis  an.  Auf  den  Rotationsflächen  unterscheidet 
man  Meridiane  und  Curvou  gleicher  Polhöhe.  Diese  Terminologie  hat 
Alfred  Enneper  auf  krumme  Oberflächen  übertragen  und  diese  Curven 
folgendermassen  definirt ■).  Im  Punkte  xyz  einer  Fläche  bilde  die  Nor- 
male den  Winkel  u mit  der  Z- Axe,  durch  v werde  der  Winkel  be- 
zeichnet, welchen  die  Projection  der  Normale  auf  die  XI-Ebene  mit 
der  Axe  der  x einschliesst.  Einem  bestimmten  Werte  von  « ent- 
spricht auf  der  Fläche  eine  bestimmte  Curve,  für  welche  ® allein 
variabel  ist.  Dieselbe  heisst  auf  den  Rotationsflächen  eine  Curve 
gleicher  Polhöhc.  Variirt  u allein,  hat  also  v einen  bestimmten 
Wert,  so  entspricht  demselben  eine  Curve,  welche  bei  den  Rotations- 
flächen den  Namen  Meridian  führt. 

Wir  wollen  in  Folgendem  die  Meridiancurven  der  Cono-Cunei 
betrachten.  Wird  z als  Function  von  x und  y angesehen,  dann  be- 
steht die  Gleichuug 

BZ 


dx 

Mittelst  der  Gleichung  (17)  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus 
ergiebt  sich: 

a s — xi 

tg  v ■=■ 

xy 

(136)  <t-  — xi  — xy  tg  v = 0 


!)  cf.  Alfred  Enneper:  „Uebcr  Flächen  mit  besonderen  Meridiancurven“ 
im  XXIX.  Bde.  der  Abhandlungen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
ten zu  Göttingen. 
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Diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  die  Projection  der  Meridian- 
curvc  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  auf  die  A'l -Ebene 
eine  Hyperbel  mit  dem  Coordinatcnanfang  als  Mittelpunkt  ist,  deren 
eine  Axe  mit  der  Axe  der  x den  Winkel  Ir  bildet,  und  deren  Axen 

bezüglich  gleich:  -Qg-j  - Vcos c und  jvj-p  V cos v sind. 

Zu  demselben  Besultato  gelangt  mau  beim  geraden  geteilten 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37).  Man  erhält  nämlich: 


Daraus  fliesst  der  Satz:  die  Meridiaucurven  des  geraden  ellipti- 
schen und  dio  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus  liegen 
auf  denselben  hyperbolischen  Cyliuderflächen. 

Diese  Meridiaucurven  sind  Curveu  doppelter  Krümmung.  Denn 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste,  wie  iu  der  Theorie  der  Curven 
naohgewiesen  wird,  wenn  man  * als  unabhängige  Veränderliche  au- 
nimmt: 


<Py 

fPy 

fix2 

tlx 3 

tPz 

dh 

fix2 

dxs 

sein.  Man  erhält  aber  für  die  Mcridiancurvcn  des  geraden  ellipti- 
schen Cono-Cuneus  (17)  als  Wert  dieser  Determinante: 

6a4  c 

*3(a2 — x2)»  tg2e 

und  für  diejenigen  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37) 

6a4  e 

x3  (x2  — n2)  i tg*  » 

Setzt  man  den  Wert  von  a2— xs  aus  der  Gleichung  (13G)  in  die 
Gleichung  (17),  so  ergiebt  sich: 

(137)  cty  = xs-  tgv 

Die  Meridiaucurven  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
liegen  demnach  auch  auf  Flächen , welche  durch  die  Gleichung  (137) 
dargestellt  werden.  Es  sind  dies  parabolische  Scheitel-Cono-Cunei, 
deren  Leitlinien  den  Gleichungen: 

ss  = cy  ctg  v 
x = c 


U* 
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genügeu,  welche  also  die  AF-Ebene  zur  Directorebeue  uud  die  Z- Axo 
zur  singulären  Kante  haben. 

Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  für  den  geraden  geteilten 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37),  dessen  Meridiancurveu  auf  den 
Flächen: 

c*y  “ — xz^tgvj 

(138)  c*y  =■  xz*  tg(» — »j) 

liegen.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  parabolischen  Scheitel-Cono- 
Ounei  der  eben  beschriebenen  Art  sowol  den  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  (17)  als  auch  den  geraden  geteilten  hyperbolischen 
Cono-Cuneus  (37)  in  Meridiancurven  schneiden. 

Ferner  erhält  man  für  den  geraden  einfachen  hyperbolischen 
Cono-Cuneus  (67): 

xu 

(139)  y!tgu-)-xy+iiitgti  — 0 

Die  Meridiancurven  des  geraden  einfachen  hyperbolischen  Cono- 
Cuneus  (67)  liegen  mithin  ebenso  wie  diejenigen  des  geraden  ellip- 
tischen und  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuueus  auf 
hyperbolischen  Cylinderflächon,  deren  Axe  die  Z- Axe  ist.  Die  Spuren 
dieser  Cylinderflächen  in  der  Al-Ebene  sind  Hyperbeln  mit  dem 
Coordinateuanfang  als  Mittelpunkt,  deren  eine  Axe  mit  der  Axe  der 
x den  Winkel  Jo  bildet  und  deren  Axen  bezüglich 


b\ /"«■•_  UBd  ,1/^iL  sind. 

r l+sine  t 1-siu» 

Durch  Substitution  des  Wertes  von  y*+4*  aus  (139)  in  (67) 
ergiebt  sich: 

b^c^x  tge  = — a*ysÄ 

(140)  J!csx  *= 

Durch  Vertauschung  von  x mit  y geht  die  Gleichuug  über  in  : 

(141)  i*c!y  = a2a»!tg^2  -f-  v\ 

Vergleichen  wir  die  Resultate  (137),  (138)  und  (141),  so  resnltirt 
der  Satz: 


Die  Meridiancurven  des  geraden  elliptischen,  des  geraden  ge- 
teilten und  des  geraden  einfachen  hyperbolischen  Cono-Cuneus,  welche 
die  singuläre  Kante  und  die  Directorebeue  gemeinsam  haben,  und 
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welche  so  beschaffen  sind,  dass  eine  nnd  dieselbe  Ebeno  aus  dem 
elliptischen  einen  Kreis,  aus  den  beiden  hyperbolischen  jo  eine 
gleichseitigo  Hyperbel  mit  einem  Parameter  gleich  dem  doppelten 
Radius  des  Kreises  des  elliptischen  Cono-Cuneus  ausschncidet,  liegen 
auf  denselben  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneis. 


§ 36. 


Um  nun  die  Meridiancurvcn  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuncus 
(76)  zu  untersuchen,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (76): 


(142)  s — 

Mithin  erhält  man: 

0z  bc 

5*  _ a(6+yj‘  — y*)’ 


| hex 

a (S-f-  VA1 — y2) 

03  bexy 

dy  q(ä-{-t/ä2  — y2j2y&2 — y- 


so  dass  sich  ergiebt: 
(143)  tg« 




(j+yä’-yOVi*— 


Diese  Gleichung  stellt  eine  Cylinderfläche  6 ten  Grades  dar ; denn 
man  erhält  daraus: 


a^ctg 4»-j-(62 — y2)2y2  “ 2*2ctg2» (A2 — y2)(2i2 — y2) 

Während  daher  die  Projectioncn  der  Meridiancurvcn  des  geraden 
elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  auf  die  AK-Ebene  Hyperbeln,  d.  h. 
Cttrven  zweiten  Grades  sind,  liegen  die  Meridiancurven  des  elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  auf  Cylinderttächen  6 ten  Grades. 

Setzt  man  für  die  irrationalen  Ausdrücke:  i + y*2  — y2  und 
yj»  — y2  die  aus  der  Gleichung  (142)  folgenden  rationalen,  so  geht 
die  Gleichung  (143)  über  in 

o2ys2 

<144)  'S”  ” b*c{cx  — 03) 

Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  für  den  einfachen  hyperbo- 
lischen Scheitel-Cono-Cuneus  (84): 


UM 


Man  erhält  nämlich: 
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(145) 


tgi’i 


xy 

(i+y^+i2)  v?+* 


tg(JI— «,) 


*v  _____ 

(4+y»8+i*jy»s+*s 


Die  Meridiancnrven  dos  einfachen  hyperbolischen  Schcitel-Cono- 
Cuucus  (84)  liegen  demnach  ebenso  wie  diejenigou  des  elliptischen 
Schoitcl-Cono-Cuucus  (76)  auf  Cylindertiächcu  6 ton  Grades.  Ferner 
folgt  aus  der  Gleichung  (145): 

(146)  <*<*—*>  = *4^ 

Aus  der  Vergleichung  von  (144)  und  (146)  rcsultirt  der  Satz: 
Die  Mcridiancurven  des  elliptischen  und  des  einfachen  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus , welche  dieselbe  singuläre  Kante  uud  dieselbe 
Directorobene  haben,  liegen  auf  denselben  Flächen  dritten  Grades. 

Schliesslich  erhält  mau  für  don  geteilten  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus  ans  der  Gleichung  (108): 


ncy 

3 " Äfo  + Vz11— a»j 
Domnach  ergiebt  sich: 


0. 

dx 

also: 


oder: 

(147) 


acXy  ■ dz  ac 

b (a  'Y  x*  — o*)»y^ — a*  $9  b(a-\-  y z~ — «*j 


tge'  = 


(a-j-V*2  — o2)  Vx*  — a2 

xy 


xy 

(a  -f-  V x2  — a2)  V x1  — a2 


Die  Mcridiancurven  des  elliptischen  und  der  beiden  hyperboli- 
schen Schoitel-Couo-Cunci  stimmen  also  darin  überein,  dass  sio  auf 
CylinderHächcn  6ten  Grades  liegen. 


Ferner  folgt  aus  (147): 


(148) 


i!xa2 

a%c(ey—bz) 


Dreht  man  den  geteilten  hyperbolischen  Schcitol-Cono-Cuneus 
(108)  um  die  Z- Axo  um  so  dass  die  positive  X-Axc  in  die  nega- 
tive F-Axo  fällt,  so  haben  wir  nur  x mit  y zu  vertauschen,  alles 
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Uebrigc  bleibt  unverändert.  Führen  wir  dieso  Vertauschung  in  der 
Gleichung  (148)  aus,  so  geht  dieselbe  über  in 


(149) 


a*  c ( cx  — bz) 


Aus  der  Vorgleichung  von  (144),  (146)  und  (149)  resultirt  der  Satz : 

Die  Meridiancurven  des  elliptischen,  des  einfachen  und  des  ge- 
teilten hyperbolischen  Scheitol-Cono-Cuneus,  welche  dieselbe  singuläre 
Kante  und  dieselbe  Directorebene  haben,  und  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  eine  und  dieselbo  Ebene  aus  dem  elliptischen  einen  Kreis, 
aus  den  beiden  hyperbolischen  je  eino  gleichseitige  Hyperbel  mit 
einem  Parameter  gleich  dem  doppelten  ltadius  des  Kroises  des  ellip- 
Scheitel-Cono-Cuncus  ausschneidet,  liegen  auf  denselben  Flächeu 
dritten  Grades 


Es  ist  dies  eine  ganz  ähnliche  Beziehung,  wie  wir  sio  am  Ende 
des  vorigen  § für  die  drei  entsprechenden  geraden  Cono-Cunei  ab- 
geleitet haben. 


§ 37. 


Verfolgen  wir  nun  dieselbe  Untersuchung  für  die  beideu  para- 
bolischen Cono-Cunei.  Aus  der  Gleichung  (99)  des  geraden  para- 
bolischen Cono-Cuncus  geht  hervor: 


also: 


dz 

0*  ~ 


Mithin  erhält  man: 


(150) 


cy  dz  c 

2 y 2p  ar*  V~p  x 


+ = 0 


Die  Meridiancurven  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuueus  (99) 
liegen  demnach  in  Ebenen,  welche  durch  die  Z-Axo  gehen.  Es  sind 
mithin  zum  Unterschiede  von  den  bisher  betrachteten  ebene  Curven, 
und  zwar  Parabeln,  welche  der  Gleichung  genügen: 


,s  _ 2c2 ctg2«  , 

pVl+dctg11«  X 

Ein  ähnliches  Resultat  orgiebt  sich  für  den  parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (108) : 
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2p  ex 

V% 

Es  folgt  nämlicb  hieraus: 


2x-\-ytgv  — 0 


d.  i.  aber  die  Gleichung  (150).  Mithin  resultirt  der  Satz:  Die  durch 
die  Z- Axe  gehenden  Ebenen  schneiden  sowol  den  goradon  parabo- 
lischen Cono-Cuneus  (99)  als  auch  den  parabolischen  Scheitel-Cono- 
Cuneus  (108)  in  Meridiancurven. 

Die  Meridiancurven  des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (108) 
sind  aber,  wie  sieb  aus  den  Erörterungen  des  § 30.  Gl.  (112)  ergiebt, 
zum  Unterschiede  von  denen  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus 
(99)  gleichseitige  Hyperbeln;  sie  liegen  also  auf  hyperbolischen  Cy- 
linderflächen,  und  hierin  stimmen  sie  mit  den  Meridiancurven  des 
geraden  elliptischen  und  der  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono- 
Cunei  überein. 


Ziehen  wir  schliesslich  allgemein  die  durch  die  Gleichung  (4) : 


cy  = *f(x) 

dargestellten  Flächen  in  Betracht,  so  ergiebt  sich  für  dieselben: 


also: 


tgo 


/(*) 

yf  '(«) 


y/'(*)tg  »+/(*)  — 0 


Die  Projcctioncn  der  Meridiancurven  der  durch  die  Gleichung 
(4)  dargestellten  Flächen  auf  die  AfF-Ebono  sind  demnach  im  All- 
gemeinen Curven  mten  Grades,  wenn  m den  Grad  von  f{x)  bedeutet, 
vorausgesetzt  dass /(*)  eine  ganze  rationale  Function  von  x bezeichnet. 


Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Leitlinie  der  Fläche  der  Glei- 
chung: y*  =*/(«)  genügt,  so  dass  der  Grad  der  auf  die  AfF-Ebene 
projicirten  Meridiancurven  der  Fläche  (4)  von  » unabhängig  ist. 


Denn  es  ergiebt  sich  für  diesen  Fall: 

y/'(*)tg®-f-»/(»)  — 0 
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VIII.  Abschnitt. 

Verallgemeinerungen  der  Cono-Cunei. 

§ 38. 

Zum  Schluss  wollen  wir  an  bisher  gefundene  Resultate  einige 
Bemerkungen  anknüpfen,  indem  wir  die  betrachteten  Flächen  etwas 
verallgemeinern. 

Wir  ändern  zunächst  die  Bedingung,  dass  die  singuläre  Kanto 
einer  Are  des  Leitkegelschnitts  parallel  ist,  dahin  ab,  dass  eine  Are 
des  Leitkegelschnitts  mit  der  singulären  Kanto  den  Winkel  a bildet, 
während  diese  Kante  der  Ebene  des  Leitkegelschnitts  parallel  ist  und 
durch  die  im  Mittelpunkte  desselben  auf  seiner  Ebene  senkrecht 
stehende  Gerade  geht 

Sind  die  Gleichungen  des  Leitkegelschnitts: 

l Ax!  2Bxy  -j-  Cy * = D 

(151)  { 

' z “ c 

dann  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche,  wenn  die  Ebeno 
der  yz  die  Dircctorebene  ist: 

(152)  Axszl-\~2Bcxyz-{-  Ccsys  = Dz'1 

Daraus  folgt,  dass  jede  zur  -VF- Ebeno  parallele  Ebene  die  Fläche 
(152)  in  einem  Kegelschnitte  schneidet,  und  zwar  da  das  charakteri- 
stische Binom  desselben  gleich  (B*  — A.CjcM  ist,  in  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Leitkegelschnitt  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  ist. 

Um  diesen  Kegelschnitt  näher  zu  untersuchen,  betrachten  wir  die 
allgemeine  Mittclpunktsgleichung  eines  solchen: 

Ax%  -f-  2 Bxy  -{-  6’y*  = D 

Wenden  wir  hierauf  die  Coordinatentransformation  an: 

x =»  x'cosa-J-y'sina 
y = — x'sina-f-y'cosa, 

so  geht  diese  Gleichung  über  in 

A’x’s+  2B'x'y’+C’y't  - D 

wobei: 

A'  = A cos2a — 2jBsinocos«-(- Csin*« 

B'  = |Asin2a+iIcos2o — J Csin  2 a 
C'  ■—  A sin1  a -f-  221  sin a cos  o -(-  C coss a 
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ü'—O  liefert  die  Bedingung:  tg2a  = Dadurch ergiebt sieh: 

(A  — C)2  — 4.Ü4 


■d'  ■=  1 (A  4"  C)  + 
C “ }(^  + D)- 


2V(C— A)2-f4B2 
(A-C)1  — 4P1 


2V(C—  A)*+AB* 

Dieso  Resultate  auf  die  Gleichung  (152)  angewandt,  liefert: 


(153) 


tg2« 


2 Bcz 

Cc1  - Ä? 


A'  = 


c — 


l(J**+Cfc*)  + 


(Az*  — Cc1)2—  UP  cs  .-2 
2 ]/(cp— APy  +4 /iw 


M-J- 

i(A**  + Co*) '4“-= 

2 2V(C^ 


CU)2  -ilPc*-1 


Daraus  gellt  hervor,  dass  die  Fläche  (152)  dadurch  entstanden 
gedacht  werden  kann,  dass  sich  eine  Ellipso  oder  Hyperbel  mit 
variablen  Axen  parallel  mit  sich  solbst  bewegt,  während  ihr  Mittel- 
punkt cino  auf  der  Ebeno  des  Kegelschnitts  senkrechte  Gerade  be- 
schreibt und  ihre  Axeu  sich  um  den  Mittelpunkt  drehen.  Diese  Art 
von  Flächen  unterscheidet  sich  dadurch  von  den  Cono-Cuneis,  dass 
hier  beide  Axen  des  beweglichen  Kegelschnitts  variabel  sind,  während 
bei  jenen  nur  eine  Axe  sich  ändert.  Sie  haben  das  mit  den  ellipti- 
schen Cono-Cuneis  gemein,  dass  auch  hierbei  unter  den  ausgeschnit- 
tenen Ellipsen  oin  Kreis  vorkommt,  und  zwar  erhält  man  denselben  für 


(Az1—  C<Y)*—iB1e1z1  — 0 
(154)  z = ± 'A(li  + YW+A.  C) 


Wenn  der  Lcitkegelschnitt  hierbei  eine  Parabel  ist,  so  ist,  weil 
der  Mittelpunkt  derselben  im  Unendlichen  liegt,  die  singnläro  Kante 
der  Parabelaxc  parallel,  ihre  Projectiou  auf  die  Parabelebene  braucht 
aber  nicht  mit  der  Parabelaxe  zusammenzufallen,  soudern  kann  von 
ihr  um  irgend  eine  Strecke  i entfernt  sein. 

Um  dieseu  Fall  zu  untersuchen,  nehmen  wir  als  Gleichungen 
der  Leitparabcl: 

l (3,-5)*  = 2p* 

(155)  { 

' s = c, 

wodurch  wir  als  Gleichungen  der  betreffenden  Fläche  erhalten: 


Digitized  by  Google 


Pabst:  Die  Cuiio-Cunci. 


379 


(<5  \2  z2 

V ~ c V ■“  2p  ? * 

I)ic80  Gleichung  lässt  erkenuen,  dass  jede  zur  XK-Ebene  parallelo 
Ebene  die  betreffende  Fläche  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Para- 
meter proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  der  schneidenden 
Ebene  von  der  singulären  Kante  wächst.  Die  Axon  dieser  aus- 
geschnittenen Parabeln  sind  der  singulären  Kante  parallel  und  ent- 
fernen sich  von  der  XZ-Ebeno  proportional  dem  Abstande  der 
schneidenden  Ebene  von  der  XF-Ebonc.  Diese  Fläche  ist  also  ein 
schiefer  parabolischer  Cono-Cuneus. 


§ 39. 


Eine  andere  Verallgemeinerung  ist  die,  dass  die  Ebeuo  des  Leit- 
kegelschnitts  nicht  der  singulären  Kante  parallel  ist,  sondern  mit  ihr 
den  Winkel  a bildet.  Wir  wollen  hierbei  zunächst  den  speciellen 
Fall  untersuchen,  wo 


(157) 


x2-f-y2  = r2 
3 = (<I-(-x)  tgß 


die  Gleichungen  der  Leitlinie  sind.  Die  Gleichuug  der  betreffenden 
Fläche  ist  demnach: 


(158)  S,2(a-fa92tg2a  = (r2  — x2)z2 

Betrachten  wir  die  Durchschnittscurve  dieser  Fläche  vierten 
Grades  mit  einer  Ebene  senkrecht  auf  der  XZ-Ebcne , welche  mit 
der  X-Axe  don  Winkel  ii  bildet  und  von  derselben  das  Stück  e ab- 
abschneidet,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Coordinatcntrausformation 
anwendet: 

!x  — x'cos  i|>  — z'sin  <f> 

v — ’S 

\ 3 — etgip-f-x'sintp-|-s'cos:p 


und  = 0 setzt,  als  Gleichung  der  definirten  Durchschuittseurve: 
jr(a-j-x'cos  g<)2tg2n  = (r2  — x'äcos2  V)  (e  + x'cos  ^)2tg2  tg 
Für  e — a geht  diese  Gleichung  Uber  in 

!a-|- x'cos  tp  =>  0 

y'* tg2a  ■ (r*  — x'2COS2ip)  tg2ip 

Daraus  folgt:  Alle  Ebenen  senkrecht  auf  der  XZ-Ebene,  welcho 
durch  die  in  der  X F-Ebcuc  liegende  Gerade  x **»  — a gehen,  schnei- 
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dcu  die  Fläche  (158)  in  Ellipsen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Z-Axo 
liegen,  und  deren  Axen  bezüglich  in  dio  Ebenen  der  xz  und  der  yz 
fallen. 


Zugleich  ist  ersichtlich:  Wenn  n > r ist,  so  besteht  die  be- 
trachtete Durchschnittscurve  nur  ans  der  beschriebenen  Ellipse;  ist 

dagegen  a ^ r,  so  erhält  man  ausser  dieser  Ellipse  noch  eine  Gerade. 


Unter  den  ausgeschnittenen  Ellipsen  findet  sich  ein  Kreis,  und 
zwar  für  siuip  = tg«.  Ein  Kreis  kann  demnach  nur  aus  der  Fläche 

Jl 

(158)  ausgeschnitten  werden,  wenn  n ist. 

4 


Hätten  wir  als  Gleichungen  des  Leitkegelschnitts  allgcmciu  an- 
genommen: 


(161) 


Ax*  + '2Hxy  + Cy*  + 2ßx  + 2 Ky  + F = 0 


2 = (a  -)-  x)  tg  o 


so  hätten  wir  als  Gleichung  der  Fläche  erhalten: 


(162) 


3s.qp,  +2(a-f  x).<ps-)-(a-)-x)s.<pj  =>  0 
<p,  = Ax*-f  2Z>x  + F 
<Ti  — 2(ßx  + E)jrtgo 
<P3  = C’/^a 


Für  die  Durchschnittscurve  der  oben  definirten  Ebene  mit  dieser 
Fläche  ergiebt  sich  für  c = a: 

ta-j-x'cosrp  = 0 

<Pi'- tfi!  + <Pi-  fg’»'  + <Pz  — 0 


Der  ausgeschnittene  Kegelschnitt  ist  also  eine  Ellipse,  Parabel 
oder  Hyperbel,  je  nachdem: 

< 

(ifa  — A . C)tg3  a . sin*  tp  = 0 

> 


ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Leitlinie  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
ist.  Das  charakteristische  Binom  verschwindet  allerdings  auch  für 
ip  = 0.  In  diesem  Falle  ergiebt  sich  aber  die  singuläre  Kante  als 
Durchschnittscurve.  Man  kann  demnach  die  betrachteten  Flächen 
so  entstanden  denken,  dass  sich  ein  variabler  Kegelschnitt  nm  eine 
in  seiner  Ebene  liegende  Gerade  dreht,  während  die  Punkte  seiner 
Peripherie  gerade  Linien  beschreiben,  welche  einer  durch  die  Drehungs- 
axe  gehenden  Ebene  parallel  sind  und  durch  eine  auf  dieser  Director- 
ebene  senkrecht  stehende  Gerade  gehen,  welche  die  Drehungsaxe 
schneidet. 
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Die  Cono-Cunei  gehen  dadurch  hieraus  hervor,  dass  die  Drobungs- 
axe  ius  Unendliche  rückt. 

Aus  der  Gleichung  (158)  ergeben  sich  folgende  zwei  specielle 
Fälle. 

Für  a = 0 geht  dieselbe  über  in 

(164)  s2y2tg2«  = (r2 — xs)z2 
Für  a =>  r ergiebt  sich  aus  (158): 

(165)  ys(r-j-*)tg2o  = (r  — x)z* 

Diese  letztere  Gleichung  stellt  eine  Fläche  dritten  Grades  dar, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  dass  die 
Tangentialebene  aus  ihr  im  Allgemeinen  die  durch  ihren  Berührungs- 
punkt gehende  Erzeugende  der  Fläche  und  eine  Ellipse  ausschneidet. 


§ 40. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eine  dritte  Voraussetzung,  welche 
wir  bei  der  Definition  der  Cono-Cunei  gemacht  haben,  fallen  lassen. 
Wir  haben  dort  nämlich  angenommen,  dass  die  singuläre  Kante  auf 
der  Directorebene  senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  bedeutet , dass 
die  erzeugenden  Geradeu  die  singuläre  Kante  rechtwinklig  schneiden. 
Betrachten  wir  nun  den  allgemeineren  Fall,  dass  die  Projectiouen  der 
Erzeugenden  auf  die  XZ-Ebene  mit  der  singulären  Kante  den  Winkel 
ß bilden.! 


Diese  Erzeugenden  müssen  demnach  den  Gleichungen  genügen, 
wenn  wir  die  singuläre  Kante  wieder  zur  A’-Axo  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  nehmen: 


(166) 


y = uz 

x = v — }—  z ctg  ß 


Hat  der  Leitkegelschnitt  allgemein  die  Gleichungen: 


(167) 


Ax*  + 2Bxy -f  Cy2  -f  2Dx  + 2Ky  + F = 0 
s = (o-(-a:)tg« 


so  erhält  man  als  Gleichung  der  betreffenden  Fläche,  wenn  man 
1 — tgo. Ctg/3  = m;  tg«.ctg/3  = n 

SGtzt * 

is2.<p1+s(a  + a>).<jp2  + (rt  + x)2.qp3  = 0 

qpj  ==»  A [na  -f-  x — z ctg  j3]2  — 2 Bny  [(1  n)  a -f-  2x  — z ctg  /S] 

-{-  Cn* y2 -f-  %Dm[na  -\-x  — z ctg  /3]  — 2 Ein  . ny  -f  - F.  m2 
tp2  *=  2 [B  (na  -f-  x)  — Cny  -f-  Eni\  y tg  a 
<*>3  = • tg2  a 


Digitized  by  Google 


382 


Pabst:  Die  Cono-Cunei. 


Wir  wollen  nuu  nachwcisen,  dass  auch  diese  Flächen  durch 
Drehung  eines  veränderlichen  Kegelschnitts  entstehen  können.  Zn 
dom  Zwecke  betrachten  wir  die  Durchschnittscurve  der  Fläche  (168) 
mit  einer  auf  der  A'X-Ebeno  senkrecht  stehenden  Ebene,  welche  mit 
der  X-Axe  den  Winkel  <l>  bildet  und  von  derselben  das  Stück  c ab- 
sclmeidet.  Mit  Hülfe  der  Transformatiousglcichungen  (159)  des  vori- 
gen § ergieht  sich  als  Gleichung  der  defiuirten  Durchschnittscurve: 

!(<?-}—  x'cos  Ip)1  . cp I-  tga  1 p 
-f-  (c  + a'cos  1p)(«  -f-*'cOS  Ip).  <Pt-  tg  tP 
-j-  («-)-  x'cos  ig)2.  q>3'  = 0 

Wird  c — a,  so  gebt  dieso  Gleichung  über  in 
a-f-x'cos  ip  = 0 

(170) 

' 9’i'-tg2ip  + <pa'.tgip-f  <ps'=*  0 

Aus  den  Gleichungen  (168)  geht  hervor,  dass  <r,',  qp./,  rp./  Func- 
tionen zweiten  Grades  in  y sind.  Mithin  resultirt  der  Satz: 

Diejenigen  auf  der  X/J-Ebenc  senkrechten  Ebenen,  welche  durch 
die  in  der  XF-Ebeno  liegende  Gerade  * = — «gehen,  schneiden 
aus  der  Fläche  (168)  im  Allgemeinen  Kegelschnitte  aus. 

Das  charakteristische  Binom  der  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist : 

(il2 — A.C)(  ctg  ip  — ctg/3)1.siu2ip.tg1  ip.  tg2«. 

Das  Vorzeichen  desselben  hängt  mithin  von  dem  Vorzeichen  von 
II1  — A.C  ab,  d.  h.  der  ausgeschnittene  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Leitkegclschnitt  der  Fläche 
(168)  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist. 

Allerdings  verschwindet  das  charakteristische  Binom  auch  für 
ip  = 0 und  für  ip  = ß.  Im  ersteren  Fallo  erhält  man  aber  als 
Durchschnittscurve  die  singuläre  Kante,  im  zweiten  eine  erzeugende 
Gerade  der  Fläche  oder  kein  geometrisches  Gebilde. 

Damit  ist  die  obon  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen. 
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XVII. 

Das  Sehnen-Tangentenviereck. 


Von 

Herrn  Dr.  J.  Schumacher. 


In  der  „Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht“,  herausgegeben  von  J.  C.  V.  Iloffmann,  ist  im  8. 
Jahrgang  pag.  502.  Aufgabe  Nummer  48.  von  Herrn  Goheimrat  Dr. 
Schlümilch  die  nachfolgende  Aufgabe  gestellt: 

„Die  Vierecke,  welche  einem  Kreise  eingeschrieben  und  zugleich 
„einem  andern  Kreise  umgeschrieben  sind , bieten  mancherlei  Auf- 
gaben dar,  von  denen  bisher  nur  wenige  (z.  B.  die  Ermittelung  des 
„Abstandes  der  beiden  Kreiscentren)  Beachtung  gefunden  haben. 
„Als  Beispiel  eines  hierher  gehörenden  Problems  sei  folgendes  er- 
„wähut:  Aus  drei  gegebeucn  Eckpunkten  A,li,C  eines  solchen  Vier- 
ecks den  vierten  Eckpunkt  D zu  suchen.“ 

„Vierecke  der  genannten  Art  sind  durch  drei  gegebene  Stücke 
„bestimmt;  die  Bearbeitung  der  einzelner!  Fälle  gäbe  eine  kleine 
„Theorie,  die  sich  vielleicht  rein  geometrisch  behandeln  lassen  wird.“ 

Ich  habe  mich  an  die  Untersuchungen  dieser  besonderen  Art  von 
Vierecken  gemacht,  bin  jedoch  nicht  dem  Rate  des  sehr  geehrten 
Herrn  Aufgabenstellers,  die  sämtlichen  einzelnen  Fälle,  durch  die  ein 
Sehnentangentenviereck  bestimmt  sein  kann,  zu  behandeln,  gefolgt, 
sondern  suchte  nur  die  Eigenschaften  dieser  speciellen  Gattung  von 
Vierecken  herauszufinden,  durch  welche  ich  leichter  in  den  Stand 
gesetzt  zu  sein  glaubte,  die  einzelnen  Fälle  eleganter  lösen  zu  können. 
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Die  Vermutung  Schlümilch’s.  dass  die  Bearbeitung  derselben  sich 
vielleicht  rein  geometrisch  behandeln  lassen  wird,  habe  ich  bestätigt 
gefunden. 

Die  in  denselben  Zeitschriften  Uber  das  bicentrische  Viereck  an- 
ges teilten  Untersuchungen  des  Herrn  R.  0.  Consentius  aus  Carlsruhe 
und  jene  des  Herrn  Dr.  Eheler  aus  ZUlichau  habe  ich  nicht  gekannt 
und  wurde  erst,  nachdem  meine  Arbeit  schon  ziemlich  vorgeschritten 
war,  von  Herrn  Rector  Dietsch  auf  dieselben  aufmerksam  gemacht. 
Wo  die  Resultate,  namentlich  des  ersten  Herrn,  mit  den  meinigen 
die  gleichen  sind,  wird  der  verschiedenartige  Weg,  auf  welchem  wir 
zu  gleicheu  Schlüssen  kamen,  die  obige  Behauptung  bestätigen. 

Indem  ich  die  interessanten  Schlussfolgerungen  des  Herrn  Con- 
sentius vollkommen  anerkenne,  kanu  ich  mir  nicht  das  Urteil  ver- 
sagen, dass  genannter  Herr  auf  seinem  Wege  nicht  die  Reichhaltigkeit 
der  Eigenschaften  erschöpft  hätte,  wie  sie  nur  bei  directer  Unter- 
suchung des  Sehnen-Taugentenvierecks  möglich  ist;  denn  die  sich 
ergebenden  Schlussfolgerungen  sind  in  der  Tat  so  vielseitig,  dass  ich 
nicht,  leugne,  manche  iu  dieser  Abhandlung  unerwähnt  gelasseu  zu 
haben,  die  von  Interesse  sind,  weil  ich  sie  im  Gange  meiner  Betrach- 
tung für  selbstverständlich  gehalten  habe. 

Die  Schuld  an  der  geringeren  Zahl  der  Aufgaben,  die  von  Herrn 
Consentius  in  dieser  Zeitschrift  gestellt  sind,  trägt  wohl  die  allge- 
meinere also  auch  desto  schwierigere  Behandlung. 

Meinen  Betrachtungen  legte  ich  die  Keuntuiss  der  zwei  Funda- 
mentalsätzo  des  Sehnen-  und  Tangentenvierecks  zu  Grunde: 

1)  In  jedem  Sehnenviereck  ist  die  Summe  der  gegenüberliegen- 
den Winkel  = 180°. 

2)  In  jedem  Tangentenviereck  sind  die  Summen  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  einander  gleich. 

Zum  Beweise  meiner  Lehrsätze  werde  ich  mich  des  rechnerischen 
und  des  rein  geometrischen  Verfahrens  bedienen  und  demgemäss 
diese  Arbeit  in  zwei  Teile  zu  teilen  haben,  von  denen  der  eine  das 
geometrische,  der  andere  das  rechnerische  Resüme  enthält  Manche 
Lohrsätze  werden  sich  in  beiden  Teilen  bestätigt  finden. 

Es  sei  das  Sehnen-Tangentenviereck  A,  B,  C,  D gegeben  durch 
den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  = p und  zwei  einer  Seite 
anliegende  Winkel  ( A und  B).  Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  des- 
selben (M)  mit  den  vier  Ecken  A,  B,  C,  D,  und  fällen  wir  ausser- 
dem noch  von  M aus  die  Lote  auf  die  Seiten  (Mi, , Mbl,  Afc,,  Mdt), 
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so  erhalten  wir  die  4 Sehnenvierecke  MAa,  d, , MBa,  b, , A/C4,  c,, 
MDe,d,.  Passen  wir  nun  zwei,  welche  gegenüberliegende  Ecken 
enthalten,  ins  Auge,  etwa  die  Vierecke 

MBa,  bt  und  MDd,  c„ 

Wkl.  B+a,Mb,  — 2 R 
Wkl.  D+d,Mc,  — 21t 

Wkl.  B-\-D-\-a,Mb,-\-d,Mb,-\-d,Mc,  =4« 

Wkl.  B±D  = 2ß 

Wkl.  a,  Mb,  + d,  Mc,  — •21t 

(i,  A/4,  * D 
d,  Mc,  — ß. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Construction  des  Sehnen-Tangenten- 
vierecks  aus  g und  zwei  Winkeln. 

Halbire  den  Winkel  A und  lasse  dessen  Schenkel  den  Kreis  vom 
Badins  g berühren.  Hierauf  ziehe  Af,  a,  und  Md,  und  trage  an  Md, 
den  Winkel  B an.  Die  Schenkel  dieses  Winkels  schneiden  auf  dein 
Kreise  um  M den  Berührungspunkt  c,  aus.  An  Mc,  trage  wieder 
den  Winkel  A an,  von  welchem  der  Schenkel  Mb,  den  vierten  Be- 
rührungspunkt auf  dem  Kreise  um  M ausschneidet. 

Die  Punkte  a„  b„  c„  d,  sind  die  Berührungspunkte  der  Seiten 
des  gesuchten  Vierecks  und  die  Tangenten  in  ihnen  an  den  Kreis 
um  M schneiden  sich  in  den  Ecken  A,  B,  C , ö,  dio  wiederum  auf 
einem  Kreise  liegen. 

Aus  der  nachgewiesenen  Eigenschaft  des  Sehnen-Tangcuten- 
vierecks  folgern  sich  noch  mehrere  andere  Constructionen , die  wir 
übergehen,  weil  es  uns  nur  um  die  Wirklichkeit  eines  solchen  Vier- 
ecks vorerst  zu  tun  ist. 

In  jedem  Sehnen-Tangentenviereck  ergänzen  sich  dio  Bögen  des 
eingeschriebenen  Kreises,  die  zwischen  gegenüberliegenden  Winkeln 
des  Vierecks  ABCD  liegen,  zu  einem  Halbkreise. 

Da  Wkl.  a,  Mb,  -j-rf,  Mc,  = 1804  beträgt,  müssen  auch  die  Bögen 
+ — 180° 

und  analog  ^ 

+ = 180° 

betragen. 

Srch.  d.  Math.  o.  Phj».  2.  Reibe,  Teil  II.  *5 


so  ist 

folglich 

folglich 

folglich 

und 
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Die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  a,,  A„  c„  </,  liefern 
ein  neues  Sehnenviereck,  welches  nicht  zugleich  Tangentenviereck 
ist,  und  dessen  Diagonalen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Dass  a„ 
A„  c„  </,  ein  Sehnenviereck,  ist  sofort  aus  der  Figur  eiuzuseheu. 

Ist  p der  Radios  des  Kreises  um  M,  dann  erhalten  wir: 

B A 

o,A,  = 2p  cos  g a,tl,  *=■  2p  cos  g 

. B „ . A 

c1rf1  = 2p  sin  g A,c,  ==  2p  sm  g 

folglich 

a,A, -f-  c,»/,  = 2p  (cos  ~ -f-  sin  gj.  o,rf,  A,Cj  = 2p  (cos  ,f  + s'u  g) 

Die  Summen  der  gegenüberliegenden  Seiten  sind  somit  nur 
gleich,  wenn  Wkl.  A = B,  was  hier  bei  Betrachtung  des  allgemeinen 
Falles  nicht  vorausgesetzt  ist. 

Ferner  ist 

Wkl.  «fl«!«!  “ \ä1Mcj  = \B 
Wkl.  = Ja, A/A,  = 90“— J« 

folglich 

Wkl.  -}-  a,<l,A,  ■=  90° 

d.  h.  die  Diagonalen  des  BerUhrungsehnenvierecks  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht 

Hieraus  folgt  weiter:  Beschreibt  man  über  den  Seiten  des  Be- 
rühruugsehucuviereeks  eines  Schueu-Tangentenvierecks  Kreise,  so 
schneiden  sich  diosclben  in  dem  Durchschnittspuukte  der  Diagonalen 
des  Sehueu-Taugentenvierccks.  Die  Diagonalen  des  ersteren  zerlegen 
die  Winkel  iu  ihre  Bestandteile. 

Auch  diu  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  richtig: 

Errichtet  man  in  ciucm  Kreise  von  beliebigem  Radius  zwei  auf 
einander  senkrecht  steheude  Sehnen,  so  schneiden  dieselben  auf  dem 
Kreise  4 Punkte  aus,  welche  die  Berührungspunkte  der  Seiten  eines 
Sehucu-Tangcnteuviereck8  sind,  von  welchem  der  Schnittpunkt  der 
Sehnen  zugleich  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  ist. 

Seien  a,c,  und  A,</,  diese  Sehnen,  und  verbinden  wir  a„  A„  c„ 
</,  mit  dem  Kreismittelpuukte  M,  construiren  wir  ferner  die  Tan- 
genten in  denselben  Punkten,  so  schneiden  sich  letztere  in  den  Ecken 
des  fraglichen  Vierecks  A,  B,  C,  D. 
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Nun  ist 


folglich 

folglich 


Wkl.  !>1alcl  = \blMe1 
a,A, tlj  $atMdt 

-f-  =■  R 

= R 

b,  Mcx  -f-  «,  A/i/,  = 2R. 


Nach  der  Construction  ist  aber 


und 

somit 


ltMct  = A 
a1Md1  = C; 

-4  + C = — 2R. 


Die  Pole  der  Diagonalen  0,0,  und  \di  sind  offenbar  die  Schnitt- 
punkte der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Sehnen- Tangentenvierecks. 
Lassen  wir  daher  diese  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Sehnen  sich  um  denselben  Punkt  drehen,  so  bewegen  sich  ihre  Pole 
auf  jo  einer  Geraden  fort,  den  Polaren  des  Punktes  x.  Diese  Ge- 
raden müssen  aber  notwendig  zusammenfallen.  Sie  ist  die  dritte 
Diagonale  des  Vierecks  AB  CD. 

Diese  Gerade  bleibt  nun  immer  dieselbe  für  alle  Sebnen-Tan- 
gentenvierecke , so  lange  wir  den  Fnnkt  * und  den  Kreis  um  M 
festhalten, 


Es  müssen  daher  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  zweier 
gegenüberliegender  Seiten  irgend  eines  Sehnen -Tangentenvierecks 
alle  mit  der  Polaren  von  x zusammenfallen. 


Indem  wir  nun  dio  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Sehnen  o,c,  uud  b1<ll  in  immer  andere  Lagen  übergehen  lassen,  er- 
halten wir  lauter  neue  Sehnen-Tangentenvierccke,  welche  sämtlich  die 
äussere  Diagonale,  die  Polare  des  Punktes  x,  gemeinschaftlich  habeu. 
Eine  besondere  Lage  irgend  eines  Sehnenpaares  wird  auch  jene  sein, 
wenn  eine  dieser  Sehnen  ein  Durchmesser  des  Kreises  um  M wird. 


Construiren  wir  in  don  Schnittpunkten  dieses  Durchmessers  mit 
dem  Kreise  M dio  Tangenten , so  werden  dieselben  zu  einander  und 
mithin  auch  zu  der  äusseren  Diagonale  parallel.  Da  aber  dieser 
durch  x gezogene  Durchmesser  auf  den  Tangenten  senkrecht  steht,  so 
ist  damit  auch  die  Lago  dieser  äusseren  Diagonale  fixirt.  Wir  er- 
halten daher  den  merkwürdigen  Satz: 

„In  jedem  Schncn-Tangentenviereck  steht  die  Diagonale,  die 
„man  durch  Verbindung  der  Schnittpunkte  der  verlängerten  Vier- 

*5* 
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„eckseiteu  erkält,  auf  jenem  Durchmesser  des  dem  Viereck  eiube- 
„schriebenen  Kreises  senkrecht,;  welcher  durch  den  Diagonalschnitt- 
,. punkt  geht.“ 

Das  Sehnen-Tangentenviereck  selbst,  durch  welches  wir  auf  obigen 
Satz  gelangten,  ist  aber  ein  Antiparallelogramm. 

Einige  Eigenschaften  desselben  hat  Herr  Dr.  Ehrler  in  der  Hoff- 
mann’schen  Zeitschrift , Jahrgang  V. , pag.  432.  bereits  veröffentlicht, 
auf  die  ich  hier  nur  verweisen  will,  ohne  die  betreffenden  Sätze  noch 
einmal  zu  rccapituliren. 

Ein  weiteres  besonderes  Sehnen-Tangentenviereck  erhalten  wir 
durch  Annahme  jenes  Falles , wonach  eine  seiner  Diagonalen  dnreb 
den  Mittelpunkt  des  ihm  umschriebenen  Kreises  geht 

In  einem  solchen  Viereck  müssen  zwei  Winkel  je  90°  betragen 
und  die  Dnrchmesserdiagonale  die  anderen  Diagonalen  halbiren;  folg- 
lich sind  auch  je  zwei  in  demselben  Endpunkte  der  Durchmesser- 
diagonale zusammenstossende  Seiten  einander  gleich.  Die  Coustruc- 
tiou  dieses  Vierecks  ist  demnach  die  folgende: 

Wir  construiren  ein  circulares  Sekuenpaar  im  Punkte  x in  der 
Weise,  dass  die  Linie  Mx  den  Winkel  dieses  Sehnenpaares  halbirt. 

Wir  haben  bisher  den  Mittelpunkt  des  irgend  einem  Sehnen- 
Tangentenvierecke  einbesebriebenen  Kreises,  sowie  den  Schnittpunkt 
(x)  der  Diagonalen  fixirt  nnd  erfahren,  dass  jedes  durch  x gehende 
circulare  Sehnenpaar  Anlass  zu  einem  bicentrischen  Vierecke  gibt. 

Wir  treten  nun  der  Frage  nach  dem  Orte  der  Mittelpunkte  der 
allen  Sehnen-Tangentenvierecken  umschriebenen  Kreise  nahe,  wenn 
sie  denselben  Schnittpunkt  der  Diagonaleu  besitzen  und  demselben 
Kreise  umschrieben  sind.  Wir  beantworten  dieselbe  durch  den  fol- 
genden Lehrsatz: 

Alle  bicentrischen  Vierecke,  welche  demselben  Kreise  umbe- 
schrieben sind  und  den  Diagonalschuittpunkt  gemeinschaftlich  haben, 
sind  auch  einem  uud  demselben  Kreise  einbeschrieben. 


Beweis. 

Unter  allen  möglichen  Vierecken , welche  den  gestellten  Bedin- 
gungen genügen,  nehmen  wir  eines,  etwa  das  Viereck  ABCD  heraus. 
Dasselbe  sei  dem  Kreise  A/,  ein-  und  dem  Kreise  M umbeschrieben 
und  habe  zum  Schnittpunkte  der  Diagonalen  den  Punkt  x.  Con- 
struiren wir  die  Polare  des  Punktes  x in  Bezug  auf  den  Kreis  Mt, 
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so  folgt  sofort,  dass  sie  mit  jener  des  Punktes  x in  Bezug  auf  den 
Kreis  M zusammenfällt. 

Dem  unendlich  fernen  Punkt  derselben  entspricht  aber  im  Kreis 
Af,  ein  Durchmesser,  der  durch  x geht,  im  Kreise  M ein  Durch- 
messer, der  ebenfalls  durch  x geht.  Beide  müssen  aber  Zusammen- 
fällen, und  es  liegen  demnach  die  Punkte  x,  M und  Mi  in  einer 
Geraden. 

Dem  Punkte  Af,  entspricht  als  Polaro  die  unendlich  ferne  Ge? 
rade,  welche  auch  zugleich  Polare  des  Punktes  M in  Bezug  auf  den 
Kreis  M ist. 

Mögen  wir  daher  statt  des  bicentrischen  Vierecks  irgend  ein  an- 
deres nehmen , welches  ebenfalls  dem  Kreise  Af,  umbeschrioben  ist, 
nnd  dessen  Diagonalen  sich  im  Punkte  x schneiden,  so  wird  dasselbe 
immer  dem  Kreise  M einbeschrieben  sein.  Wir  gelangen  daher  zu 
dem  Lehrsätze : 

Alle  Sehnen-Tangentenvierecke,  welche  demselben  Kreise  um- 
geschrieben sind  und  den  Diagoualscbnittpunkt  gemeinsam  baben, 
sind  auch  ein  und  demselben  Kreise  eingeschrieben.  Der  Diagonal- 
schnittpunkt liegt  auf  der  Ceutralo  der  beiden  Kreise. 

Sind  umgekehrt  zwei  Kreise  so  gegeben,  dass  der  eine  ganz 
innerhalb  des  andern  gelegen  ist,  so  ist  es  im  allgemeinen  nicht 
möglich,  ein  Viereck  zu  construiren,  welches  dem  einen  Kreise  um- 
geschrieben, und  dem  andern  Kreise  eingeschrieben  ist 

Wenn  aber  ein  solches  Viereck  existirt,  dann  giebt  es  unendlich 
viele.  Dieser  Satz  wurde  schon  von  Jakobi  für  Kegelschnitte  be- 
wiesen. Hieraus  folgt  weiter  der  Satz: 

Alle  Sehnenvierecke,  welche  demselben  Kreise  eingeschrieben 
sind,  und  in  welchen  die  Berührungssehnen,  die  alle  durch  einen 
Punkt  gehen,  auf  einander  senkrecht  stehen,  sind  zugleich  einem 
und  demselben  Kreise  umschrieben. 


Veränderung  der  Lage  des  Punktes  x. 

Für  weitere  Untersuchungen  unseres  biceutrischen  Vierecks  kann 
uns  die  Veränderung  der  Lago  des  Punktes  * dienen. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  M fest  und  den  Punkt  * in  der 
ganzen  Kreisebene  berumwandern,  so  erhalten  wir  für  jede  Lage  eine 
unendliche  Anzahl  von  Sehnen-Tangentenvierecke,  die  immer  dem- 
selben Kreise  umschrieben  sind,  und  von  denen  eines  die  Eigenschaft 
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hat,  dass  seine  Berühnwgssehnca  zu  jenen  eines  gegebenen  parallel 
sind. 


Sei  r,  ein  zweiter  Diagonalschnittpuukt,  durch  welchen  wir  das 
zn  ac,  bei  parallele  Sehnenpaar  a,c,,  h1d1  ziehen. 

Nun  ist  der  Pol  von  l^tl,  der  Schnitt  der  Tangenten  A,Dt  und 
itjCj,  der  Pol  von  ac  der  Schnitt  der  Tangenten  AB  nnd  CD.  Da 
aber  ac  ||  muss  die  Polare  des  Schnittpunktes  von  btd,  und  ac 
in  Bezug  auf  den  Kreis  M notwendig  ein  Durchmesser  sein,  der 

1)  durch  den  Schnitt  von  AtDt  und  BlC1  und  AB  und  CD 
geht  und 

2)  zu  den  Sehnen  und  bei  parallel  ist 

Mögen  wir  nun  das  eine  Schncnpaar,  wohin  wir  auch  wollen 
verschieben,  so  bleibt  dieser  Durchmesser  immer  derselbe. 

Aus  demselben  Grunde  ist  die  Polare  des  Schnittpunktes  der 
Sehnen  bei  und  a,c,  ebenfalls  ein  Durchmesser  des  Kreises  M,  der 
notwendig  auf  dem  zuerst  erhaltenen  senkrecht  steht.  Wir  gelangen 
daher  zu  dem  folgenden  Satze: 

Alle  Sehnen-Tangentenvierecke,  dercnhomologo  Berührsehnen  pa- 
rallel sind,  und  welche  demselben  Kreise  umschrieben  sind,  haben 
die  Eigonschaft,  dassihro  gegenüberliegenden  Seiten  sich  auf  zwei  zu 
einander  senkrechten  Durchmessern  des  Kreises,  den  sie  gemein- 
schaftlich berühren,  schneiden. 

Nun  schneidet  das  Sehnenpaar  a,c,  nnd  Ajrf,  das  zweite  Sehnen- 
paar ac  und  bä  in  4 im  Endlichen  und  2 im  Unendlichen  gelegenen 
Punkten,  von  denen  jeder  Anlass  zur  Bildung  eines  Sehnen-Tangen- 
tenvicreckes  giebt.  Die  4 im  Endlichen  gelegenen  Diagonalschnitt- 
punkte liefern  Sehnenvierecke,  von  denen  je  zwei  den  Schnittpunkt 
gegenüber  liegender  Soiten  gemeinschaftlich  haben.  Es  ist  der  ge- 
meinschaftliche Schnittpunkt  der  Pol  jener  Seite,  in  deren  End- 
punkten die  Seiten  des  Vierecks  den  Kreis  M berühren. 

Halten  wir  das  eine  Schnonpaar  fest,  und  verschieben  gleichzeitig 
eine  Sehne  parallel,  so  erhalten  wir  lauter  Sehnen-Tangentenvier- 
ccke,  von  welchen  ein  Paar  Gegenseiten  sich  im  Polo  der  festen 
Sehne  schneiden,  während  der  Schnittpuukt  der  beiden  andern  Gegen- 
seiten auf  einem  zur  festen  Sehne  senkrechten  Durchmesser  der 
Kreise  M fortrückt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Schnitte  von 
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"WT"  ■ -■ 


(AM  BM 

(A  D,  A1DI) 
(A  D,  B C) 


( //,  Cl , CjDJ 
M1A1  b C) 
( A B,  B C) 

( DC , AM 


(CjDj,  AjDj) 

(B,Ct,  BC ) 
(B  C,  CD) 
(AM  A B ) 
liegen, 
können  wir 


(AM  AM 
(A  D,  BM 
( C D,  A D) 


(D  C,  DM 

etc.  wiedernm  auf  einem  Kreise 

Mittelst  dieser  Betrachtung 
Vierecke  in  Classen  teilen. 


(-4  B,  DtC\) 
sämtliche  biccntrischen 


Wir  ziehen  in  einem  Kreise  M eine  beliebige  Sehne  und  er- 
richten in  jedem  ihrer  Punkte  eine  za  ihr  senkrechte  Sehne. 


Auf  bekannte  Weise  können  wir  dann  ein  Sehnen-Tangcnteu- 
viereck  construiren.  Jedes  so  erhaltene  Tangentenviereck  hat  die 
Eigenschaft,  dass  zwei  seiner  Seiten  sich  im  Pole  der  festen  Sehne 
schneiden,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  übrigen  Seiten  auf 
einem  zur  festen  Sehne  senkrechten  Durchmesser  fortrückt. 

An  diese  Untersuchungen  reihen  wir  einige  Constructionsauf- 
gaben: 

Von  einem  Sehnen-Tangentenviereck  ist  gegeben 

1)  der  Diagonalschnittpunkt,  die  durch  ihn  gehende  Bcrtthrsehno 
und  der  ihm  eingeschriebene  Kreis. 

2)  der  Schnittpunkt  zweier  gegenüberliegender  Seiten,  der  Be- 
rührungspunkt auf  einer  derselben  und  der  Diagonalschnittpunkt  x. 

3)  die  Schnittpunkte  zweier  gegenüberliegender  Seiten  und  der 
Berührpunkt  auf  einer  Seite. 

4)  3 Berübrpunkte. 


Bein  Euklidische  Untersuchungen  überdas 
Sehnen-Tangentenviereck. 

Jedes  Sehnen-Tangentenviereck  liefert  ein  Berührungs-Sehnen- 
viereck, das  der  Hälfte  des  Rechtecks  seiner  Diagonalen  ist 

Ziehen  wir  die  Diagonalen  a,c,  und  Aj**,,  so  gehen  dieselben 
durch  X und  stehen  in  x auf  einander  senkrecht. 


1)  OjZ.ijX  = 2 Aalxb1 

2)  cijZj.rfjZ  = 2A(i\Xil^ 
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3)  CjX,  .d,z  «=  2 AcyXdx 

4)  ctxy  ,btx  = 2 rdhfXC, 

Durch  Addition  von  1)  und  2)  erhält  man: 


I.  OjX.ijrf,  ™ i(xfalxbl  -)- rj(t,xdt)  <=  2Jaibldi 

« » ii  3 und  4 „ 

II.  c1a.i1rf1  = 2(cfC]Xd1-j-  dbjxcj  — 2 Jbt«td, 


I-  + II.  Ui«!  .4,rfj  =•  2o,4,c,rf] 


Oder 


folglich 


Jj<£,  .öja:  = 2/da,i,d, 
. Cj*  = 2cfbtcl(lI 

5,rf, . a,e,  — 2 Viereck 


d.  h.  das  Product  der  Berührsohnen  eines  Sehnen-Tangentenvierecks 
ist  gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  Berührungspunktenvierecks. 

Es  folgt  ferner  sofort: 


Verbindet  man  den  Mittelpunkt  dos  einem  Sebncn-Taugcnten- 
vierecke  eingeschriebenen  Kreises  mit  den  Berührpunkten,  so  erhält 
man  4 Sehnenvierecke,  von  denen  je  zwei  gegenüberliegende  einander 
ähnlich  sind. 

Aus  dieser  Aehnlichkeit  folgt: 


a,B  : p — ( : dtD 
p*  = OjB.d^D. 

Diese  ähnlichen  Sehnenvierecke  haben  demnach  noch  die  weitere 
Eigenschaft,  dass  das  Rechteck  aus  nicht  homologen  Seiten  dem 
Quadrate  des  Radius  gleich  ist;  ferner  sind  sie  auch  Sehnen-Tangen- 
tenviereckc;  daher  der  Satz: 


In  jedem  Sehnen-Tangentenvicrecke  liefern  die  Verbindungslinien 
des  eingeschriebenen  Kreismittelpunktes  mit  den  Berührungspunkten 
4 Sehnen-Tangcntenvierecke , von  denen  je  zwei  gegenüberliegende 
ähnlich  sind,  und  aus  denen  das  ganze  Sehnen-Tangentenviereck  sich 
zusammensetzt. 


In  jedem  Sehnen-Tangentenviereck  berührt  der  eingeschriebene 
Kreis  zwei  gegenüberliegende  Seiten  derart,  dass  das  Rechteck  der 
an  der  nämlichen  Diagonale  liegenden  durch  den  Kreis  auf  gegen- 
überliegenden Seiten  gemachten  Abschnitte  dem  Quadrate  des  Ra- 
dius i nbaltsgleich  ist. 

Aus 
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nnd  analog 
folgt 


p*  = a,B  . dtD 
p*  — aIA.cIC 
a,B  : a,A  ■=  e,C:  «f,D 


d.  h.  Die  Abschnitte,  welche  der  einem  Schnen-Tangentenvierccko 
eingeschriebene  Kreis  auf  gegenüberliegenden  Seiten  macht,  stehen 
in  Proportion. 


Gehen  wir  anf  das  Berabrnngssehnenviereck  zurück,  so  finden 
wir  noch  eine  Eigenschaft,  die  später  verwertet  werden  kanu. 

Es  ist  im  Dreieck  d,atx  der  Winkel 


P 

Wkl.  <i,a,x  = ~ 
Wkl.  Ma,6,  = 

Daher  der  Satz: 


In  dem  Bcrührungssehnenvicreck,  das  wir  auch  Polarcnvicreck 
des  Sehnen-Tangentenvicrccks  heissen  könnten,  sind  dessen  Diago- 
nalen und  die  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem  Kreismittel- 
punkte, welche  in  derselben  Ecke  zusammenstossen , gegen  die  Be- 
rührsehne, mit  welchen  sie  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  gleich 
geneigt  Oder:  Die  Winkel halbircnde  des  von  einer  Diagonale  und 
einem  Radius,  welche  sich  in  derselben  Ecke  treffen,  gebildeten 
Winkels,  halbirt  auch  den  Winkel  des  Polarenvierecks  an  dieser 
Ecke. 

Hieraus  folgt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
üj  Mp  und 

Es  verhält  sich  daher 

, °i^i 

°i“i  : <HX  = 9 • 2 


o,4,  .a,d, 

“** " 2(T~ 

d.  b.  der  Diagonaldurchscbnitt  x teilt  die  Berührschne  gegenüber- 
liegender Berührpunkte  des  Sehnen-Tangentenvierecks  in  Abschnitte, 
von  denen  jeder  die  4 Proportionale  zu  dem  Durchmesser  des  ein- 
geschriebenen Kreises  und  den  beiden  ihm  anliegenden  Berühr- 
sehnen ist 

Man  könnte  nun  vermuten,  dass  die  Winkelhalbirenden  des  Po- 
lareuvierecks  sich  in  einem  Punkte  von  MX  träfen. 
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Würde  dies  z.  B.  von  den  Winkclhalbircnden  bei  a,  und  4,  der 
Fall  sein,  so  beständen  die  Proportionen,  wonn  r Schnittpunkt  auf 
MX  ist 


analog 
d.  h. 
d.  h. 


{>  : a,  x — Mr  : rX 
g : djX  = Mr  : r. X 
g : «,x  — g : 4,x 

üj*  = 4jX 


Dies  würde  voraussetzen,  dass  das  Dreieck  «,*4,  ein  gleichschenk- 
liges wäre,  was  aber  nicht  der  Fall  ist,  da 


Wkl.  xajb,  - £ 
und 

Wkl.  zb,a,  - 90°- 

Aus  der  Gleichheit  beider  Winkel  folgt 
Wkl.  A - 90°. 


Daher  erhalten  wir  hieraus  den  neuen  Satz: 


In  jedem  Sehnen-Taugentenviereck,  in  welchem  eine  Diagonalo 
ein  Durchmesser  des  ihm  umschriebenen  Kreises  ist,  bilden  die  Be- 
rührungspunkte ein  Sehnonviereck,  welches  zugleich  Taugentenviereck 
ist,  und  für  welches  der  Mittelpunkt  des  ihm  eingeschriebenen  Kreises 
mit  dem  Halbirungspunkte  der  Strecke  MX  zusammen  fällt  (dass  auch 
die  Ilalbirungslinien  der  Winkel  bei  tf,  und  c,  sich  in  demselben 
Punkte  treffen  müssen,  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise). 

Ganz  analog  folgt,  dass  rfjx  = c,x  ist  unter  der  Voraussetzung 
Wkl.  A - 90». 


Hieraus  folgt  aber  zugleich,  dass  die  Dreiecke  dtxct  und  n,x4,  gleich- 
schenklig rechtwinklige  sein  müssen,  und  die  Winkclbalbirendcn  von 
4,,  c,,  </,  in  einem  Punkte  von  MX  sich  schneiden;  denn  es  ist 


<*,X  e,x 
llyX  4,x 

oder 

njX  : g CjX  : g 
d jX  : g 4]X  : g 

xr  : r m xrj  : r,m 
xr, : rjtn  xr  : r m 

oder 
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xr  xrt 
m r3m 

d.  h.  der  Funkt  r und  rt  müssen  zusammenfallen. 

D.  h.  Die  Berührungssehnen  eines  Sehnen-Tangenvicrccks,  wel- 
ches einen  rechten  Winke!  ontbält,  bilden  selbst  wieder  ein  Sebnen- 
Tangcntcnviereck. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  andern  Figur , dio  wir  aus  dem 
gegebenen  Sehnen-Tangentenviereck  erhalten,  wenn  wir  dessen  Aussen- 
winkel  halbiren.  Dieselbe  ist  von  ganz  besonderem  Interesse  für 
unser  gegebenes  Viereck,  weil  wir  durch  dasselbe  vielfache  Eigen- 
schaften wieder  finden  werden,  die  sich  nicht  auf  dem  gewöhnlichen 
Wege  so  einfach  ergeben. 

Die  Halbirungslinien  der  Anssenwinkel  dos  gegebenen  Vierecks 
bilden  selbst  wieder  ein  Sehnenviereck,  dessen  Seiten  zu  den  Seiten 
des  Polarvierecks  parallel  sind. 

Diese  Eigenschaft  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Construction. 

Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  nenen  Sehnonvierccks  mit  n242c2rf2 

Von  Herrn  Consentius  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  dieses 
Viereck  und  alle  analog  erhaltenen  dem  Polarvierecke  ähnlich  sind. 
Von  einer  Recapitulation  des  Beweises,  der  sich  sofort  ergiebt,  sehe 
ich  hier  ab. 

Da  nun  die  Seiten  des  Vierecks  entsprechend  parallel  sind  und 
dio  Vierecke  (ijijCjrfj  und  «/),<:, rf,  selbst  ähnlich  sind,  müssen  die 
Verbindungslinien  analoger  Ecken  beider  Vierecke  durch  einen  Punkt, 
den  Aehnlichkeitspunkt,  laufen. 

Ferner  können  alle  Eigenschaften  des  einen  auf  das  andere 
direct  übertragen  werden. 

Vom  Vierecke  aa42c2rf2  gilt: 

1)  Die  Diagonalen  stehen  auf  einander  sonkrccht. 

2)  Alle  Kreise,  welche  die  Seiten  zu  Durchmessern  haben,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  dem  Diagonalschnittpunkte. 

Es  lässt  sich  nun  einfach  nachweisen,  dass  der  Diagonalschnitt- 
punkt dieses  Vierecks  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Vierecke  AÜCD 
eingeschriebenen  Kreises  ein  und  derselbe  ist;  denn  ziehen  wir  dtM 
und  ctM,  so  folgt,  dass 

Wkl.  rf2Afc2 

ein  Rechter  ist  (nach  dem  vorhergehenden  Lehrsätze),  weil 
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und 

l 

mithin 


Mcsdt  «=  90°  — ^ i 
Wkl.  d,Mct  — 90°. 


Es  müssen  also  die  Linien  a,M  und  ctM  notwendig  zusammen- 
fallen, weil  ja  darans  sich  auch  ergiebt,  dass 


Wkl.  rfj-Maj+ijiWaj  — 2ß. 

Dieser  Lehrsatz  lässt  nnn  einige  sehr  interessante  Folgerungen 
zu ; 

1)  Die  Diagonalen  des  Vierecks  ajAgcyt,  halbircn  den  Diagonalen 
des  Vierecks  0,4,«^/,. 

Es  ist  ose2 1|  a,e, ; i2rf2  geht  aber  durch  M und  steht  auf  <z2c2 
mithin  auch  auf  a,c,  senkrecht;  es  muss  daher  o,c,  durch  btd,  hal- 
birt  werden. 


2)  Die  Diagonalen  schueiden  den  Kreis  in  den  Eckpunkten 
eines  Quadrates,  von  dessen  Beziehungen  zu  den  übrigen  Polarsehnen- 
viereckcn  später  die  Rede  sein  wird. 

Den  Untersuchungen  der  Vierecke  hinsichtlich  ihres  Aehnlieh- 
keitspunktes  geben  ebenfalls  zu  einigen  interessanten  Sätzen  Anlass. 

Denken  wir  uns  den  Punkt  x,  — O soll  der  Aehnlichkeitspunkt 
künftig  heissen,  — dem  Polarviereck  angehörig,  so  ent- 

spricht ihm  im  Vierecke  ajijCjrfj  der  Punkt  M,  und  diesem  als  dem 
Viereck  a^c^l,  angehörig  entspricht  in  aj&jcjrfj  der  Mittelpunkt 
jenes  Kreises,  der  durch  die  4 Ecken  A„  e2,  ds  geht.  Derselbe 
sei  A/s. 

Die  Punkte  Ms,  M,  x,  O müssen  demzufolge  auf  einer  Geraden 
liegen,  auf  der  noch  alle  jene  Punkte  gelegen  sind,  welche  diesen 
Punkten  in  jenen  Vierecken  entsprechen,  welche  mau  erhält,  wenn 
man  von  a^b^d 2 in  derselben  Weise  Vierecke  construirt,  wie  dieses 
aus  ojiiCjrf,  hervorgegangen  ist 

Die  Gerade  M%MXO  halbirt  die  Verbindungsstrccko  der  Mittel- 
punkte der  Diagonalen  oje2  und  42<L,  a,c,  und  b1di ; denn  die  Mittel- 
punkte von  «2c-2  und  i2rfs,  die  Punkte  und  M,  bilden  ein  Recht- 
eck, von  welchem  MMt  die  Diagonale  ist. 

Der  Kreis,  welcher  dem  Viereck  ABCD  umschrieben  ist,  schneidet 
die  Seiten  des  Vierecks  aj>tctdt  ausser  in  den  Punkten  A,  B,  C,  D 
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noch  in  4 andern  Funkten,  die  sowol  hinsichtlich  ihrer  Lage  in  Be- 
zug aufeinander  wie  auch  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  Viorcks 
von  ganz  besonderem  Interesse  sind. 


In  a,  treffen  sich  die  Seiten  aabt  und  nt<la , welche  vom  Kreis 
um  ABCD  in  den  Punkten  Q und  T geschnitten  werden  mögen. 

Es  ist  vermöge  der  constanten  Potenz 


oder 


a,Q  . OfB  — aaT  . a^A 


atQ  : a^T  — aaA  : aaB 

Da  die  beiden  Dreiecke  AaaB  und  TaaQ  den  Winkel  bei  as 
ausserdem  noch  gemeinschaftlich  haben,  so  folgt,  dass  dieselben  ein- 
ander ähnlich  sind. 


Es  ist  demnach 

Wkl.  TQa,  — OjAB  — 90°  — ~ 

Auf  dieselbe  Weise  lässt  sich  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
btBC  und  btQR  nachweisen,  weshalb  die  andere  Gleichung 

Wkl.  baQR  -=  BCba  = ~ 
besteht.  Durch  Addition  resultirt 

Wkl.  7’Qa,  + ÄsÖß  ■=  90° 

d.  h. 

Wkl.  TQR  = 90“. 


Da  nun  Wkl.  Ma,bt  = ^ ist,  so  folgt  weiter,  dass  die  Sehne 

QT  auf  der  Diagonale  a,c,  senkrecht  steht.  Wir  erhalten  somit  den 
Lehrsatz : 


„Halbirt  man  die  Aussenwinkel  eines  Sehnen-Tangentenvierecks, 
„so  bilden  die  llalbirungslinien  ein  neues  Sehnenviereck,  dessen 
„Seiten  von  dem  dem  Viereck  ABCD  umschriebenen  Kreise  in  4 
„Punkten  getroffen  werden , die  die  Ecken  eines  Rechtecks  bilden. 
„Die  Seiten  dieses  Rechtecks  sind  den  Berührsehnen,  welche  Punkte 
„gegenüberliegender  Viereckseiten  verbinden,  parallel.“ 

„Da  das  Rechteck  dem  Kreise  Af„  welcher  dem  Viereck  ABCD 
„umschrieben  ist,  einbesebrieben  ist,  so  schneiden  sich  seine  Diago- 
nalen im  Mittelpunkte  dieses  Kreises  (Af,).“ 

Verbinden  wir  weiter  die  Ecke  B mit  M nnd  verlängern  BM  • 
bis  zum  Schnittpunkte  mit  dem  Kreise  Mu  so  geht  diese  Verbindungs- 
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linie  durch  die  der  Ecke  Q des  Rechtecks  gegenüberliegende  Ecke 
»S;  denn  die  Linie  QS  ist  ein  Durchmesser  undWkl.  QBS  ein  Rech- 
ter, weil  er  über  dem  Durchmesser  QS  steht.  Errichten  wir  nun  in 
B auf  ein  Lot,  so  muss  dieses  notwendig  durch  den  Kreismittel- 
punkt M gehen,  weil  es  den  Winkel  bei  B halbirt.  Daher  der  Satz : 

Verbindet  man  die  Ecken  eines  biccntrischen  Vierecks  mit  dem 
Mittelpunkte  des  ihm  einbeschriebenen  Kreises,  und  verlängert  man 
diese  Verbindungslinien  bis  zum  Schnitte  des  dem  Sehnen-Tangenten- 
vierecke  umschriebenen  Kreises,  so  bilden  die  4 Schnittpunkte  die 
Ecken  eines  Rechteckes.  Oder: 

Die  Ecke  eines  bicentrischen  Vierecks,  der  Mittelpunkt  des  ihm 
einbeschriebenon  Kreises  und  eine  Ecke  des  Rechtecks  QJtST  liegen 
auf  einer  Geraden. 

Ferner  lässt  sich  leicht  der  folgende  Satz  ableiten: 

Die  Diagonalen  dieses  Rechtecks  erscheinen  vom  Mittelpunkte 
M aus  unter  demselben  Winkel  wie  die  Diagonalen  des  Sehneu- 
Taugentenvierecks  von  demselben  Punkte  aus. 

Es  ist  nun  leicht  eiuzusehen,  dass  die  Ecken  des  Rechtecks  mit 
den  Mittelpunkten  der  Seiten  des  Sehuenvicrecks  zusammenfallen; 
denn  die  Seiten  des  Rechtecks  sind  ||  zu  den  Diagonalen  a^c,  und 
iad3  und  gleich  der  Uälfte  derselben;  infolge  hievon  ist 


MQ  = «g  Q = 4aQ. 

Es  halbirt  somit  jede  Rechtecksseite  die  Diagonalabschnitte  der 
Diagonalen  des  Vierecks  «a4acarfa. 

Sei  nun  1 a der  Mittelpunkt  der  Diagonale  aics  und  Qa  der 
Mittelpunkt  von  ty/a;  ziehen  wir  nuu  i3it  und  Qs'/',  so  besteht  die 
Gleichung 

I\H  = Q3T 

denn  P3R  gleich  und  parallel  |aa4a  und  Qa7’  ist  ebenfalls  gleich  und 
parallel  aa4a;  folglich  ist  das  Viereck 

rtytQz 

ein  Parallelogramm;  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  dieses  Paralte- 
logrammes  ist  der  Punkt  Mv  Es  folgt  aus  dieser  Betrachtung,  dass 
die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  «,ca,  l^L  und  der  Mittelpunkt  des 
dem  Schncu-Taugentenvicrecke  umschriebenen  Kreises  in  einer  geraden 
Linie  liegen. 
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Verbindet  man  nun  JW2  mit  l\  und  Q„  so  entstellt  das  Rechteck 
MPtMtQs,  dessen  eine  Diagonale  P%  Q2,  während  die  andere  MM2  ist. 
Es  ist  also  Mx  in  der  Mitte  der  Strecke  MM.  gelogen. 

Wir  folgern  hieraus  den  bereits  in  früheren  Betrachtungen  ab- 
geleiteten Lehrsatz: 

„Der  Aehnlichkeitspunkt  O,  die  Kreismittelpunktc  M,  M, , M» 
liegen  auf  einer  Geraden,  und  zwar  so,  dass  der  Punkt  Mx  die 
Strecke  halbirt.“ 

Aus  dem  Parallelogramm  TPtRQt  folgt  weiter: 

Die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  «2e2  und  i2</2  sind  von  den 
Mittelpunkten  je  zweier  gegenüberliegender  entsprechender  Seiten 
des  Vierecks  a242c2rf2  gleich  weit  entfernt.  Es  ist 

P»Q  = Q,S 

1\  T = Qs  R etc. 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  auf  das  Sehnenviereck 
ajijty/j  übertragen. 

Die  Mittelpunkte  der  Seiten  dieses  Vierecks  bilden  die  Ecken 
eines  Rechtecks,  dessen  Diagoualschnittpunkt  mit  dem  Halbirungs- 
punkt  der  Strecke  MX  zusammenfällt. 

Da 

MQ  = <2** 

und 

QR  J_  42<i2, 

so  halbirt  QR  den  Winkel  DQba,  mithin  auch  den  Bogen  PRO. 
Das  Lot,  welches  man  von  Mx  auf  die  Diagoualo  Bl)  des  Selineu- 
Tangentenvierecks  fällt,  halbirt  ebenfalls  den  Bogen  BRD;  es  fällt 
somit  dieses  Lot  mit  der  Diagonale  MXR  des  Rechtecks  zusammen. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Die  Diagonalen  des  Rechtecks  halbiren  die  Diagonalen  des 
Seknen-Tangentcnviereeks  uud  stehen  auf  denselben  senkrecht.  Odor: 

Der  Mittelpunkt  des  dem  bicentrischen  Viereck  umschriebenen 
Kreises,  der  Mittelpunkt  einer  seiner  Diagonalen  und  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  des  Rechtecks  QRST  liegen  auf  einer  Geraden. 

Wir  wollen  nun  noch  beweisen,  dass  auch  die  Mittelpunkte  der 
Diagonalen  des  Schnen-Tangentenvierecks  und  der  Kreismittelpunkt 
M in  einer  Geraden  liegen.  Der  Mittelpunkt  von  BD  sei  y und 
jener  von  AC  sei  u. 
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Wir  haben  bewiesen,  dass  die  Dreiecke 
QMS  und  MBD 

ähnlich  sind,  woraus  folgt,  dass  auch  die  beiden  Dreiecke 
MXMS  und  yMD 

ähnlich  sein  müssen.  Die  Aehnlichkeit  derselben  führt  zu  der  Gleichung 
Wkl.  SM,M  — Wkl.  DyM\ 

ferner  ist  das  Viereck  Mtyxu  ein  Sehnenviereck.  Ziehen  wir  in 
demselben  die  Diagonalen  yu  und  Mtx,  so  müssen  sie  sich  in  M 
schneiden;  denn  die  Winkel  SMXM  und  uyx  sind  gleich,  weil  Bie  auf 
demselben  Bogen  stehen.  Es  muss  demnach  «y  durch  den  Kreis- 
mittelpuukt  M gehen.  Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

In  jedem  Selmen-Tangentenvierecke  liegen  die  Mittelpunkte 
seiner  3 Diagonalen  und  der  Mittelpunkt  des  ihm  einbescbriebenen 
Kreises  auf  einer  Geraden. 


Metrische  Beziehungen  im  bicentrischen  Viereck. 

Wir  gehen  von  einer  Gleichung  für  das  Quadrat  des  dem  Viereck 
einbeschriebenen  Kreises  vom  Radius  p aus.  Wir  fanden 

ps  — alB.dlD 
p*  = (ixA  ,bxC. 

Hieraus  folgt  die  Proportion 


«jß : Oj A =»  4,C:  dxD  = etC:ctD 
AD:  DC  — a,ß:4,C 
AB+DC-.DC  =•  o lB+btL:btC 
AB+DC:DC  = BC:b,C 


HO  DC 

d.  b.  bxC  - ist  nU“  * dOT  Urafang  vou  ABCD  und 

AB  ■=  o,  BC  = b,  CD  = c,  DA  = d,  so  erhält  die  vorstehende 
Gleichung  die  Form 


analog  ergiebt  sich 


b.C ■ 


24c 


2 ad 

atA  = 

1 H 


clD  = 


2 cd 

tt 


I 
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Indem  wir  die  Werte  aus  diesen  Gleichungen  in 

p2  = alB . dyD 

eintragen,  erhalten  wir 

„ 4 AB.  BC.  CD.  DA 


-*Vab- 


BC.  CD . DA 


Bekanntlich  ist  aber  der  Inhalt  eines  Sehnen-Taugentenvierecks 
gegeben  durch 

1 Yab.BC.  CD.AÄ; 

mithin 

2/ 

9 = T 


oder,  indem  wir  / daraus  berechnen,  erhalten  wir  eine  Gleichung, 

/. 


d 

2 


die  auch  direct  erhalten  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  in  dem  Sehnen-Tangontonvicrecke  die  Bertthr- 
sehuen  mit  e,  und  so  gilt  der  leicht  zu  beweisende  Satz: 

Das  Product  der  Berührsehuen  ist  — dem  doppelten  Inhalt  des 
Sehnenvierecks,  dessen  Inhalt  = /,  sei 

c,/j  = 2/j  — 2p2  (sin  A -(-  sin  B) 

Bezeichnen  wir  mit  oj,  e,,  rf,  die  Grössen 

r 

albl  «=  , AjCj  — i] ; cxd j — Cj  , — tl  • 

dann  bestehen  die  Gleichungen 

B B 

o,  = 2p  cob  g ; ej  =>  2p  sin  ^ 

zl  A 

4,  =»  2p  sin  g i <■/,  = 2p  cos  .j- 

Für  die  Diagonalen  dieses  Vierecks  resultirt  sofort 

„ A — B 
alc1  = «,  — 2p  cos — g — 


4,rf,  =/,  = 2p  sin 


Arch.  d.  Math.  u.  Plija.  2.  Rail«,  Teil  II. 


. A + B 
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Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  jenes  Sehuenvicrecks  a2A2c2<ts, 
dessen  Seiten  auf  den  Winkoihalbircndeu  des  Selinen-Tangentenvierecks 
senkrecht  stehen. 


Zunächst  verweisen  wir  auf  den  Lehrsatz,  dass  dessen  Diagonalen 
durch  den  Krcismittelpunkt  gehen  und  auf  einander  senkrecht  stehen 
müssen.  Dieselben  schneiden  demnach  den  Kreis  um  M in  den 
Punkten  eines  Quadrates,  dessen  Inhalt  =■  2p2  ist. 

Nun  fanden  wir  für  das  Berührungssehnenviereck 

a1btcId1  = 2ps  (sin  A -f-  sin  71), 

woraus  folgt,  dass  ajAjCjrfj  zu  diesem  Quadrate  in  dem  Verhältnisse 
sin  A -|- sin  71 : 1 

steht. 


Bezeichnen  wir  den  Radius  des  dein  Sehnenviereck  a^b^d^  um- 
schriebenen Kreises  mit  K und  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit 
Afs.  Fällen  wir  nun  von  Ms  ein  Lot  auf  «2c2  und  verbinden  a,  mit 
Afs,  dann  ergiebt  sieb  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MsaaP 


/ 

MaP  — 7t  sin 


und  analog  aus  dem  rechtwinkligen  MJ>aQ 


Da  aber 
ist,  so  folgt 


A + B 

MaQ  = 7t  cos — 

MMa*  = MaP*-\-MaQ3 
MM%-  = 7tä  (sin2  ^ -y  **  -j-cos-  A ^ j 
= 72*  (1  — sin  A sin  B) 

MM,  = 7t  y i — sin  A sin  B 


Wiewol  dieser  Ausdruck  schon  abgeleitet  wurde,  allerdings  nicht 
in  der  Abhängigkeit  von  dem  Radius  7t,  so  glaubte  ich  ihn  noch 
einmal  erwähnen  zu  müssen,  da  die  Herleitung  an  ein  anderes  Gebilde 
anknüpft. 

Dem  Viereck  <tjbactfla  entspricht  das  ähnliche  Viereck  <illlcldl. 
Der  in  letzterem  zum  Punkto  Ma  homologe  Punkt  ist  der  Punkt  M ; 
dem  Punkte  M aber  entspricht,  insofern  er  dem  Viereck  a2A2c2<72 
angehürig  augesehen  wird,  der  Punkt  * im  Viereck  a,A,<yt,.  Aus 
dieser  Betrachtung  folgt  daher  unmittelbar 
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[Mx  = qV  1 — sin  A sin  B. 

Der  Punkt  M teilt  somit  die  Strecke  M^c  in  dem  Verhältnisse  R:g. 

Wir  verbinden  nun  den  Aehnliclikeitspunkt  der  beiden  Vierecke 
aj>,c,d,  und  alblc1di , den  wir  mit  Q bezeichnten,  mit  einer  Ecke 
eines  dieser  Vierecke;  diese  Verbindungslinie  muss  dann  auch  durch 
die  homologe  Ecke  des  andern  Vierecks  gehen.  Wir  erhalten  die 
Gleichungen 

OB, : OB,  = p : R 
Ox  : OM  = q : K 

mit  den  an  wir  die  beiden  andern  verbinden 


folglich 


MM, : Mx  =■  R : g 
Mx  : MM,  = g : R 

Mx : MM,  = Ox  : OM 


d.  h.  der  Punkt  M teilt  die  Strecke  xM,  in  demselben  Verhältniss 
wie  der  Punkt  O die  Strecke  Mx.  Gleichzeitig  folgt  aber  weiter 
aus  der  Proportion 

Mx : Ox  — MM,  : OM 


d.  h.  der  Punkt  x teilt  die  Strecke  OM  in  demselben  Verhältuiss, 
wie  der  Punkt  M die  Strecke  OM,.  Diese  Eigenschaft  war  direct 
eiuzusehen , weil  ja  der  Punkt  x im  Viereck  aji, £,<•/,  dem  Punkt  M 
im  Viereck  a^i,c,d,  entspricht. 

Wir  wollen  nun  einige  Beziehungen  zwischen  den  ltadieu  der 
hier  in  Betracht  kommenden  Kreise  ableiteu. 


Wir  bezeichnten  den  Radius  des  Kreises  M,  mit  IC,  jenen  des 
Kreises  M mit  g ; der  Radius  des  Kreises  M,  sei  »•. 


Zunächst  ist 


iw*-|-  um 

■Vf 


«■+(¥)• 


A+B  A—B 

,u,  “ 2 11  sin  — ^ — ’ aics  = 2Ä  cos  — ^ — 


b,d. 


2r  = | / 11-  ^sin*  — -y—  -j-  cos*  = B j/  1 -f-  sin  A sin  B 


w 


1 — f-sin  sin  B 


26* 
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Aus  dem  Dreieck  MQB  folgt  weiter,  da  Wkl.  MQB  = Wkl.  A ist. 
MQ  sin  A — MB 
ii^  siu  A = 2MB 

P 


B . 

211  cos  g am  A 


oder 


B 
sm  2 


2(i  — R siu  A sin  B 

Wir  sind  somit  zu  den  3 Gleichungen  gelangt: 
2r  = rY  i + sin  Asin/i 
2p  = /t  sin  A sin  B, 

aus  denen  sich  ergibt 


r = p 


Yl  -[-sin  A sin  B 
sin  A sin  7t 


Nun  lässt  sich  auch  eine  sehr  einfacho  Relation  zwischen  den 
Inhalten  der  3 Vierecke 


aufstellen : 


OjijCjds,  ABCV  und  Oj4,Cjrf, 


Der  Inhalt  des  Vierecks  asi2e2tta  ist,  wie  früher  gefunden  wurde, 

«sijCjt/j  = 2ftzsin  — ^ — cos  — g — 

Der  Inhalt  des  Vierecks  ABCD  ist 
4ps 


. A + B A-B 
. . sin  - — ,,  cos  — 5 — 
sinAsin/t  2 2 


„„  . , . „ . A + B A-B 

Ä*sm  Asm  2t  sin  — k — cos  — „ — 


Der  Inhalt  des  Vierecks  a1btctd1 


nt-  ^ + B A ■ — 

2 ps  sin  • ——  cos  — 2"- 


■ *s  ■ ■ A + B A~B 

= -5- sin’  A sin*  B sin  — 4 — cos  — g — 


Setzen  wir  die  3 Inhalte  in  Proportion  und  bezeichnen  wir  die- 
selben mit  + h,  h,  so  resultirt: 

/, : /j  : /,  = 1 : J sin  A sin  B : j siu1  A sin2 /t 

d.  h.  die  Inhalte  aller  dieser  und  ähnlich  gebildeter  Sehnenvierecke 
stehen  in  geometrischer  Proportion  und  man  findet  den  Inhalt  eines 
jeden  derselben,  wenn  mau  den  Inhalt  von  ajtyvtj  mit  einer  Potenz 
von  | sin  A sin  B multiplicirt. 
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Wir  golangon  in  unserer  Betrachtung  zu  dem  rechnerischen 
Nachweis,  dass  der  Punkt  Mt  dio  Strecke  MM.2  halbirt. 

Wir  finden  aus  dem  I>reieck  MtMaQ,  dass 
R\/~ 

Ml  A/a  = 1/  1 — sin  A sm  B 


Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  früher  gefundenen 
MMa  = Fl  Vl  — sin  A sin  B, 

so  resultirt  aufs  neue  das  bereits  geometrisch  nachgewiesene  Re- 
sultat, dass 

— J MM3 

Wir  gehen  nun  zur  Ableitung  einiger  Relationen  zwischen  den 
Radien  der  dem  Sehuen-Tangenten Viereck  angeschriobenen  Kreise  über. 

Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  offenbar  die  Ecken  des 
Vierecks  ojijCjrfj. 

Die  Kreise  haben  dio  Radien  ga,  Ob,  qc,  Qd. 

Nun  ist 

A 

MD  cotg  jr  =■  fljZ) 


folglich 


also 


analog 


B 

MD  cos  2 — Pi 


A 

cotg  2 


iLD 


B 


rlaD  sin  g ■=  Qd 


B A 

Qd  — ptgjC0tg2  > 


B A 

Qa  — Q COtg  ^ COtg  2 

B A 
Qb  = Q cotg  2 tg  2 

B A 
Qc  — Q tg  2 tg  2 


40G 


Schnmach  er:  l)as  Sehnen- Tangentenviereck. 


Hieraus  ergeben  sich  oinige  Beziehungen 


1)  tin  • Qc  = p2  \ 


Nun  war 
mithin 
also  auch 


2)  p« . pa  ==  p 


2 I Pa : Pt  — pa : Pc 


21 


l—  ||/paPt  = | j/ P6Pa; 


Wir  schliessen  unsere  Betrachtung  in  der  Hoffnung,  dass  diese 
reingeometrischen  Untersuchungen  dem  Faebschulmanno  eine  reiche 
Ausbeute  von  Lehrsätzen  liefern,  die  dem  Schäler  neue  Liebe  zu 
dem  geometrischen  Studium  einflössen. 


Traunstein,  im  Juni  1884. 
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XVIII. 

Trigonometrische  Sätze. 


Von 

Herrn  A.  H.  Angl  in,  M.  A.,  LL.  B.,  F.  K.  S. 

in  Edinburg. 


Der  Satz,  dass 

arctg  a,-j-aretga,4-...arctga»  = arctg  c‘-  — (1) 

1 — Cg  -f-  c4 ... 

wo  aIt  ...  aH  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x * — c1xn~ 1-f-cg*M-ä — ...  c„  = 0 
sind,  soll  bewiesen  und  dadurch  die  wolbekaunte  Formel 

tg  (“i +«*+•••  “»)  — (2) 

wo  cr  die  Summe  der  Producte  zu  r Factoren  (jeden  einmal  genom- 
men) von  tgoi,,  tg«2,  ...  tg«„  bezeichnet,  ohne  Anwendung  des 
M o i v r e 'scheu  Satzes  begründet  werden. 

1.  Da 

^ I 

arctg^  + arctg-ß  = arctg  j 
ist,  so  haben  wir: 

arctg«,  + arctg  as  = arctg,  — - 

l — p, 

wo  «„  o j die  Wurzeln  der  Gleichung 

Pi*+Vi  = 0 

sind.  Addirt  man  auf  beiden  Seiten  arctg o,,  so  erhält  inan: 
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( p|  4-  aH)  — »2eu 

are  tg  «,  + arc  tg  da  -f-  mc  tg  «3  _ arctg  i — 

Aber  «j,  dg,  a9  sind  die  Wurzeln  von 

(*s — p,x  -f-  pi)(x  — a3)  = 0 

das  ist  von 

(j>»  + <,s)*,+  (/>j+ft0s)*— ft“i  = 0 

folglich 

i i (h  t 

arc  tg  «j  + arc  tg  as  + arc  tg  a3  — — — 

l — ?8 

wo  «,,  n3,  dj  die  Wurzeln  von 

*3  — fts’  + ggz  — 9s  = 0 

sind.  Und  wenn  wir  mit  diesem  Resultat  ebenso  verfahren,  so  finden 
wir: 

arc  tg  u,  + mc  tg  og-|- arctg  da -|- arctg«,  -=  arctg 
wo  «„  ds,  n3,  «4  die  Wurzeln  sind  von 

*«— ri*J  + r2*il— ra®+r<  =0 

Nehmen  wir  jetzt  dio  Richtigkeit  der  Gl.  (1)  für  irgend  ein  » 
an.  Hier  wird  cs  notwendig  sein  die  Fälle  zn  unterscheiden,  wo  n 
gerade  und  wo  n ungerade  ist. 

(1)  Ist  n gerade,  so  ist  der  letzte  Term  im  Zähler  der  rechten 

Seite  der  Gleichung  ( — 1)J  c„- i und  im  Nonner  ( — l)2c„.  Nach 

Addition  von  arctga„|i  erhält  man  also: 

arctga1+  arctgön+i  = arctg  - 
wo 

n 

A = (c,  + «»+l)  — (es  + e*o»fi)  + (c&+c4o«+i)—  ...  +(— l)2c,o„+l 

W 

B = 1 — (cg  + c,aM^-i)-|-(c4-("c3“»|-t)  — -f-  ( — c»-l  o*+l) 

und  zwar  sind  «„  «g,  ...  n»+i  die  Wurzeln  von 


das  ist 


(*n — c,!"-1  -f-  ...  c„) (z— «„+0  ~ 0 
«"+1  — («i  + dn+i)*“  + •••  c»n»+l  = 0 


Demnach,  da  n gerade  ist: 


. t j 

arctgd,+  ...  MCtgdn+l  =MCtg 


+ (-Dt“*1 


l-ts+  ...  +(-«*!. 
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wo  aj,  a , ...  ii n 1 1 die  Wurzeln  sind  von 

*,‘+1  — «1®"+  «j®*-1  — — «Hfl  = 0 


(2)  Ist  n ungerade,  so  ist  der  letzte  Term  im  oben  genannten 

»— 1 H— 1 

Zähler  (—  1)  2 o»,  im  Nenner  ( — 1)  2 Verfährt  man  wie  vor- 

her, so  findet  man: 

Q 

arctgo, -f  ...  arctga»fi  «=  arctg  - 
wo 

n— 1 

C — (c,  — o.fi)  — ...  + (—1)  2 (c»+e»-ia»  +l) 

H|> 

15=1  — (es+Ci«Hfl)+  ...  + (— 1)cn«h41 


und  zwar  sind  a,,  . . . nn+1  die  Wurzeln  von 

®"+1 — (c,  -(-  a,l+i)aB-f-  ...  +<*«.1+1  = 0 
Da  » nngerado  ist,  so  folgt: 

H — 1 

«1  «3  4"  ...  "f*  ( 1)  2 «H 

arctg  oj-f-  ...  arctg a„fi  = arctg  — 1 ll+r  - 

1 — «*+•••+(■ — 1)  2 «Hfl 

wo  ...  o»4-i  die  Wurzeln  sind  von 

z*+i—  «,*»+  ...  +«h+i  = 0 

Somit  ist  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

Setzt  man  «,  = tg«„  o4  = tg«s,  etc.  so  ergibt  sich  als  Corollar 
die  anfänglich  genannte  trigonometrische  Formel. 

2.  Folgende  Deductionen  aus  dem  vorstehenden  allgemeinen 
Satze  sind  bemerkenswert. 


(1)  Ist  a,  -»  a,  =■  . . . a»  — ®,  so  wird 


«arctg® 


— arctg 


Cj®  — es®s  -{-  c5®5  — ... 
1 — Cj®2-f-  c4®4  — ... 


wo  cr  die  Anzahl  der  Combinationen  von  r unter  « Elementen  be- 
zeichnet, mithin 

n! 

Cr  r!  (n  — r)! 


ist;  und,  wenn  x — tgö 
tg«ö 


c,tg8— c3tg»8  + ... 
1 — ct  tg2®  -f-  • • , 
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(2)  Ferner  erhält  man  für  x = 1: 

n tc  _ ct  — Ca+Cji  — ... 
8 4 “ l-cs  + ct-... 

das  ist  =*  0,  1,  oo,  — 1,  jenachdem 


(3) 


daher 


n = 0,  1,  2,  3 (mod.  4) 

ei  ~ c3  + • • • - «4m-l  — 0 («  = 4m) 

1 — Cj-f"  ...  — C4i»4-2  = 0 (n  = 4 m -f- 2) 


3.  Ein  zweiter  Satz  ähnlicher  Natur  mit  dem  vorhergehenden 
lässt  sich  hier  in  angemessener  Weise  geben.  Es  soll  gezeigt  wer- 
den, dass 

h , — A,  A-K  — in  inf. 
arctg«1+  ...  arctgo»  - aretg _4+A<6_  ^^7 

wo  Ar  die  Summe  der  homogenen  Producte  aus  jo  r der  Elemente 
o„  os,  ...  o,„  mit  Wiederholung,  bezeichnet: 


Man  hat: 


(1  — ajx)-1^ — aj«)"1  ...  (1 — «„x)-1  = 

l-)-A,x-(-AaXa-(-  ...  -|-Arxr-(-  ...  in  inf.  (4) 

Setzt  man  nach  einander  x—i  und  — i und  dividirt  die  Differenz 
beider  Gleichungen  durch  ihre  Summe,  so  kommt: 

,A,  — A3  — J- ä6  — ...  in  inf.  _ 

* 1 — Aj  + A4  — ...  in  inf. 

(1  -Hfl])  (1  ...  (1  + iOn ) — (1  — »gj)  (1  — t«s)  -(1  —ia») 

(1  -f-  fflj)  (1  -j-ftia) ...  (1  (1  — »i)  (1  — *at)  •••  (1  — Az«) 

Andrerseits  ist  > 

(1  + ajxXl-f  Ojx)  ...  (1— (I„x)  = l + CjX-t-CaX*-}-  ...  c„x“ 

wo  cr  die  Summe  jener  Producte  ohne  Wiederholung  bezeichnet. 
Verfährt  man  mit  dieser  Gleichung  ebenso  wie  mit  Gl.  (4),  so  er- 
scheint zur  Rechten  derselbe  Ausdruck,  und  es  ergibt  sich: 

*i~ A3+A5—  .. . «1  - «3  + c5  ~ • • • 

1— Aj  + A4 — ...  X — ca  + c* — ... 

Substituirt  man  in  den  Formeln  (1)  uud  (2)  den  ersten  Ausdruck  für 
den  letztem,  so  ergibt  sich  das  Zubeweisende. 


Das  gleiche  Resultat  kann  man  auch  auf  folgende  Art  gewinnen. 
Man  hat: 
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(cos«!-]- »sino,) (cosOj-4-j'sino3)  ...  (cos i sin «„)  = 

cos (o,  + «t+  ...  o„)  + »'sin  + ...  «tu) 

Nun  ist  aber 


cos  a-}-*  sin  a 


cos a — «sin  o 1 — «tg  o 


soc  o,  sec  o3 . . . sec  o„ 

(1  — «tg«j)(l  — «tgOj)  . ..  (i  — «tgo«)  ~ 

cos(o,+  •••  o»)  + »sin(«r1  + ...  o„) 

das  ist 

secojsecos  ...  sece„{l  — Ag  + A4  — .. . +*(Ai  — A3  + Ag — ...)|  = 

cos (o,  + ...  o„)  + «sin(oI  -)-...  o„) 

mithin  einzeln 

sin(«j  -)-  • • • o»)  sec  o,  ...  sec  o„(7ij  — /«3  -J—  . . .) 
eos(o,-f-  ...  oii)  = secoj  ...  seco,i(l  — A3+  ...) 


tg(«i + o») 


A«  — Ab  -f-  • • ■ 


4.  Setzt  man  at  = aa  =-...  = a»  = x,  so  folgt : 
h.x  — h.x3  -j - fuir’ — ... 

»arctgx  = arctg 

wo  hr  jetzt  die  Anzahl  der  homogenen  Producto  von  je  r unter  n 
Elementen  mit  Wiederholung  bezeichnet,  das  ist 


(w-)-i — 1)1 
(n — - l)!r! 


Ist  x = tgö,  so  wird 


i_  A A,tg©  — A3tg3©+ ... 

,ß"e  “ ^8tg^T..r 

Setzt  man  x — 1,  so  erhält  man: 

nn  A,  — A3  + ... 
tg4  1-AS+... 

mit  denselben  4 Werten  wie  in  Gl.  (3). 


5.  Folgende  Resultate  sind  vielleicht  in  ihrem  Zusammenhänge 
mit  dem  Vorhergehenden  bemerkenswert. 

Man  hat: 

cos  n© +«' sin  »0  = eos"ö(l  -j- 1 tg©)’» 
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Nach  Entwickelung  findet  man: 


cos  n©  sec"0  — B\  sin  «0  sec»©  — D 
wo 

B — l-c,tgs©  + c4tg4©-  ... 

D — c,tg0  — c3tg30-f  c6tg60—  ... 

H 

letzter  Term,  jenachdem  n gerade  oder  ungerade,  in  B (— l)3tg"0 

— in-  --i  »-I 

oder  ( — 1)  2 ,ltg"  “ D »(— 1)  ä tg»-i©  oder  (— l)2  tg"©, 

nnd 

n! 

Cr  r!(n  — r)l 

Andrerseits  ist 

cos»0-}-isiü!i0  =.  (cos0 — »sin©)-»  = sec"©(l  — »tg©)_» 
Verfährt  man  wie  vorher,  so  findet  man: 


cos«0cos“0  •=•  1 — Astg20-|-A4tg‘0~  ...  =*  A 


sinn© cos"©  =-  Ajtg© — Astg3©+  ...  ^ ß 
wo 

(>+r-l)! 

,lr"  (n— l)!r! 

Hieraus  folgen  die  Relationen: 

AB  = C0S*n© 

(5) 

\ — (cos©)2» 

(6) 

CD  = sin’n© 

(7) 

^ — (cos  0)2" 

(8) 

und  hieraus  wieder: 

A C 

-=-=■>.  oder  AD  — BC 

J5  JJ 

(9) 

AB-\-CD  — 1 

(10) 

CD  — AB  tg*»0 
4 ABCD  — sin*  2n© 
AC  =*  BD  cos4»©. 
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XIX. 

Neue  Relationen  innerhalb  eines 
Orthogonalcoeffieientensystems. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  3.3  Coefficienten  einer  Orthogonalsubstitution 
a b c 

<h  hi  ci  (A) 

deren  Determinante  =■  -f- 1 angenommen  wird , erfüllen  zunächst  6 
Gleichungen  der  Form 

as+i*  + cs  - 1 

6 Gleichungen  der  Form 

odj  -}-  M|  o<r,  «=  0 

und  9 Gleichungen  der  Form 

a = &|  Oj  — et 

Aus  diesen  22  Delationen  gehen  jedoch  manche  weitere  hervor, 
die  ziemlich  einfach  und  ausserdem  durch  Anwendung  bemerkens- 
wert sind. 

Man  findet: 

(Ai-KWi-*»)*  = (V+O+tV+VJ+SfV,-^*,) 

— (1— a,*H-(l-V)+2a  - l+a*-f2a 

also: 
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*»)*  = (i+«)*  (i) 

woraus  durch  Zusammensetzung  leicht  folgt: 

(1  + o + 4,  + cs)2+  (cj  - *s)2  = (1+ a)  (1  + o+i,  + c.)  (1*) 

ferner: 

(o, — b)  (c — as)  = fljC-f-ÄOj — bc — a,o2 

= (4J  4"  acl)  4"  (C1  + “ij ) + (*!«»  4"  4äcs)  4'  (4l4i  4 

das  ist: 

(«j  — b)  (c  — as)  = (4a4c:)(l  4~a  4*i  4-  ca)  (2) 

Lässt  man  nun  ct  — bt  durch  cyklische  Substitution  nach  beiden 
Richtungen  einmal  in  b — a, , das  andremal  in  at  — c übergehen  , so 
erhält  mau  aus  Gl.  (1): 

(“4-Ai)s+(i— «i)2  — U +<?»)* 

(ci  4' a)2  4 (°* — c)2  — (i+M* 

woraus  durch  Addition: 

(ai_j)s+ = 2(l-«)(l+a+i,+c,)  (3) 

und  durch  Subtraction: 

(a,  — 4)2  — (c  — a4)2  = 2(cs  — i,)(l4-a44i+cs)  W 
Addirt  man  zu  Gl.  (3)  die  mit  2 multiplicirte  Gl.  (2),  so  kommt: 

(«i  — 4 + « - «s)2  - 2(1  — « 4 4*  4- «,)  (1 4- «+ i,  + c,)  (5) 

Endlich  gibt  die  halbe  Summe  der  Gl.  (3)  (4)  zu  (2)  addirt: 

(«i — 4)(“i — H-c-o*)  — (1 — a — 4i4-c.44s4<1i)(1+«44i4ej)  (6) 

Jede  der  Gl.  (1)  bis  (6)  repräsentirt  eine  Auzahl  Relationen  glci- 
oher  Form.  Erstens  können  zwei  Reihen  des  Systems  (A)  ihre  Vor- 
zeichen wechseln.  Zweitens  können  2 Reihen  vertauscht  werden , in- 
dem zugleich  eine  Reihe  ihre  Vorzeichen  wechselt.  Drittens  kann 
jede  cyklische  Substitution  vollzogen  werden. 

Durch  letztere  Operation  gehen  aus  jeder  Gleichuug  neun  her- 
vor, die  sich  nie  decken  und  am  leichtesten  unmittelbar  abgelesen 
werden  können,  so  dass  eine  besondere  Aufführung  nicht  nötig  sein 
wird. 

Ans  Gl.  (1)  gehen  durch  Vorzeichenwechsel  nur  zwei  Relationen 
hervor: 
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■U  + «*)*  \ 

. (1  - o*  i 


(1) 


(4,  i'i)*  + (c,  — 4S)S 

(4,-c,)*-( c,4-4,)* 
dio  sich  auch  durch  zweite  Operationen  nicht  vermehren. 

Für  Gl.  (2)  (3)  (4)  liefert  die  erste  Operation  je  4 Relationen: 


(a, — 4)(c — as)  = (42  + c, ) ( 1 + 4)  + cs) 

(o,  —4)  (e-j-o,)  — (4S  — c,)(l  — o — 4j4-c, 

(Oj  + 4)(c  — «s)  = (4,  — Cj j (1  — a + 4,  — c,)  i 

(o,  "4*  4)  (c  4”  ai)  = (4*  4"  ci)  (1 4"  a — — c s)  / 

(a,  — 4)24-(c  — «s)2  = 2(1  — a)(14-a4-414-cs) 

(a,  — 4)s4-(c4-as)2=  2(1 4-«)  (1 — o — 4, 4*  «a)  ( 

(o,4-4)!4-(c  -a,)2  = 2(1  4-o)(l  - «4-4,  — c4)  i 
(a14-4)24-(c4-as)s-2(l-«)(l4-o  -4,-c*)  > 

(«,  — 4)*  — (c  — aj)*  = 2(cs  — 4,)  (1 4* « 4“  4, 4“  cs)  . 
(“i  — 4)*  — (c4-«a)s  “=  2(cs  4- 4,)  (1  — o — 4,  4-Cj)  i 
(“i  4*  4)2  — (e  — Oj)2  = 2( — '.',4-4,)  (1  - «4-4,—  cs)  / 
(o,4-4)*  — (c 4- as)-  — 2(— Cj— 4,)(14-a  — 4,— c8  ) 


(2) 


(3) 


(4) 


Durch  die  zweite  Operation  geht  die  Hauptdiagonalrichtung  a4,Cj  in 
die  transversale  aj4 ,c  über.  Dio  dadurch  erzeugten  Formeln  können 
wegen  des  letzten  Factors  die  Urformein  nicht  decken.  Man  findet : 


(o,  — 4j)  ( cä  -(-  »)  = (c,  — *)  (1 4"  <h  4"  — c) 
-(o,  -|-  4j)  ( Cj  -|-  «)  = (c,  4-*)  (1  — o : -J-  4,  -|-  c) 


(c,  — 4)(1  4~0s  — &,4~c) 

(c,-)-4) (1  — os  -4,— c) 


(o,4-4s)(  Cj  — o) 

(o,  — 4j)(-Cg4-a) 

(o,  — 4j)*4-(Cj-(-«)!  = 2(1  — Oj)(l-|-aj4-*j  — «)  \ 
(o,  - 4j)*  4-  (cä  - o)s  = 2(1 4-  flj)  (1  - n j - 4,  - c)  I 

(o,  4- 4j)*  4"  (cj  4“  “)*  = 2(14_“a)(l  — aa4~^i4~c)  1 

K 4-  As)2  4-  (Cj  — o)*  = 2(1  - • Oj)  (1 4-  Oj  — 4, 4-  c)  / 

(o,-4j)*— (Cj-t-o)*  = 2(-c-4,)(l-(-aj4-4,  -c) 
(a,  — 4,)*  — (cj  — «)*  ■=  2(-c4-4,)(l-dj-  4,  — c) 
(n,4-4j)s  — (Cj4-o)2  — 2(c4-4,)(1  — Oj4-4,4~c) 

(o,  4-4j)!—  (cs  — a)*  = 2(c  — 4j)  (1 4-  Oj  - 4, 4-  c) 


(2) 


(3) 


(4) 


Für  die  Gl.  (5)  und  (C)  liefert  die  erste  Operation  je  8 Rela- 
tionen : 
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(«j — b-\c — ag)2  *=  2(1  — a-{-Ag-)-Cg)(l-{  a-j-Aj-j  Cg) 

(dj — h — c-|-ag)s  = 2(1 — a — Ag-j-Cg)(l-|-a-|-A,-(-eg) 

(<*j— )— 6— |— c— }— a2)3  =■  2(1 — a+VK)(l-h» — Ag- — Cg) 

(ag-j-A— c — ag)2  = 2(1— o— Aj  -Cg)(l-f-a — bl — cs) 

(«i — b — c— ag)2  = 2(l-fa— Ag-f-eg)(l— a— A,+cs) 

(ag — A-j-c-)-ag)2  = 2(1— }— et— J— Z>s — c,)(l — a— A,-|-eg) 

(“i+4+c — (,i)!  = 2(l+a-|-Ag — Cg)(l — o-i-bj — cs) 

(etj— J — ä — e-f-ag)2  1 — : 2(l+a — Aj-|-c,)(l — a— J— Ag — cg) 

(«,— A)(a,— Ä+c— ög)  = (1— a— A,+Cg-f  Ag-fc,)(l-|-u-j-A,-|-eg)  \ 

(°i — £)(<«]— A -e+ag)  = (1— a — A,-|-Cg— Ag — CjJfl+a+Aj+Cg)  j 
(«i — A)(oi — A — c — ag)  — (l+«+A,+Cj— Ag+c,)(l— a— Aj+Cg)  I 
(a,— A)(og— A+c+ttg)  = (l+a-fAj+Cg+Ag— c,)(l— a— Ag+Cg)  \ (C) 

(«i+4)(ai+4+c-“s)  = (1+«— *i— «s+Ag— a+4i—c»)  ( 
(“l+AJfOi+A— <H-°s)  = (1+«— 4i— cs— Aj+Cj)(l— a-f-Aj— Cg)  l 
((,,-j-A)(o1-)-A-)-c-|-Ug)  = (1— a-J-Ag — Cg-J-Ag-(-Cj)(l-|-a—  Ag — c2)  1 
(n,-}-A)(oi+A — c — as)  = (1— a-f-Aj — ct— Ag — c,)(l-|-a — A,— cg)  / 

Gl.  (5)  bleibt  unverändert  bei  zweiter  Operation,  denn  die  Sum- 
manden des  ersten  und  zweiten  Factors  der  rechten  Seite  folgen  den 
2 Diagonalrichtungen,  so  dass  sie  sich  dann  bloss  vertauschen.  Gl. 
(6)  hingegen  liefert: 

(«i— Ag)(a,— Ag-j-Cg-t-a)  — (1— as— A,—  c— A-f-c,)(l-f  Og-fAg— A) 

(ag— AgXag—Ag— cg— a)  = (1— a2— A,— c-j-A— Cj)(l-j-ag-j-A,— c) 

(ax — Ag)(a, — Ag— Cg-J-a)  = (l-j-ag-f-A, — e-)-A-|-Cg)(l — a g — A, — o) 

(«1— Ag)(oi— Ag+Cg— «)  — (l+«g+Ai— c-A— c,)(l—  a,— A,—  c) 
(aj-j-Aglfaj-j-Ag-J-Cg-j-a)  = (1-j-Og — A,-j~e  *-b — Cj)(l— ag-J-Ag-f-c)  f 
(a,-J-Ag)(a,-|-Aj — «2 — a)  — (1+ag — Aj— f-c-J— A— (-c, )( 1 — ag-f-Aj-J-c)  I 
(“i  — f-AgKct,— (— A2— (— c3 — a)  =>  (1 — aa-(-A1-f-c — A-)-c,)(l-|-ag — fig— {-c)  j 
(ai+Ag)(a,-f-Ag— Cg-j-a)  =■  (1 — ag-j-A]-(-c-|-A — Cj)  (l-j-a,— Ag-f-e)  I 

Demnach  vertreten  die  Gl.  (1)  18,  (2)  (3)  (4)  (5)  72,  (6)  144;  alle 
zusammen  450  neue  Relationen. 

Auf  die  vorstehenden  Relationen  ward  ich  durch  die  Unter- 
suchungen geführt,  von  denen  der  nächst  folgende  Aufsatz  handelt. 
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xx. 

Rein  analytische  Consequenzen  der 
Curventheorie. 


Von 

R.  Hoppe. 


§•  l. 

In  meiner  analytischen  Curventheorie , d.  Arch.  T.  LVI.  S.  G2 
und  schon  früher,  Grelle  Journal  Bd.  LX.  S.  182.  Bd.  LXIII.  S.  122, 
habe  ich  das  Problem  der  Darstellung  oiner  Curve  auB  gegebener 
Relation  zwischen  Krümmungs-  und  Torsionswinkel  auf  dio  liueare 
Differentialgleichung  2.  Ordnung 

r"-t-i»r'+ir  = 0 (7) 

znrückgeführt. 

Die  Einführung  der  imaginären  Fnnction  r war  daselbst  eine 
vermittelte;  gegenwärtig  wird  ihr  directer  Ausdruck  in  Raumgrüssen 
von  Anwendung  sein. 


Es  bedeuten  /,  g,  h die  Richtungscosinus  der  Tangente,  f',  g’, 
ti  die  der  Hauptnormale,  Z,  m,  n die  der  Binormale,  r,  & den  Krüm- 
mungs- und  Torsionswinkel,  dio  Accente  die  Differentiation  nach  r. 
Sei  dann 


r 


*/t 


+ ü 

+f 


dr 


(8) 


dann  erhält  man  durch  Differentiation: 

Arch.  4.  Math.  n.  Ph;>.  2.  Kaiha,  Teil  U.  27 
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2r'  = 


4r" 


f'+il 
‘ l+/r 

Hi+/J+2  1+/  -2(R7?/r 


f'*+i ‘ , Ai-if’W-fX 


l (l+/)‘+ 


1+/ 


( i -/  , Ai-if'W-n 
“ l~i+?+2 — 1+7  i 

- \ -1+2T+7 * 

- — r — 4i»’r' 


und  erkennt,  dass  Gl.  (7)  durch  den  Wert  (8)  erfüllt  wird. 
Bezeichnet  r,  den  conjugirten  Wert  zu  r,  so  ist 


8/ 


l+' 


■4(1  + f) 


4 * 


woraus : 


1-/ 

i+ff 


rr, +4r'r,'=  2/t 
rr.-ir'r/-  2Af 


(9) 

(10) 


Die  Constante  A kann  man  = 1 machen , iudem  man  / = 0 zur 
untern  Grenze  des  Integrals  in  (8)  wühlt. 

Ferner  ist 

2r,r'  = ’i  +y  rr>  ” A(J'-\-il) 

woraus : 

r1r,+  rr1,=  Af'\  ryr' — rr/ — iAl  (11) 

Hiernach  sind  durch  r die  Grössen  f,  f,  l,  somit  die  Lage  der 
Curvcn  zur  x Axe  bestimmt  und  explicito  ausgedrückt. 


§.  2. 

Man  kann  nun  r einerseits  als  specielle  Lösung  der  Gl.  (7), 
andrerseits  als  geknüpft  durch  Gl.  (8)  an  die  specielle  Lage  der 
Curve  zur  x Axe  betrachten,  und  in  beiden  Eigenschaften  zur  vollen 
Allgemeinheit  fortschreiten.  Dann  entsteht  die  Frage,  ob  die  allge- 
meinste Lösung  der  Gl.  (7)  im  ganzou  der  Curve  in  allgemeinster 
Lage,  und  welche  Lösung  einer  beliebig  gegebenen  Lage  entspricht 
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Unmittelbar  erhellt  Folgendes.  Da  Gl.  (7)  nur  durch  den  Coef- 
ficienten  von  der  Curvo  abhängt,  und  dieser  für  jede  Lage  die- 
selbe Grösse  ist,  so  muss  Gl.  (7)  erfüllt  bleiben,  wenn  man  die  x 
Axe  beliebig  verrückt,  oder,  was  dasselbe  ist,  für  f,f,  l eine  be- 
liebige Ortbogoualsubstitution  einführt.  Sind  also  o,  4,  c Richtungs- 
cosinus  einer  beliebigen  neuen  Geraden  gegen  die  x,  y,  z,  so  ist 


»•* 


a f'-\-bg'-\-  cA'-j-  i(al-\-bm  -f-  e»)  „ 
1 -\~af-\-bg-\-ch 


(12) 


eine  Lösung  der  Gl.  (7).  Demnach  kann  Gl.  (7)  nur  entwoder  gleich 
allgemein  oder  allgemeiner  sein  als  dieser  Ausdruck. 


Andrerseits  wissen  wir,  dass  die  allgemeinste  Lösung  der  linearen 
Gleichung  2.  Ordnung  (7),  die  wir  vorläufig  mit  r3  bezeichnen,  durch 
die  Relation 


r* 


(13) 


auf  das  Specialintegral  zurückgeführt  wird.  Folglich  muss  für  irgend 
welche  constante  untere  Grenzen  der  zwei  in  r3  enthaltenen  Inte- 
grale r3  identisch  mit  r3  werden,  indem  wir  «,  4,  e als  beliebig  ge- 
geben, die  unbekannten  Integralgreuzen  als  Functionen  davon  au- 
sehen.  Zur  Abkürzung  sei 


_ / '+  »7  o -{-■■■) 

- l+/i  " 1 + «/+ ... 


dann  hat  man  hiernach: 


i J'  (ö3  — t»)3 1 f 


und  nach  Differentiation: 


oder: 


— co  ^ / (w2 — cö)9t  — — / o 
^ «■'  ==  c t/ 

— i («t+»)3*  _ «t—  <n  t.„ 


dz 


(14) 


(15) 


§.  3. 

Hiervon  machen  wir  erst  speciclle  Anwendung  zur  algebraischen 
Darstellung  des  Integrals  im  Exponenten  von  r.  Seien  4 und  c un- 
endlich klein  1.  Ordnung;  dann  ist  1 — n unendlich  klein  2.  Ord- 
nuug.  Entwickelt  man  also  ws  — « bis  auf  1.  Ordnung,  so  fiudet  man: 

27* 
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(l+/)[4(i7'+‘»0+<!(Ä'+'«)]— (/'+i7)(Aff+c*) 
(1+/)1 

, s'-föa+C/j' —gf')+i(fm- hl) 

(!+/)* 


h'+in+(/h'- hf')+i(f«-hl) 
+ (!+/)* 


— fi  ) , ll’ — ol-j-ffn-f-o’) 

(1- 

(J-J-*)- 


~ +e 

g'+n+Hm—h') 


(1+/)*  (!+/•)* 


(1+/)* 


Der  coustaute  Factor  i + ic  verschmilzt  mit  der  untern  Integral - 
greuze.  Lässt  man  also  b,  c stetig  verschwinden,  so  dass  ta%  in  co 
übergeht,  so  erhält  man: 


t 


f’+a 

i+f 


01 


<1+0* 


(16) 


für  bestimmte  untere  Integralgrenze,  die  jedoch  noch  vom  Anfang 
der  9 abhängig  bleibt. 


Sei 


Nach  Multiplication  mit 


lautet  Gl.  (16): 


e~'V  : 


P l8r 

„ ~J  1+/ 

rr* i 

J 1+/=i  +/ 

w-t~9~l~  ;(m  — ä') 


1+/ 


, . . , . b' — m 

cos(v  + »)  = i'-P?’  91,1  (<p+^  = i _j_7 

ä' — m 

<p  = arc  tg  -7— ; » 

9 +» 


(17) 


(IS) 

(19) 

(20) 


ein  Resultat,  dass  sich  durch  Differentiation  leicht  bestätigt  Auf 
rein  analytischem  Wege  hätte  sich  dasselbe  schwerlich  auffinden 
lassen ; es  war  vielmehr  kaum  wahrscheinlich , dass  ein  allgemeiner 
Ausdruck  für  das  Integral  (17)  existirte,  weil  die  Grössen  /,  l,  r 
Functionen  zweier  Variabein  sind,  die  nur  durch  die  Curvengleichung 
in  Relation  mit  einander  stehen. 
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Die  Relation 

(g'+  n)*  + (V-  m)»  = (1  +/)« 

welche  für  das  Bestehen  der  61.  (19)  notwendig  ist,  zeigt  sich  über- 
einstimmend mit  der  Formel  (1)  im  vorigen  Artikel. 


§.  4. 


Jetzt  lässt  sich  die  allgemeine  Relation  (15)  algebraisch  gestalten. 
Wir  schreiben  sie: 


Hier  ist 


(co,  — ®>)c = A (const.) 


, — — ‘<P 

V1+  /«"ä 


(21) 

(22) 


Ans  den  Gl.  (19)  findet  man: 
cos— . 
. g>+  # 


■V 


1 +/+g'+  « . 
2(1+/)  ’ 
h' — m 


, , 2 V2<1+/)(1  +/+/+») 

daher  wird 

1 w ~f~  >(^f  — m)  *& 

V2T1 +/+/+;,)  ~e  3 (23) 

Durch  eine  Orthogonalsubstitution  geht  r über  in  r8.  Sei  also 

a b c 

ai  ci 

( l g i'  2 C, 

ein  constantes  Orthogonalcoofficientensjstem,  und  wenn  der  Index  2 
das  Resultat  der  Substitution  bezeichnet, 


/«=■«/+...;  ff»  — «j/  + ■ • . 
/*'  = «/'+••.;  gj'  ■=  <»i/'+... 

— » al  + . . . ; ntf  = atl  + . . . 


ht  =»  <jj/  + . . . 

V — Oj/'+... 

n,  =>  0,1  +... 


1 +/«  +g,'+  ”8  + »(*,'  —»»»). — 


dann  wird 

1- 

V2(i+/,+g,'+,g 

und  nach  Einführung  in  Gl.  (21)  erhält  man: 


i» 


(24) 


(25) 
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(/»’+  il?  f'+il\  1 4~/H~  g'H ~ " ~t~  »’(*' — ”») 


(4 


+/»  1+/J 


yi +/+»'+» 

1 +/» + ga'-f~ n»  ~f~ »( V — ”»») 

2+!7s,+  'ia 


= 2A  (26) 


Die  Constanto  yl  muss  im  Laufe  der  Curvc  dieselbe  bleiben . also 
ihren  Wert  behalten,  wenn  die  Tangente,  Hauptnormale,  Binormale 
die  Richtungen  der  x,  y,  s haben,  so  dass 

/=»'  = n — 1 

wird.  Hier  ergibt  sich: 

1 — |—  Q — ~4~  , 

1+«  Vl  +0  + *!  + ^ 

das  ist  nach  Ausführung  der  Multiplication: 

A _ »-«.+  »-"«)  (27) 

Vl  + o -f-ij  +cs 

Den  Modul  des  Zählers  zeigt  Gl.  (3),  der  gemäss  wir  setzen  könnon : 
A — V2(l  — o)eto 

4 — <i,  i(c — as) 


»US 

Setzt  man  ebenso 


V2(l  — o)  (1  + ei) 

y'~\~n  . A* — m 


(28) 

(29) 


cos2^=j_i_r.  sin2fi 


1 + f 


so  lautet  Gl.  (26) 
(fi'+  ü-2 


(y^  - f-^f)  Y(1  +f)  (1  +/s)e*t“+/'.)  = 1/2(1  - a)e“ 


(30) 


(31) 


Die  Gleichheit  der  Moduln  ist  von  selbst  offenbar;  denn  das  Quadrat 
des  Moduls  zur  Linken  ist: 


(JL ^_V.  | LA_ 

\l+/s  1 + //  1 \1  + / 


?s  ” rr?) } (1  +f)  (1 +/a) 

\ (!+/■, )a+  (!+/)*  (1  +/)(!+/,)  i 


(b*+ ) «+»*+» 


ffi+ih 


2(1  -tf, _ 2(l-o) 
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Die  Amplitude  des  ersten  Factors  in  (31)  ist: 


V — arctg 


(1 +/»,-/(! +/•„) 
(1 +/)/.'-/•'(!+/,) 


die  Gleichsetzung  der  Amplituden  gibt: 


+ — <* 

Entwickelt  man  /s,  f/,  ia  nach  (24),  so  kommt : 

toip  __  — Zg)-fc(n4/a— tA) 

~^'+a/'+i(ff'+/i7'— fg)+c(h'-ffh'— fh) 
(1 — a)l-\-h(m — A')-|-e(n-f-p') 

— (i  — a)f  -f-  Hg'-{-  m)-(-c(A' — m) 


Nimmt  man  hierzu  nach  Gl.  (30)  : 


so  findet  man: 


tgf* 


h! — m 

1 +/+?'+» 


(32) 


tg(V'+f*)=“{(l+/)[ — (1 — a)l-{-b(m—h,)-\-c(n-\-g')'] 

(1— «)[%'+'0+/”(*,~'»)]+c[(ff'+«)ii+(A'— »‘)*]|:{(l-f-/’)[—  (1 — a)f 
"f^S+’O+cfA'— »i)]+A[(s'-f-n)2+(A' — m)2]J 

Nach  Gl.  (1)  ist  aber 


te'+»)*+(A'-m)»-(l-f/)» 

daher 


tg(tp  + ft)  = 


(1  - a)l  — b(hf — m)  -)-  c(l-(  f -\  g’-{-n) 
— (1  — «)/'+*(!  +?+i7'+n)  + c(A'—  m) 


Andrerseits  ist 


18,18  ~ i +/!+??+  v tga 

und  nach  Gl.  (32) 

— a)  — -tg(ip+f*) 

folglich 


(C  — ■»»)(!  +/»+?»'+”»)  — (A  — ai)(A,'—  nt,)  __ 

(A  — Oj)  (1  -j-/,  -j- 0t'-\-  n2)  + («  — <*s)  (A ~ 

— (1  — «)l  — A(A* — »t)-(-c(l  -(-/-f- ff'-f- «) 

- (1  - <*)/'+ 4(1  +/+?'+  «) +<**'-  m) 


Demnach  hat  der  Ausdruck  zur  Linken  die  Eigenschaft  sich  nicht 
zu  ändern,  wenn  entsprechend  einer  Rotation  der  Curve  um  die  x 
Axc  a1bJci  OjAjCj  variiren. 


Digitized  by  Google 


424 


Hoppe : Rein  analytische  Consequemen  der  Curventheorie. 


§.  5. 

Wir  haben  r4  als  jedenfalls  begriffen  in  r,  nach  Gl.  (13)  darge- 
stollt,  wo  die  Constanten  noch  nicht  bestimmt  sind.  Seien  r und  r, 
definirt  durch  (23)  und  (25)  und 


Durch  Differentiation  folgt: 


B -2-.,  = 1 


(34) 


Dies  verglichen  mit  (21)  und  (27)  gibt: 


y^-* 


b — Oj  -|-  »(c  — Oj) 

(1  — a)  V 1 + a -j-  6|  c. 


Nun  ist  nach  Gl.  (22)  (19) 


e~ «»’+'»»  o'-f„-t(A'—  m) 

r*  “ 1+/  “ (l+/)s 

und  wir  gewinnen  aus  (34)  zunächst  die  neue  Integralformel: 
C V+  H — m)  „ 6 - a,  — i(e  — Oj) 


■/ 


s — / g 1 ;;  , gr  — , 

(1 — a)  Vl  -f-  a -j-  bi  ct 


X 


1 ~l -ft »« ~t~ »( V ~ ”*i)  | /!+/  ~~l~g'  ~f~” 
i-j- /+?'+« +*(*'—»«)  r i+/j+ss'+n» 


(35) 


Für  o = l ist  der  Ansdruck  nicht  direct  anwendbar.  Um  auf 
den  Fall  stetig  überzugeheu,  sei 

a «=  c2  — cos*:  b,  = 1;  c -=  — o,  = sin* 

und  x unendlich  klein.  Dann  wird  bei  Entwickelung  bis  auf  1.  Ord- 
nung 


= 0 


c ~ <H 

1 — a 


daher 


1 +/s+fft'y  ”s  “ 1 +/+g’+  n + (Ä  "ö* 
Aa/  — nt  j = h' — m — /‘,* 


,,  2i  1 -\-f +g'+«  + (h — m — /'*) 

* 1 +/+g’+  » -j- >V*‘  — *») 


V l+jf+g'+n  2/ 
i -i  -sy' 


A -Z 


1+ ; „ r_  _ , 
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Nun  ist  nach  Gl.  (1*) 

(1 4-  /+ff’4*  »)*+  (A'  — ”0*  = 2(1  -f -f)  (1 
folglich 

2t  (,  , (h  - l-if)(\+f+g+n  -i(h'~m))-(h-lHl+fi  \ 

*\+  2(l+^)(l+/-+?'+»j  *j 

2t  (,  | (h-l)(g'-\-n-i(h'  - (\-\-f-\-g' \n)  —f(h' — m) 


Es  ist  aber 


2(14 


(h  - l)  (g'-\-  n)  — f (ti  — r»)  — h(g'-\-  m - g'l)  — (ln-\-fh!) 

= A(1 +/+?'+») 

und  nach  Gl.  (2) 


daher 


(/.  — l) (ft' - »»)  = ~(f'+g)(l +f+g'+n) 

_ 2t  / . hA-ig  k\  n — ih  , 

s—  (1+r+?  2)  = 1+7+  COÜSt 


In  einfachster  Gestalt  hat  man  also: 


r .gi+’L.fo 9_.t  f hLi 

j a+ff  1+/'  j ( 14 


(14-/)2 

wie  sich  auch  durch  Differentiation  leicht  bestätigt. 


f)t  St  = i +f 


§.  6. 

Jetzt  ist  für  irgend  einen  Wert  von  C,  welcher  vom  Coefficienten- 
system  abhängt,  längs  der  Curve 


..x  'ic  l4^f^4^g»'~^^ä~^~^(A^,— »»a)  1/14 f 4V  4"’f_ 

(1  - a)V  l-pa4A14'ci  1 4/ 4?’4‘n+*(A ' — »)  ' l4/ffjl4n! 


4-c  = 


g — ih 

14 -f 


Da  man  eine  momentane  Stellung  der  Tangente,  Haupt-  und  Binor- 
male  für  x,  y nnd  2 Richtung  wählen  kann,  so  ist  cs  gestattet  das 
Wertsy  stem 

f = g'  = n = 1 


als  existirend  zu  betrachten  und  in  die  Gleichung  einzuführen.  Dann 
kommt: 


L-g» jc.  a»)  14°+ii+e»4-»(A8-c1)l  / 4 i_c=  Q 

(1— aJV'l+a+ij+Cj  4 V 14-«4äi4c3 
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Hoppe.:  Rein  analytische  Consequenzen  der  Curventheorie. 


Wir  haben  r*  als  jedenfalls  begriffen  in  rs  nach  61.  (13)  darge- 
stcllt,  wo  die  Constanten  noch  nicht  bestimmt  sind.  Seien  r und  r, 
definirt  durch  (23)  und  (25)  und 

Br‘=J'  (34) 

Durch  Differentiation  folgt: 


, 0),  — u 


,e>#  » l 


Dies  verglichen  mit  (21)  nnd  (27)  gibt: 

B „ ?.  _ l/_l_  = *.—.?»  + »(<!—' <h) 

A Y 1-0  (1— ojVl^-o-f  ft,+c, 


Nun  ist  nach  Gl.  (22)  (19) 


t-i»  g>_ |_n_t(A' — m) 

~ 1+7  “ (ITT?- 


nnd  wir  gewinnen  aus  (34)  zunächst  die  neue  Integralformel : 

„ _ /*g'+  « — »(&' — m)_  ft  -g)  — t(c— <4) 

J U+/)ä  T " (1  -a)  Vl  + a-f  ft,+^  X 

— ”»)  1 +g'  ~t~”  ,„r. 

i+/+g'+n+,'(A’—  m)  V i +/»+gs'+»» 

Für  o = l ist  der  Ausdruck  nicht  direct  anwendbar.  Um  auf 
den  Fall  stetig  überzugehen,  sei 

a *=  c8  — cos  x:  6,  = 1 ; c = — o,  = sin  * 

und  x unendlich  klein.  Dann  wird  bei  Entwickelung  bis  auf  1.  Ord- 
nung 

1 — a 1 — a x 


l+/,s+g«'+»s  — 1 +/+g ’+»  + (A  “0* 

Aj'  -m,  = h'—m  —f'n 

daher 

_ 2«  1 +/+g'+«  + — 0»  -j-  «(*' — — / '»)  v 

x 1 +/+  g’+n-|-*(A' — "0 

h — l x\ 

l+Z+g'+u  2/ 

2»  ( ft  -l-if  h—l  xl 

x ( 1 +/+g'4-«+ i(A'  — »0  * l+^+g'-j-n  2 ) 
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Nun  ist  nach  Gl.  (1*) 

(1  +f+g’- f «)*+(*'  - «0*  = 2(1  +/)  (1  +f+9+n) 

folglich 

(A  - l-if'Kl+f+g'+n  \ 


S 


-?K 


2(l+f)(l+/’+ff’+B) 

2i(,  (h-l)(g'-\-n-i(h'  -m))(-if' (\+f+g' 

+ 2(l+/)(l+/+?'+») 

Es  ist  aber 

( A — ~ f V1'  — »0  “■  + m -g'l)  — (fn+/,A') 

= «1 +/+!?'+») 

und  nach  Gl.  (2) 

(A  - 1)  <A'-  m)  = - (f'+g)  (1  +/+g'+ ») 


daher 


2t  / ^ , A-Wo  *\  <7 — i‘A  . 

8=  "ä  (1+r+?  ä)  “ T+7+  const 


In  einfachster  Gestalt  hat  man  also: 


/ 


9 + n 


3r  = ; 


n 


-m  h 

+f)i  St“l  + / 


(l+/),v‘-l+/' 
wie  sich  auch  dnrch  Differentiation  leicht  bestätigt. 


§•  6. 

Jetzt  ist  für  irgend  einen  Wert  von  C,  welcher  vom  Cocfficicntcn- 
system  abhängt,  längs  der  Cnrve 


~,.(c  a»L  14-/a+g8'+”8+»(V— »»a)  l/l+/  +g'  +” 
(1  - a)V  l+o+Ai+Cj  1+H”ff l(A' — f")  ’ l*f/s+?2  "f 


+ C = 


g — »A 
!+/■ 


Da  man  eine  momentane  Stellung  der  Tangente,  Haupt-  und  Binor- 
male  für  x,  y nnd  z Richtung  wählen  kann,  so  ist  es  gestattet  das 
Wertsystem 

f = g'=  n = 1 


als  existirend  zu  betrachten  und  in  die  Gleichung  einzufübren.  Dann 
kommt: 


* •g»_,(f—n»)  ...  Ci)|/ i |-C'==0 

(1— ajVl+a+Aj-j-c,  4 V l+<!+4i+cä^ 
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Hoppe:  Rein  analytische  Consequenzen  der  Curventheorie. 


Nun  ist  nach  61.  (2) 

(J  — o,)(4g  — ct)  — — (c-f-aa)(l -f-Cj) 

(c  — «uKAj  — Cj)  = (<h-4"i)  (1 -|-a-j-Aj 

und  die  Gleichung  rcducirt  sich  auf 


* — — <»*)—€«  + «2 + '(«!+ A>]  , „ „ 
2(T-«)  +C  “ 0 

oder 


Mit  Anwendung  von  Gl.  (1*)  können  wir  das  Resultat  schreiben: 
[4— i(e— a,)][l+/+g+»-— ' i(h'— fft)][l-|~/,24-g8,-(-«i+8'(A2'-~m2)3 


2(1 — aHl+f)  V(l+a+ii4^2)(l+/+i7+n)(l+/2+g2’+»2) 
b — ic  . g — ih 
" 1— " 


i+/ 


(36) 


Diese  Formel  stellt  das  Prodnct 


(1  + “ + 4,  + c2)  (1  +/+g'+  n)  (1  +/,  + ?2,4'  «2)  (37) 

als  Quadrat  dar.  Die  3.3  darin  figurirenden  Grössen  sind  die  Rich- 
tungscosinus gleichnamiger  Axon  dreier  orthogonaler  Axensysteme 
gegen  einander.  Das  Product  bleibt  daher  ungeändert  erstens  bei 
Vertauschnng  der  3 Axensysteme,  zweitens  bei  gleichzeitig  cyklischer 
Vertauschung  der  Axcn  innerhalb  jedes  Systems.  Die  Basis  des 
Quadrats  zeigt  dagegen  nicht  dieselbe  Symmetrie ; daher  lässt  sic  sich 
in  9 verschiedenen  Formen  darstellon,  welche  identisch  sein  müssen. 


§■  7. 


Nach  dem  Vorstehenden  ist  nun 

_ I+/2  + »2'+  "2  + «(*/— f4)(— 

V 2(1  +/s  + ff  2'+ »2) 

I l+/‘+g'+»+t(*' — ”*)c- % ( 9—  & f;\ 

II  y^i+7+THh»)  'vi+z  > 

für 

1 b — + i(c  — <+  r ^ b — ic 

B ” 2^1 -fa  + M-c, 5 1 + « 


(38) 


Das  allgemeinste  Integral  r3  der  Gl.  (7)  muss  den  gleichen  Ausdruck 
für  allgemeine  B,  C habeG.  Soll  nun  r2  das  allgemeinste  Integral 
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repräsentiren,  so  ist  einzige  Bedingung,  dass  für  gegebeno  B,  C dio 
Gl.  (38)  erfüllt  werden  könnon.  Setzt  man 


a ■=  cos*; 

oj  «=.  — sin  * sin  fi ; 

«2  = — sin  * cos  fi ; 
daun  wird 


b = sinAsinv;  c— sinAcosv 
Aj  = cosxsin(isinv-)-co8ficosv 
Cj  =-=  cos  A sin  fi  cos  v — cos  fi  sin  v 
bt  -=  cos  «cos  fi  sinv  — sin  fi  cos  v 
cs  — cos  * cos  fi  cos  v + sin  fi  sin  v 


Setzt  man 


~ *=*  t sin  2e — 10“+») ; C *■=  — itg  2e-'” 


B = Pt‘"  i C’=3e'e 


(39) 


so  erhält  man  die  4 Bedingungen: 


sin^~p;  fi-j-v  = 2(R — »)  (40) 

v=—  R — p (41) 


Die  Ampliludengleicbuugen  lassen  sich  durch  fi  und  v erfüllen,  die 
Modulgleichuugcn  im  allgemeinen  nicht.  Demnach  ist  das  durch 
Gl.  (25)  (24)  definirte  rs  nicht  gleich  allgemein  mit  rs.  Beide  unter- 
scheiden sich  durch  einen  reellen  Factor. 

Betrachtet  man  dagegen  r2  als  Bestimmuugsgrösso  der  Curvo,  so 
zeigen  die  Gl.  (9)  (10)  (11),  dass  nicht  nur  ein  reeller,  sondern  ein 
beliebig  complexer  Factor  von  jedem  r,  mithin  auch  von  rs  aus  den 
Werten  von  f,  /',  l herausfällt,  so  dass  die  erste  Gl.  (39)  zur  Be- 
stimmung der  Curvo  nicht  mitwirkt.  Hier  fallen  die  Gl.  (40)  weg; 
nur  die  Gl.  (41)  sind  notwendig  und  bestimmen  * und  v,  während 
fi  willkürlich  bleibt.  Erwägt  man  indes,  dass  durch  x und  v ebenso 
wie  durch  f,  /',  l die  Lage  der  Curve  zur  x Axe  allein  bestimmt 
wird,  während  u nur  die  willkürliche  Rotation  um  die  x Axe  aus- 
drückt, so  erkennt  man,  dass  die  allgemeinste  Lösung  der  Differen- 
tialgleichung sich  vollkommen  mit  der  allgemeinsten  Lage  einer  Curvo 
deckt.  31au  kann  demuacli  dio  Differentialgleichung  nicht  dazu  ver- 
wenden, aus  der,  einer  speciellen  Curvo  entnommenen  Lösung  die 
Bestimmung  anderer  Curven  abzuloiten. 
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Hoppe : Rein  analytische  Consequenzen  der  Curventheorie. 


§.  8. 


Seien  r,  r„  r2  definlrt  durch  Gl.  (23)  entsprechend  3 verschie- 
denen Lagen  derselben  Cnrve.  Dann  muss,  weil  alle  die  Gl.  (7)  er- 
füllen, eine  lineare  Relation 

Ar  -)-  A,r,  -f-  /t2rs  = 0 (42) 

zwischen  ihnen  existireu.  Durch  Differentiation  geht  daraus  hervor: 

Ad» — | -At  cüjTj  -|-  j’ljtOjrj  — 0 

Aus  beiden  Gleichungen  findet  man: 

(0, 6>j  CDj — io  a — oa, 

il  • ^ J • • 

r r,  rs 

Man  braucht  dann  nur  ein  speciollcs  Wertsystem,  bezeichnet  durch 
den  Index  0 einzufahren,  um  die  Formel  (42)  zu  einer  bestimmten 
zu  machen,  nämlich: 


iV+(^V-+(^). 


= 0 


das  ist  einer  algebraischen  Relation  zwischen  3 orthogonalen  Systemen. 


Zu  specieller  Anwendung  mögen  das  zweite  und  dritte  Axcn- 
System  gegen  das  erste  die  Richtungscosinus 


010  001 
001  100 
100  010 


haben.  Zur  Coefficientenbestimmung  setzen  wir 
f — g'  = « — 1 

dann  werden  die  o>  nach  der  Reihe  0,  1,  i,  die  r ebenso  2,  1 — 

1 — (—  i;  die  Coefficienten  haben  den  gemeinsamen  Factor  )(1 — »),  nach 
dessen  Weglassung  sie  sind:  1,  — 1,  — 1.  Die  Gleichung  lautet: 
r — rj  — rs  = 0 oder : 

1 — ”0 1 ~4~  ff  -f~  V-f~  l »’( f — n) 

Vl+f+g'+n  V f +9  + h’+i 

Vl”f 

Macht  man  die  Gleichung  rational,  so  erhält  mau: 

2(a+fr+fl’'+»)’+a+g+A'+o*+a+A+/'+'»),l  - 

( 1 4~  9 4"  Ä -f- f ' -f-  g -f- h 1 -f-  »»  + *») *• 
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§•  9. 

In  meiner  analytischen  Ourvanthcorie,  Arch.  T.  LYI.  S.  62,  habe 
ich  gezeigt,  dass  jeder  Lösung  r der  Gl.  (7)  als  zweito  der  conju- 
girte  Wert  von 

r'(i» 

entspricht.  Setzt  man  den  Wert  Jur  für  r'  und  für  o>,  r die  Aus- 
drücke (14)  (23),  so  erhält  man  folgende  Darstellung  des  allgemeinen 
Integrals : 

^|l+/+g'+"+»XA,-m)}+iBi/-g+.-(7.-f)|  » 

Vl+/+g'+n 

Den  Differentialquotientcn  findet  mau  leicht  aus 
(r'e*»)'  — (r"+  ir'&’)v»  = — 

Setzt  man  den  conjugirten  Wert  ein,  so  ergibt  sich: 

' _ 4 {/'— g— »(*— Dl  — ■fl(l+/H-g'-)-»  - »(/>' — ”01  _ '? 
2yi+/+g'+« 

Hiernach  muss  für  irgend  welcho  Constanten  A,  11  sein: 

1+  + _ r e‘* 

f{—  3i  + % —M  — or'Ä 
Vl+/»  + g2'+,*S  J 

das  ist  für  f = g'  = « — 1 : 

l+a  + ij  + c8  + *(Js  — ci  ) ■=  2 A 
Vl  + a-j-^-j-ej 

b~  ai  + i(c— <h)  _ 

Vi+a+*i+<:» 

Dies  ergibt  2 neue  algebraische  Relationen  und  2 neue  Darstellungen 
des  symmetrischen  Products  (37). 


Digitized  by  Google 


4B0 


Miscellen. 


" JK 


XXI. 

Miscellen. 


i. 

Eine  Gruppe  planimetrischer  Maxima  und  Minima. 

Es  sei  ABC  eiu  schiefwinkliges  Dreieck  mit  den  Seiten  abc  und 
den  Winkeln  aßy,  h„  Höhe  zu  a,  Oder  Mittelpunkt  des  eingeschrie- 
benen, 0„  der  des  der  Seite  a angeschriebenen  Kreises,  p und  p« 
deren  Radien  nnd  © und  ©<,  ihre  Berührungspunkte  mit  der  Seite 
AC,  a-\-b-\-c  = 2s  und  A der  Inhalt  des  Dreiecks,  so  ist  bekannt- 
lich 


A = pi  «*  p a{‘  — a)  = “ 


Betrachtet  man  von  den  Stücken  a a s g ga  ha  A je  drei  als 
gegeben,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Aufgaben,  deren  Lösung 
sich  meist  durch  den  blossen  Anblick  der  Figur  crgiebt  Nimmt  man 
je  zwei  Stücke  als  constant  an  und  denkt  im  Uebrigen  die  Figur 
veränderlich,  so  ergeben  sich  ebenso  leicht  interessante  Sätze  über 
Maxima  und  Minima,  die  zwar  vereinzelt  in  Aufgabensammlungen  zu 
finden,  in  diesem  Zusammenhänge  aber  und  so  einfach  bewiesen  mir 
nicht  bekannt  geworden  sind.  Namentlich  bei  der  Determiuation  der 
oben  angedouteten  Aufgaben  dürften  dieselben  für  den  Unterricht 
vorteilhaft  Anwendung  finden. 

Vorbemerkung:  Berühren  sich  die  Kreise  O und  0„,  so  ist  ABC 
gleichschenklig,  weil  die  Halbirungslinie  A O 0„  des  Winkels  « auf 
der  Basis  senkrecht  steht.  Im  folgenden  kommt  es  immer  darauf 
an , die  Figur  so  zu  verändern , dass  die  Kreise  O und  Oa  sich  be- 
rühren. 
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1.  Es  bleibe  a und  a constant.  Mit  a ist  auch  seine  Halbi- 
rungsliuie  AO  der  Bichtung  nach  festgelegt  und  mit  ©©„  = a ist 
die  Strecke  OOa  unveränderlich.  Wird  nun  8©«  so  verschoben,  dass 
.1©,,  = a wächst , so  wachsen  gleichzeitig  q,  g,„  A = gs  und 
2A 

ha  — — , bis  sich  0 und  0„  berühren,  folglich  gilt  der  Satz: 

Von  allen  Dreiecken  über  derselben  Basis  a,  welche  in 
dem  Winkel  an  der  Spitze  übereinstimmen,  hat  das  gleich- 
schenklige den  grössten  Umfang  und  Inhalt,  den  grössten 
eingeschriebenen  Kreis  und  die  grösste  zur  Basis  gehörige 
Höhe. 


2.  Durch  a und  * ist  das  Dreieck  A'£aOa  gegeben.  Lässt  man 
©©„  = a kleiner  werden , so  wächst  g,  demnach  auch  A =»  gs  und 

ha  zufolge  der  Beziehung  ^ -=  * (y  ~~  p )’ 

Alle  Dreiecke,  welche  in  dem  Wiukel  au  der  Spitze  A 
und  dem  Umfang  übercinstimmen , haben  den  der  Seite  a 
angeschriebenen  Kreis  gleich.  Das  gleichschenklige  aber 
hat  beim  Minimum  der  Basis  ein  Maximum  des  Inhalts, 
der  Höbe  und  des  eingeschriebenen  Kreises. 


3.  Hält  mau  a und  g und  damit  das  Dreieck  A'-ÖO  fest,  so 
nehmen  mit  ©©„  = a auch  .1©»  = *,  g„  und  A = qs  ab , während 

ha  wegen  J (l  — - ^ wächst,  uud  A8  = « — a constant  bleibt; 

ha  * \Q  Qa / 

also 


Alle  Dreiecke,  welche  sich  einem  gegebenen  Kreise  so 
umschreiben  lassen,  dass  sie  einen  gegebenen  Winkel  a an 
der  Spitze  enthalten,  stimmen  im  Ueberschuss  der  Schen- 
kelsumme über  dio  Basis  überein.  Das  gleichschenklige 
aber  hat  neben  der  grössten  zu  a gehörigen  Höhe  am 
kleinsten:  den  Umfang  und  Inhalt,  die  Basis  und  den  der 
letzteren  angeschriebeneu  Kreis. 


4.  Man  schlage  mit  ha  einen  Kreis  um  A,  so  ist  BC  äussere 
Tangente  für  denselben  und  den  Kreis  O.  Bleibt  jetzt  a und  h„ 
constant,  so  rückt  O auf  der  festen  Linie  AO  nach  A hin,  wenn  o 
kleiner  wird.  Gleichzeitig  aber  nehmen  AB , AC,  BC  und  damit  e 
und  A = g«  ab,  also 


Von  allen  Dreiecken , welche  in  einem  Winkel  und  der 
zugehörigen  Höhe  übereinstimmen,  bat  das  gleichschenklige 
ein  Minimum  für  Basis,  Umfang,  Inhalt  und  eingeschrie- 
benen Kreis. 
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5.  Wenn  bei  constantera  a und  d — ga  der  Umfang  » abnimmt, 
so  muss  p wachsen,  also  0 und  Oa  auf  der  festen  Linie  AO  zu- 
sammenrücken, ebenso  © und  ©„,  bis  sich  die  Kreise  O bei  wachsen- 
dem und  Oa  bei  abnehmendem  Radius  berühren.  D.  h. 

Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  mit  demselben  Winkel 
a an  der  Spitze  hat  das  gleichschenklige  den  grössten  ein- 
geschriebenen und  gleichzeitig  den  kleinsten  der  Basis  an- 
geschriebenen Kreis.  Ausserdem  ein  Minimum  der  Basis 
und  des  Umfangs  und  ein  Maximum  der  zur  Basis  gehörigen 
Höhe. 


G.  Mit  a und  » sind  die  Strecken  ö©„  und  A©„  und  damit  die 
Lote  in  © und  ©„  auf  A©„  als  Oerter  für  O und  Oa  gegeben.  Mit 

a wachsen  auch  p und  p„  und  daher  wegen  d = p<  = ^ auch  d 
und  ha,  demnach: 


Von  allen  Dreiecken,  welche  in  der  Basis  a und  dem 
Umfang  übereinstimmen,  hat  das  gleichschenklige  den  Winkel 
an  der  Spitze,  den  eingeschriebenen  so  wie  den  der  Basis 
angeschriebenon,  die  zur  Basis  gehörige  Höhe  uud  den  In- 
halt am  grössten. 


7.  Es  sei  a und  p constant,  also  auch  Dreieck  0©©a  und  das 
Lot  in  S*a  auf  ©©„  als  Ort  für  0„,  Bewegt  sich  A nach  © hin,  so 

2 d 

wird  e = A©0  kleiner  und  damit  auch  d = g»  und  ha  = — , wäh- 

o 

rend  g„  und  a wachsen,  folglich 


Von  allen  Dreiecken,  welche  sich  einem  festen  Kreise  so 
umschreiben  lassen,  dass  sie  eine  gegebene  Basis  a ent- 
halten, hat  das  gleichschenklige  den  grössten  Winkel  an 
der  Spitze  und  den  grössten  der  Basis  angeschriebeuen 
Kreis,  aber  den  kleinsten  Umfang  nnd  Inhalt  und  die 
kleinste  zur  Basis  gehörige  Höhe. 


8.  Hält  man  neben  a p„  fest,  und  lässt  A sich  von  © fort- 
bewegen, so  wächst  8 = A©„  und  p und  damit  d — p»  und 
2 d 

ha  — — Da  stets  p < g„  bleibt,  so  tritt  die  Berührung  der  Kreise 
O und  Oa  nur  dann  ein,  wenn  a <[  2p„,  folglich 


Von  allen  Dreicckeu,  welche  die  Basis  und  den  derselben 
angeschriebenen  Kreis  gleich  haben,  besitzt  das  gleich- 
schenklige deu  kleinsten  Winkel  an  der  Spitze,  aber  den 
grössten  eingeschriebenen  Kreis,  den  grössten  Umfang  und 
Inhalt  und  die  grösste  zur  Basis  gehörige  Höhe. 
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9,  Mit  a = iö®0  sind  die  Lote  in  iS  und  Sön  auf  iö'S«  fest- 
gelegt. Soll  dann  noch  A constant  bleiben,  so  muss  wogen  A «*  gs 
a abnehmen,  wenn  g wächst,  dann  nehmen  aber  auch  « und  g,  , zu, 

2 A 

während  /i„  = — constant  ist,  also 
a 

Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  von  derselben  Basis 
hat  das  gleichschenklige  den  kleinsten  Umfang,  den  grössten 
ein-  und  der  Basis  angeschriebeneu  Kreis  und  den  grössten 
Winkel  au  der  Spitze. 

10.  Durch  g und  s ist  A bestimmt.  Legt  man  A ÖB  ~ s fest 
und  lässt  ©©„=«  abnehmen,  so  rücken  die  Kreise  O und  Oa  zusammen 
bis  zur  Berührung,  dann  ist  a ein  Minimum  = av  Wächst  dagegen 
a,  so  bewegt  sich  das  constante  0 SB  nach  A hin,  und  daher 
wächst  der  Winkel  a und  der  Radius  ga  bis  sich  die  Kreise  zum 
zweiten  Male  berühren,  dann  ist  a ein  Maximum  = «2,  d.  h. 

Es  lassen  sich  einem  Kreise  uuendlich  viele  Dreiecke 
umschreiben,  welche  alle  denselben  Umfang  uud  Inhalt 
haben.  Unter  diesen  ist  dasjenige,  welches  die  kleinste 
Seite  und  den  kleinsten  gegenüber  liegenden  Winkel  ent- 
hält, gleichschenklig,  ebenso  dasjenige,  welches  die  grösste 
Seite  und  den  grössten  Winkel  an  der  Spitze  hat.  Oder: 
Ein  Dreieck  lässt  sich  mit  Beibehaltung  des  Umfangs  stets 
so  verwandeln,  dass  es  eine  Seite  a zwischen  zwei  Grenzen 
at  uud  «3  oder  einen  Winkel  zwischen  zwei  Grenzen  a, 
und  a3  enthält. 

2s 

Da  3«,  <j  2s  und  3a2  j>  2s  ist,  so  liegt  zwischen  a,  und  «3, 

und  man  kann  also  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung  des  Umfangs  so 
verwandeln,  dass  eine  Seite  $ des  Umfangs  wird.  Mit  Benutzung 
von  6.  ergiebt  sich  dann: 

Von  allen  Dreiecken  mit  demselben  Umfang  hat  das 
gleichseitige  den  grössten  Inhalt, 

Da  ferner  3k,  <j  180°  und  3<*a  j>  180°  ist,  so  liegt  60°  zwischen 
o,  nnd  a3  und  man  kann  demnach  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung 
des  Umfangs  so  verwandeln,  dass  cs  einen  Winkel  von  G0°  enthält. 
Aus  5.  folgt  dann: 

Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  hat  das  gleichseitige 
den  kleinsten  Umfang. 

Arck.  4.  Mlth.  n.  Pkys.  2.  Heike,  Teil  11.  Hä 
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Anmerkung.  Die  Sätze  vom  gleichseitigen  Dreieck  werden  ge- 
wöhnlich als  selbstverständliche  Zusätze  zu  5.  und  6.  gegeben,  wie 
in  der  Planimetrie  von  Heis  und  Eschwoiler.  Steiner,  gesammelte 
Werke  II  185  führt  einen  andern  Beweis  von  Lhuilier  an  und  giebt 
einen  eigenen,  der  dem  obigen  ähnlich  ist.  Geht  man  vom  gleich- 
schenkligen Dreieck  aus,  so  ergiebt  sich  die  halbe  Basis  x desselben 
als  Wurzel  der  kubischen  Gleichung 

2a:3 — -{-  p3*  = 0 

8 

und  zwar  ist  x — g d.  h.  Dreieck  gleichseitig,  sowol  wenn  p ein 

Maximum  bei  gegebenem  *,  oder  » eiu  Minimum  bei  gegebenem  p 
ist.  Dies  sind  ebenfalls  die  obigen  Sätze.  Siehe  Lampe,  Geome- 
trische Aufgaben  S.  7. 

11.  * und  p„  bestimmen  das  Dreieck  A0„8<i  und  damit  den 
Winkel  «.  Nimmt  08«  = a ab , so  wächst  p und  folglich  auch 

A - **  und  K wegcn  \a  - KJ  - i) d- h 

Alle  Dreiecke,  welche  den  Umfang  und  den  der  Basis 
angeschriebenen  Kreis  gleich  haben,  stimmen  auch  im  Winkel 
an  der  Spitze  überein.  Das  gleichschenklige  unter  ihnen 
aber  hat  die  kleinste  Basis,  die  grösste  zur  Basis  gehörige 
Höhe,  den  grössten  Inhalt  und  den  grössten  eingeschriebe- 
nen Kreis. 


12.  Aus  A = p*  = -5-  folgt  p : a — ha  : 2s.  Mit  h„  und  » ist 

also  das  Verhältniss  p :a  und  dadurch  die  Richtung  OSa  als  Ort 
für  O gegeben,  wenn  der  rechte  Winkel  A ©„ U„  festliegt.  Mit  wach- 
sendem a = 88«  nehmen  auch  pp«  und  o zu,  indem  sich  AO  um 
A dreht,  ebenso  A = pa: 

Von  allen  Dreiecken  mit  demselben  Umfang,  welche  in 
einer  Höhe  übereinstimmen,  hat  das  gleichschenklige  am 
grössten:  die  Basis  und  don  gegenüberliegenden  Winkel, 
den  eingeschriebenen,  so  wie  den  der  Basis  angeschriebenen 
Kreis  und  den  Inhalt. 

13.  Sollen  p und  p«  coustant  sein,  so  ist  dies  auch  ha.  Mit 
©8«  = a wird  A80  = # und  A — ps  kiciner  und  a grösser,  also 

Alle  Dreiecke,  welche  sich  einem  Kreise  so  umschreiben 
lassen,  dass  der  der  Basis  augescbricbcne  Kreis  eine  ge- 
gebene Grösse  hat,  stimmen  in  der  Höhe  zur  Basis  über- 
ein, das  gleichschenklige  aber  hat  die  kleinste  Basis,  den 
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kleinsten  Umfang  und  Inhalt,  dagegen  den  grössten  Winkel 
an  der  Spitze. 

14.  Mit  a und  pa  ist  a und  s constant;  mit  a und  ha  auch  a 
und  d,  mit  * und  d oder  g und  d ebenso  s und  g,  mit  g und  h„ 
oder  g ' und  ha  endlich  j und  g„  gegeben.  Diese  Fälle  sind  also 
iu  dem  Obigen  miterledigt.  Dr.  J.  Lange. 


2. 

Ein  Dreieckssatz. 

P sei  ein  belieger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.  Soli 
eine  Gerade  durch  P so  gelegt  werden,  dass  ihr  von  den  Dreiecks- 
seiten AB,  AC  begrenzter  Teil  von  P halbirt  ist;  so  zieht  man  durch 
P eine  Parallele  zu  AC,  welche  AB  in  K trifft,  und  trägt  auf  AB 
die  Strecke  KCa  AK  auf;  C'aP  ist  die  verlangte  Gerade. 

C«P  treffe  AC  in  Ba.  Zu  dem  Zwecke,  zwischen  den  drei  Ge- 
raden BaC, i und  dem  Dreiecke  ABC  eine  Beziehung  herzustellen, 
suchen  wir  die  Gleichung  der  Geraden  BaCa 

Die  trimetrischen  Punktcoordinaten  von  P bezüglich  des  Urdrei- 
eckes  ABC  ( BC  — a ) seien  paptpe-  Ferner  ist: 

AC  = 0 1 0 

Der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  hat  die  Form: 
c 0 — a 


Die  Gleichung  der  durch  P zu  AC  gezogenen  Parallelen  PK  ist 
demnach : 

Xu  pa  < j 

xt  pc  0 ■=  0 

xc  pc  —a 

Die  Geraden 

PK  = -•  apb  epc-{-apa  — cpi 

AB  — 0 0 1 

treffen  sich  in 

k=cpc-\-apa  apt  0 

Bezeichnen  wir  mit  X(a)  die  Länge  der  Normale  von  X auf  BC 
und  mit  F den  Flächeninhalt  des  Fundamentaldreiecks,  so  ist: 
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K(a) 


2F  (cpe-\-apa) 
a£apa 


A'(i)  - 


2 F.apt 
a£apa 


Ar  (c)  — 0 


Nach  der  augeführten  Construction  ist  A'  die  Mitte  von  HC0. 
Es  ist  also: 


*(«)- 


H(q)+Ca(a) 

2 


Ferner  erhalten  wir: 


6o(o)  = 2K(a)  — A(a) 

2F  2F 

“ 35£<*».  + *pd 

2F 

^■jepc  + apa-hp,) 


2K(b)  = A(b)  + Ca{b) 
2F 

Ca(b)  = 2ap&  : - 


‘ a2apa 
C'a(c)  — 0 

Co  = epc  + npo — Jpi  2api  0 


BaC«  = PC«  = 

— 2apipc  pc(cpc  + ap„  — 6p&  pi(op<i  + ipt  — q>t) 

BflCa  trifft  BC  in 

VI  = 0 — pb(apa-\-bpb  — cpc)  pc(cpc-\-apa—  bpt) 
Die  VI  liegen  in  der  Geraden 

@ = pbfc{bph  -f  epc  — ap„) 

Diese  Gerade  ist  der  Harmonikalen  des  Punktes  P parallel. 
Es  sind  nämlich  zwei  Gerade 


OiXa-j-ijari +«,*<:  »=  0 

a^ra-\-btfci,-\-c*Xc  — 0 
einander  parallel,  wenn 

£a{J>LCi  — ijCj)  — - 0 

Die  Harmonikale  des  Punktes  P bezüglich  des  Urdreiecks  ist 
die  Gerade  pspc.  Für  die  Gerade  @ und  die  Harmonikale  von  P 
ist  demnach: 
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I «1  I __  I Pr.  Pa  Pa  fb 

aj  «a  1 pepa  (cpc-\-apa — bpb)  PaPb(apa-\-hpb—cpc)  I 

— 2 pa*pbpc  (bph  — cpc) 

Es  ist  aber 

Xapa(bpb  — cpc)  — 0 

Folglich  ist  die  Gerade  ® der  ptpc  parallel.  Wir  haben  also  folgen- 
den Satz: 


Die  drei  durch  einen  beliebigen  Funkt  in  der  Ebone  eines  Drei- 
ecks gezogenen  Geraden,  deren  von  je  zwei  Dreiecksseiten  begrenzten 
Stücke  durch  den  gewählten  Punkt  halbirt  werden,  treffen  die  Gegen- 
seiten in  Punkten  einer  Geraden,  welche  der  Harmonikalen  dieses 
Punktes  parallel  ist. 

Projiciren  wir  die  Figur,  so  wird  die  unendlich  ferne  Gerade 
eino  Gerade  ©„  welche  die  ßC  in  A,  trifft.  K ist  dann  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  AB  und  PBV  Ca  ist  der  zu  A bezüglich  KC\ 
vierte  harmonische  Punkt  Die  BaCa  treffen  die  BC  in  Punkten 
einer  Geraden  @,  von  welcher  die  Harmonikale  von  P und  die 
in  demselben  Punkte  geschnitten  werden.  Wir  haben  also: 

P sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC. 
Die  Gerade  ©,  treffe  BC  in  Av  Bezüglich  Cs  und  des  Schnitt- 
punktes der  PBt  mit  AB  liege  Ca  zu  A harmonisch. 

Dann  treffen  die  BaCa  die  BC  in  Punkten  einer  Geraden  ® ; diese 
Gerade,  @,  und  die  Harmonikale  von  P schneiden  sich  in  einem 
Punkte.  Für  = a,  wird 

® = p6pc(i,  pb-\-clpc  — aipa). 

Wien,  Decembor  1884.  Emil  Hain. 


3. 

Ein  Satz  Uber  Kegelschnitte,  die  einem  Dreieck 
einbeschrieben  sind. 

Es  möge  mir  gestattet  sein  im  folgenden  die  Frage  nach  dem 
geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem 
Dreieck  einbeschrioben  sind,  und  deren  Achsenquadratsumme  eine 
gegebene  Grösse  hat,  zu  behandeln  nnd  daran  einige  Folgerungen  zu 
schlossen. 
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ABC  sei  irgend  ein  Dreieck,  AA„  BB1  und  CC,  dessen  Höben 
und  H dessen  Höhenschnitt.  Wählen  wir  nun  auf  AB  irgend  einen 
Punkt  E und  auf  AC  irgend  einen  Punkt  F und  beschreiben  über 
EC  und  BF  als  Durchmesser  Kreise,  so  hat  der  Punkt  II  in  Bezug 
auf  die  beiden  Kreise  dio  gleichen  Potenzen  HC.  HC j und  HB . HBt, 
liegt  also  auf  der  gemeinsamen  Sehne  derselben.  Sind  ferner  M 
und  N die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise,  so  werden  alle  Kegel- 
schnitte, die  dem  Dreieck  einbeschriebeu  sind,  und  die  die  Linie  EF 
berühren,  aus  diesen  Punkten  unter  rechten  Winkeln  gesehen.  Ist 
also  P der  Mittelpunkt  eines  solchen  Kegelschnitts  mit  den  Halb- 
achsen a nnd  b,  so  muss  somit 

a*  + b2  = PA/2  =>  PW2 

sein.  Andererseits  finden  wir  jedoch,  dass  in  dem  gleichschenkligen 
Dreieck  MPN  auch  die  Relation 

PH1  <=  PM*+HM.HN 

giltig  ist.  Daraus  folgt  aber  sofort  die  Gleichung 
HP2  = a2+b2-\-HA.HAv 

Hiebei  haben  wir  zwar  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Schnitt- 
punkte M und  N der  Kreise  reell  seien.  Ist  dem  jedoch  nicht  so, 
so  ist  doch  die  letztere  Formel  giltig , nnr  erleidet  der  Gang  der 
Ableitung  eine  unwesentliche  Aenderung. 

Aus  der  entwickelten  Relation  HP2  = a*-\-l2-\-  HA.HA1  er- 
geben sich  nun  folge  Sätze: 

1)  Ist  P der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  mit  den  Halb- 
achsen a und  b,  der  einem  Dreieck  A cinbescbricbcn  ist,  so  ist  stets, 
wenn  H der  Höhenschnitt  des  Dreiecks  ist: 

HP2  = o2-j-ö2-f-  const. 

2)  Ist  der  Höhenschnitt  eines  Dreiecks  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnitts, der  dem  Dreieck  einbeschrieben  ist,  so  hat  derselbe  unter 
allen,  dem  Dreieck  einbeschriebencu , Kegelschnitten  die  kleinste 
Achsenquadratsumme. 

3)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte, 
die  einem  Dreieck  einbeschrieben  sind  und  die  eine  gegebene  Achsen- 
quadratsumme haben,  ist  ein  Kreis  um  den  Höheuschnitt  dos  Dreiecks 
als  Mittelpunkt. 

Wird  ferner  <i2-j-42  = 0,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  und  wir  finden  den  bekannten  Satz: 
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4)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen 
Hyperbeln,  die  einem  stumpfwinkligen  Dreieck  einbeschrieben  werden 
können,  ist  ein  Kreis  um  den  Höhenschnitt  des  Dreiecks,  der  die 
Kreise  über  den  Seiten  rechtwinklig  dnrchschneidet. 

Da  ferner  unter  den  Kegelschnitten  sich  solche  befinden,  die  in 
eine  doppelt  zu  rechnende  Strecke  übergehen , deren  Endpunkte  in 
cino  Ecke  und  die  gegenüber  liegende  Seite  des  Dreiecks  fallen,  er- 
giebt  sich  der  Satz: 

5)  Wird  um  den  Höhenschnitt  eines  Dreiecks  ABC  ein  Kreis 
beschrieben,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  der  Seitenmitton  von  ABC 
bei  entsprechender  Bezeichnung  in  a,  o, , ß , /?,,  y und  y,  trifft,  so 
ist  stets: 

Aa  = Aaj  = Bf 3 - Bßj  = Cy  «*  Cyv 

Da  überdies  congruente  Kegelschnitte  gleiche  Achsenquadrat- 
summe haben,  so  folgen  noch  die  Sätze: 

6)  Einem  Dreieck  lassen  sich  höchstens  6 Kegelschnitte  ein- 
beschreiben, welche  einem  gegebenen  Kegelschnitt  congruent  sind. 
Die  Mittelpunkte  desselben  liegen  auf  einem  Kreise  um  den  Höhen- 
schnitt des  Dreiecks. 

7)  Einem  Kegelschnitt  lassen  sich  höchstens  24  Dreiecke  um- 
schreiben, die  einem  gegebenen  Dreieck  congruent  sind;  die  Höhen 
derselben  sind  vom  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  gleich  weit  ent- 
fernt. (Die  Sätze  5),  6)  nnd  7) ) finden  sich  in  Steiner’s  g.  W.  B.  II. 
p.  346. , jedoch  giebt  Steiner  in  letzterem  Satze  irrtümlich  die  Zahl 
6,  anstatt  der  Zahl  24  an.) 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  hinzufügen,  dass  diese  Sätze 
wenigstens  teilweise  noch  giltig  sind,  wenn  zwei  Seiten  des  Dreiocks 
zusammenfallen. 

Weingarten,  im  Fcbr.  1885.  B.  Sporer. 


4. 

Körper  zwischen  zwei  Rotationsellipsoiden. 
Es  liegt  zu  Grunde  das  System 

i (1) 

( (2) 


x 2? 

i*  a*' 
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Das  gcmcinscbaftliclio  Flächenstück  J C H H LD MG t stellt  sich 
dar  als 

— 4 ai  arc  siüy^j—j 
Das  Flächenstück  JBMGJ  stellt  sich  dar  als 


. a!— 4* 

ul/  arc  sin  ^ « 

«■*  -j-* 


1.  Die  beiden  Ellipson  rotiron  gleichzeitig  um  die 
x-Axc. 


Es  entstehen  zwei  Rotationsellipsoide,  welche  ein  Kürperstück 
gemeinschaftlich  haben.  Ausser  diesem  gemeinschaftlichen  Körpcr- 
stücko  entstehen  zu  beiden  Seiten  des  zweiten  Rotationsellipsoids, 
links  und  rechts  zwei  congruente.  Köqierstücke  des  ersten  Rotations- 
ellipsoids und  endlich  bleibt  noch  ein  wulstförmiges  Körperstück  vom 
zweiten  Rotationsellipsoide  rings  um  das  gemeinschaftliche  Körper- 
stück des  durch  Rotation  der  Ellipse  (2)  um  die  kleine  Axe  ent- 
standen ist. 

Es  bezeichne  nun 

Vt  das  Volumen  des  gemeinschaftlichen  Körperstückes,  das 
durch  Rotation  von  KCJGMDLHK  entstanden  ist; 

V2  das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  Rotation  von 
GJB  MG  oier  HKALH  um  die  x-Axe  entstanden  ist; 

F3  das  Volumen  des  Körpers,  der  durch  Rotation  von 
KCJE  oder  LDMF  um  die  x-Axe  entstanden  ist. 

Dann  ist 


Drehen  sich  beide  Ellipson  gleichzeitig  um  die  p-Axe,  bo  ent- 
stehen dieselben  Körper;  blos  ihre  Lage  ist  eine  andere. 
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2.  Die  beiden  Ellipsen  rotiren  gleichzeitig  um  ihre 
kleinen  Axen. 


Es  entstehen  zwei  breitgedrttcktc  Rotationsellipsoide. 

Denken  wir  nns  in  0 senkrecht  auf  der  ay-Ebene  die  a-Axe,  so 
berühren  sich  beide  Körper  in  » ■=  +“  und  z = — a. 

Es  soll  das  Volumen  des  den  beiden  Rotationsellipsoiden  ge- 
meinschaftlichen Körperteiles  berechnet  werden. 


Die  Gloichung  des  Rotationsellipsoides , 
von  GEH  um  GH  entsteht,  lautet 


i + 


V2 

+ a* 


6» 


welchos  durch  Rotation 


Legen  wir  jetzt  eine  Schnittebeno  in  der  Entfernung  z = p von  O 
durch  beide  Körper,  so  erhalten  wir: 


x 

a 


s 

2 


+ 


j* 


oder,  wenn  für  p nun  wieder  a stehen  gelassen  wird,  wir  uns  aber 
denken , dass  a jetzt  constant  ist , so  können  die  Gleichungen  auch 
die  Form  annehmen 


'(‘-$>"(*-5) 


4-3 -(«-3 


= l. 


Diese  beiden  Schnittfiguren  sind  wieder  nur  Ellipsen  mit  den 


beiden  Axen  bezüglich  a^/l  — und  b^/l — ^ 


Das  gemeinschaftliche  Körperstück  V wird  sich  nun  einfach  dar- 
stellen  als  J*  f[z)  dz,  wo  unter  /(z)  das  gemeinschaftliche  Flächen- 

— Ö 

stück  JCKHLDMGJ  zu  verstehen  ist,  und  worin  jetzt 
/ 3 


l = oj/l  — ",  und  b = b j/l  — 


zu  setzen  ist. 
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Es  war 

f(z)  « 4ai  arcsin 

folglich  wird  hier 

f (~)  = 4aA 


Ya'+b* 

» 


also 

oder 

oder 
d.  h. 


(l-J)  arcsin  ^ 

4“ 

V = / 4ni(l — “»] arcsin  -7==  ,u. 

— « 

v = arcsin  . — : 

Va'+i11 

F = ^a.JF1 


Das  Volumen  des  gemeinschaftlichen  Körperteiles  ist  gleich  dem 
vierfachen  Volumen  einer  Pyramide  mit  der  Grundfläche  Ft  und  der 
Höhe  a, 

Gröbzig,  im  Dccember  1884. 

Dr.  Albert  Biclcr. 


5. 

Wann  stehen  die  von  einem  Punkte  an  eine  Kegelsehnittslinie 
gezogenen  zwei  Tangenten  auf  einander  senkrecht. 

Um  diese  Frage  sofort  für  alle  Kegelschnittslinien  K beantworten 
zn  können,  gehen  wir  von  der  sogenannten  Scheitelgleichung 

y1  = px-^-qx1  1) 

ans,  welche  bekanntlich  für  p = 2a  und  q = — 1 einem  Kreise  vom 
2 js  jz 

Halbmesser  o.  für  p =■  — und  q — — einer  Ellipse  mit  den 

2 b%  b'1 

Halbachsen  a und  b,  fiir  p — — und  q = -8  einer  Hyperbel  mit 

den  Halbachsen  a und  b,  für  q = 0 einer  Parabel  mit  dem  Parameter 
p entspricht. 

Die  Tangente  T an  den  Kegelschnitt  K hat  die  Gleichung 
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( n—y ) = (?— *) 


2v/p*-f-g** 


welche  auch  auf  die  Form 


2W  = 2<Z  ?*+pH-P*  2) 

gebracht  werden  kann.  Die  Coordinaton  (z,  y)  der  Berührungspunkte 
müssen  den  Gleichungen  1)  und  2)  genügen,  können  somit  berechnet 
werden.  Es  ergeben  sich,  wie  bekannt,  zwei  Berührungspunkte 
JSj  ...  (afj,  jij)  und  lti  ...  (xiy  yt)  und  dem  entsprechend  auch  zwei 
Tangenten 

T\  2yiV  — (p  + 22*i)f+P*j  nnd  Tt  ...  2ysi?  = (p+2(/a-2)J+px2. 
Diese  stehen  auf  einander  sonkrecht,  wenn 

P+  2g«i  = _ ä»» 

2Pi  P+2fl*t 

ist,  oder  die  Gleichung 

P*  4-  2pg(«j  -f-art)  -f-  ir^XyX.,  -f-  4y,y2  = 0 3) 


besteht.  Wenn  wir  in  die  letzte  Gleichung  die  aus  1)  uud  2)  folgen- 
den Wurzelwerte  einsetzen,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  4),  in 
welcher  die  laufenden  Coordinaton  (|,  i])  der  Taugeute  T vorkommeu. 
Wählen  wir  i uud  rj  so,  dass  der  Gleichung  4}  genügt  wird,  daun 
sind  die  vom  Paukte  /’...(£,  tj)  an  K gezogenen  Tangenten  nor- 
mal; d.  h.  die  Gleichung  4)  ist  die  Gleichung  einer  Linie,  die  alle 
jene  Punkte  enthält,  von  welchen  Tangenten  an  K ausgehen,  die  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Wie  Gleichung  3)  zeigt,  braucht  mau  dio 
Wurzehverte  selbst  nicht,  sondern  nur  (ij  + sj),  xixs  und  ViUt-  Um 
dafür  Werte  zu  linden,  berechne  man  y aus  2)  und  setze  cs  in  1) 
ein.  Mau  erhält: 


a;1!(7,2-f~4<2:!»s+‘*P2£  — 4(2ij2)-j-a:(2psJ-)-4p2la  — 4p*J*)+P*|!  — 0, 


weshalb 


und 


(tfj+iCj) 


4pq*-2p*i-4pgS* 
p‘  -)-  \pq%  -j-  4</2S! — itpf1 


Psss 

r,Xi  ~ p1  + ipqi  + 4</2S2 — iqf]2 


Berechnet  man  r aus  2)  und  setzt  es  in  1)  ein,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung: 


y2(p2+4p</|-f  4g2£2  — 4yi)2)—  2ps»)y-l-ps5«*-(-p3f  = 0. 
Es  ist  also : 
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pü(f|+fL_ 

Ml  pi  _j_  \pqjc  _(_  4g»|*  — 4qijl 

Werden  nun  diese  Worte  in  die  Gleichung  3)  eingeftthrt,  so  findet 
sich  nach  einfacher  Umformung  die  Gleichung 

4) 

d.  i.  die  Gleichung  eines  Kreises  K 

Wir  können  somit  die  oben  gestellte  Frage  dahin  beantworten: 
Die  vom  Punkto  P ...  (£,  q)  an  die  Kegelschnittslinie  K . . . y*  «= 
px-j-qx*  gezogenen  Tangenten  stehen  nur  dann  auf  einander  senk- 
recht, wenn  der  Funkt  P auf  dem  Kreise  K ... 
liegt. 

Die  Gleichungen  1)  und  4)  zeigen  uns  auch  noch,  dass  K und 

V 

k denselben  Mittelpunkt  M ...  (x  = — &■ , y — 0)  besitzen,  und  dass 

Zq 

l/ö»  V* 

der  Halbmesser  des  Kreises  k die  Grösse  r =*  y — £-  hat. 
Demnach  nimmt  r den  Wert  ay2  an,  wenn  K ein  Kreis  vom  Halb- 
messer a ist;  den  Wert  V«2  -\-  4*,  wenn  K eine  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a und  b ist;  den  Wert  yV  — 4S,  wenn  K eine  Hyperbel 
mit  den  Halbachsen  a und  b ist;  den  Wert  oo  (d.  h.  k wird  eine  Ge- 
rade) wenn  K eine  Parabel  ist.  In  letzterem  Falle  (q  — 0)  reducirt 
sich  die  Gleichung  4)  wirklich  in  die  lineare  Gleichung: 

* + 4 ~ 0 ; 

k geht  also  in  die  Leitlinie  der  Parabel  über. 

Die  Werte  für  r lassen  anch  noch  erkennen,  dass  k bei  einem 
Kreise,  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  K immer  reell  ist,  dass  aber 
k dann  in  einen  Punkt  degenerirt,  wenn  K eine  gleichseitige  Hyperbel 
ist,  (weil  (r  — Va*  — 4*  — 0 wird)  und  dass  gar  keine  zu  einander 
senkrechten  Tangenten  möglich  sind,  wenn  K eine  Hyperbel  ist,  deren 
Hauptachse  kleiner  ist  als  die  Nebenachse,  (r  «■  Va*  — 4*  wird 
nämlich  in  diesem  Falle  imaginär.) 

Pola,  am  10.  Mai  1885. 

Franz  Schiffner, 
k.  k.  Prof. 
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6. 


Zur  ConTergenz  der  Reihen. 
Eine  unendliche  Reihe 


^+<1+%+  •••  +<*+  •••  = r 
ist  convergent,  wenn 

— 1 < Lim  --<+1  (1) 

izroo  lk 

ist. 

Wird  Lim  =-j-l,  so  convergirt  die  Reihe  noch,  wenn  statthat 

ä‘{&-i!>+1  « 

th  _l  i 

Für  den  Fall  Lim  -y-  — — 1 soll  im  Folgenden  eine  analoge 
Regel  aufgestellt  werden. 

Betrachten  wir  die  unendliche  Reihe 


U 1»  2*^”  3*  + ^ •••’ 

so  ist  dieselbe  convergent,  so  lange  n > 0 ist,  weil  in  diesem  Falle 
die  absoluten  Werte  der  Glieder  fortwährend  abnehmen  und  ausser- 
dem regelmässiger  Zeichenwechsel  vorhanden  ist.  Für  n ^ 1 ist 
dies  klar.  Wird  n < 1,  so  kann  man  setzen 

» — p » P > 1. 
und  die  Reihe  geht  über  in 


— - + — — . 

p p I p 

yi  y2 


^3 


welche  aus  obigen  Gründen  ebenfalls  convergirt.  Für  U wird  nun 


Lim 


Ut+l 


Lim 


n>0. 


Ist  also  Lim  = — 1,  so  wird  nach  einem  bekannten  Satze 
ti 

die  Reihe  T noch  convergiren,  wenn 
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* y ^ 

- n> 
bleibt.  Hieraus  folgt: 


Es  ist  aber 


ttfi 


> 


(■+r 

(1+i)  sal+i+P/ 6)}  -1<1<  + I- 


Also  muss  auch  sein 

k 


■ (_  4i  ~ i)  > * ■ + 1+ 6)  Kh 

Lassen  wir  jetzt  k uueudlich  werden,  so  ergiobt  sich 

^ H-5; -1)l>n- 

Da  nun  ji  > 0 sein  muss,  so  ist  die  Reihe  T für  Lim 
noch  couvergent,  wenn 


ist. 


ts  {*(-w->))>0 


(3) 


ist 


Diese  Regeln  wollen  wir  auf  die  Binomialformel  anwenden.  Es 

1ÖL 

„ , , , f*  , K**— i) , , , »*((*— *+i)  t t 

(i  = i + r *4 — r2  - 172X3 •*+- 

Nach  (1)  erhalten  wir  zunächst 


T . <tu  T . ((*— * 

Lun—  -Lun 


*1 


■ Lim  ' 


ft 


— X 


14-s 


Es  muss  demnach 

— 1<  — a<4-!  (—  ®<(*<4-®) 


sein. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Grenzfälle  * = — 1 und  x = 4"  L 
I.  Für  * = — 1 wird 

Lim  = 4"  ls 

ti 

Nach  Regel  (2)  haben  wir  also  zu  bilden 
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\<*+i 


i_iLiL‘4iL.ii 

t+i  ) i (*  — * ) ii 


uud 


Limi- 


oder 


Für  das  Statthaben  der  Convergenz  ist  also  notwendig 

+ °°><i  > +1. 

II.  Ist  x *=*  -j- 1,  so  wird 

<*+i 


Lim 


t* 


— 1. 


Nach  Regel  (3)  erhalten  wir  sodann 

‘Kr*)- 


— 1 


und 

Also  muss  sein 
oder 


Berlin,  März  1884. 


l + f>0 
+ co  > fl  > — 1. 

Dr.  A.  Börsch, 

Assistent  im  Königl.  geodätischen  Institut. 


7. 


Archimedische  Kreisquadratur. 


Nimmt  man  nach  Archimedcs  das  Verhältniss  des  Durchmessers 
zum  Krciso  wie  7 zu  22  an,  ein  Wert  der  vom  wahren  nur  um  4 
Zehntausendtel  desselben  differirt,  so  verhält  sich  der  Radius  zur 


Seite  eines  der  Kreisfläche  gleichen  Quadrats  wie  1 zu 


Eine  recht  einfache  Construction  dieses  Verhältnisses  möchte 
wol  manchmal  von  Anwendung  sein. 
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Man  trage  auf  einer  Geraden  4 gleiche  Strecken  = a ab,  deren 
Grenzpunkte  ABCDE  seien,  errichte  in  D ein  Lot,  welches  von 
einem  um  A durch  E geschlagenen  Kreisbogen  in  F getroffen  werde, 
ziehe  BF,  errichte  in  B auf  BF  das  Lot  BG  = BF  und  verbinde 
F mit  G.  Dann  ist  das  Quadrat  über  FG  gleich  der  Kreisfläche 
vom  Radius  DF. 


Ist  der  Radius  r gegeben , so  mache  man  FH  = r zur  Strecke 
auf  FD,  ziehe  HJ  parallel  DG,  wo  J Schnittpunkt  anf  FG.  Dann 
ist  FJ  die  gesuchte  Quadratseite. 

Die  Werte  der  einzelnen  Strecken,  sämtlich  Seiten  rechtwink- 
liger Dreiecke,  ergeben  sich  einfach.  Aus 


folgt 


AF^ia-,  AD  = 3o 
DF=  V7  .a 


dies  verbunden  mit  BD  =■  2a  gibt: 


BF  ■=  y 11.  a = BG 
FG  — y 22 . a 


woraus  wieder: 
so  dass,  wie  behauptet  war, 

DF  -.  FG  <=  1 


-Vf 


R.  Hoppe. 
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Literarischer  Bericht 

V. 


Methode  und  Principien. 

Die  Mathematik  als  Lehrgegenstand  des  Gymnasiums.  Eine 
pädagogische  Untersuchung  von  Joh.  Karl  Becker,  Professor  der 
Mathematik  am  Gymnasium  zu  Bruchsal.  Berlin  1883.  Weidmann. 
99  S. 

Von  J.  K.  Becker  sind  in  den  litt.  Ber.  244.  247.  251.  256  bisher 
5 Schrifton  besprochen  worden,  deren  erste  bei  systematischer  Aus- 
führung die  Darstellung  didaktischer  Grundsätze  bezweckt,  während 
die  4 übrigen  für  den  Schulgebrauch  bestimmt  sind.  Diese  Schriften 
zeichnen  sich  (abgesehen  von  ihrem  eigenen  Werte)  unter  andern 
mathematischen  Schulbüchern  und  didaktischen  Schriften  dadurch 
ans,  dass  sich  in  ihnen  mehr  als  gewöhnlich  die  Idee  einer  Vervoll- 
kommung  der  Methode  durch  Austrag  der  differirenden  Grundsätze 
kund  gibt,  während  andere  den  allgemeinen  Standpunkt  der  Methode 
als  einen  bleibend  unfertigen  unberührt  lassen  und  jedes  für  sich  nur 
nach  den  Ansichten  des  Verfassers  und  nach  den  Bedürfnissen  der 
einzelnen  Unterrichtsanstalten  die  beste  Wahl  zu  treffen  sucht  Offen- 
bar bietet  eine  Erscheinung  vom  erstem  Charakter,  soforn  sie  die 
Fortbildung  der  Methode  zu  einer  gemeinsamen  Arbeit  aller  Päda- 
gogen macht  und  einen  dauernden  Erfolg  für  die  Zukunft  anbahnt, 
dem  Interesse  der  Fachgonossen  mehr  dar  als  eine  solche  letzterer 
Art,  die  im  ziellosen  Wechsel  nur  eine  auf  ihren  Kreis  und  ihre  Zeit 
beschränkte  Stellung  behauptet.  Was  man  jedoch  in  andern  Dingen 
von  einem  Autor,  dem  der  bewusste  stetige  Fortschritt  am  Herzen 
liegt,  zu  erwarten  pflegt,  die  Berücksichtigung  der  bisherigen  Lei- 
stungen und  Anknüpfung  an  dieselben,  war  im  vorliegenden  Falle 

Arcb.  <1.  Math.  u.  Phje.  2.  Reihe,  Teil  II.  Heft  I.  1 
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nicht  wol  ausführbar;  der  Gruud  findet  sich  auch  im  4.  Abschnitt 
der  gegenwärtigen  Schrift  einmal  kurz  ausgesprochen.  Ein  systema- 
tisch ausgearbeiteter  Entwurf  war  vor  allem  notwendig ; einen  solchen 
fand  der  Verfasser  nicht  vor;  es  blieb  ihm  daher  nur  übrig  selbst 
einen  Entwurf  aufzustellen,  und  als  solcher  lassen  sich  seine  Schriften 
betrachten.  Ueber  diejenigen  Punkte,  in  welchen  derselbe  teils  vom 
Gewöhnlichen  abweicht,  teils  über  bestehende  Differenzen  entschied,  hat 
sich  der  Verfasser  ausgesprochen  uud  den  Fachgenossen  Gelegenheit 
geboten  an  seinen  Aufstellungen  Kritik  zu  üben.  Letzteres  ist  vou 
mehreren  Seiten  geschehen.  Eine  Beantwortung  der  erfahrenen  Beur- 
teilungen ist  bereits  in  der  Programmarbeit  des  Verfassers  enthalten: 
Zur  Kcform  des  geometrischen  Unterrichts,  Beilage  zum  Jahresbericht 
des  Grossherzoglichen  Gymnasiums  zu  Wertheim  für  das  Schuljahr 
1879 — 1880.  Diese  Arbeit  erscheint  jetzt  nochmals  als  Anhang  zur 
gegenwärtigen  „pädagogischen  Untersuchung“.  Der  Gegenstand  letz- 
terer ist  die,  aus  einer  Vorbotrachtung  über  die  Stellung  und  den 
dieselbe  begründenden  Wert  des  mathematischen  Unterrichts  an  Gym- 
nasien sich  ergebende  Frage:  Welche  Stellung  hat  unter  den  Lehr- 
fächern des  Gymnasiums  speciell  dio  Mathematik  einzunehmen,  wenn 
dieses  seinon  Zweck  vollkommen  erreichen  soll,  ohne  die  Schüler 
mehr  als  nötig  zu  belasten?  Sie  wird  in  2 Fragen  geteilt:  1)  Wel- 
chen Gewinn  für  die  formale  Bildung  zieht  man  aus  dem  Unterrichte 
in  der  Mathematik  speciell,  und  inwieweit  ist  gerade  die  Mathematik 
zur  Erzielung  dieses  Gewinnes  unerlässlich  oder  wenigstens  zweck- 
mässiger als  andere  Disciplinen?  2)  Welchen  realen  Gewinn  für  die 
Bildung  ziehen  wir  aus  dem  Studium  der  Mathematik,  und  wieviel 
ist  von  dem  mathematischen  Wissen  und  Können  unerlässlich,  wenn 
wir  in  dem  Vorständniss  unsrer  gegenwärtigen  Cultur  nicht  empfind- 
liche Lücken  haben  wollen?  Die  Beantwortung  führt  auf  die  weitern 
Fragen:  3)  Welche  Disciplinen  der  Mathematik  erweisen  sich  als 
unerlässlich  oder  wenigstens  als  zweckmässig  für  den  Lehrplan  des 
Gymnasiums;  und  in  welcher  Ausdehnung  müssen  sie  gelehrt  wor- 
den? 4)  In  welcher  Methode  müssen  diese  einzelnen  mathematischen 
Disciplinen  gelehrt  werden,  damit  a)  der  Gewinn  für  dio  formale 
Bildung  ein  grösstmöglicher,  b)  der  Gewinn  au  notwendigem  mathe- 
matischem Wissen  und  Können  ausreichend  uud  fest  sei,  c)  die  Be- 
lastung der  Schüler  durch  diese  Disciplinen  im  richtigen  Verhältnisse 
stehe  zu  dem  erzielten  Gewinne?  Uud  wie  sind  diese  Disciplinen  auf 
die  einzelnen  Classen  zu  verteilen?  — Der  formale  Gewinn  besteht 
darin,  1)  dass  der  Schüler  lernt,  die  Dinge  selbst,  nicht  blosse  Be- 
griffe, richtig  wahrzunebmen,  zu  vergleichen,  zu  unterscheiden  und  zu 
ordnen;  selbst  Begriffe  auf  ihre  Realität  zu  prüfen;  2)  dass  er  be- 
obachten lernt,  was  um  ihn  vorgeht,  und  befähigt  wird  selbständig 
aus  beobachteten  Einzelfällen  allgemeine  Regeln  zu  abstrahiren  und 
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andre,  welche  ihm  mitgeteilt  werden,  auf  ihre  Richtigkeit  zu  prüfen ; 
3)  dass  er  nachdenkeu  lernt.  Diese  Fähigkeiten,  die  für  das  Stu- 
dium der  Naturwissenschaften  direct  notwendig  sind,  ergänzen  auch, 
abgesehen  von  der  Bedeutung  der  Mathematik  als  Hilfswissenschaft, 
wesentlich  dio  allgemeine  Bildung.  Mehr  als  die  Arithmetik  ist  die 
Geometrie  geeignet  sie  zu  entwickeln,  und  in  dieser  mehr  die  Auf- 
gaben als  die  Beweise  förderlich  für  das  Nachdenken.  Der  reale 
Gewinn  vom  mathematischen  Unterrichte  auf  gegenwärtigem  Stand- 
punkte ist  nach  Ansicht  des  Verfassers,  abgesehen  von  einigen  Be- 
rufsarten, gering,  würde  sogar  noch  geringer  werden,  wenn  man, 
wie  einige  wollen , die  Steiuer’sche  projectivische  Geometrie  an  dio 
Stelle  der  Euklid’schen  setzte.  Die  Frage,  ob  er  sich  erhöhen  Hesse, 
führt  auf  den  vierten  zu  eröiternden  Punkt.  Die  dritte  Frage  wird 
durch  wenig  mehr  als  Aufzählung  der  zweckmässigen  Disciplinen  er- 
ledigt. Bevor  noch  der  formale  Gesichtspunkt  zur  Geltung  gebracht 
ist,  hat  der  reale,  rücksichtlich  der  elementaren  Physik,  Erd-  und 
Himmelskunde,  denen  der  Verfasser  noch  das  Versicherungswesen 
hinzufügt,  bereits  ziemlich  so  viel  gefordert,  als  der  gewöhnUche  Gym- 
nasialcursus  enthält.  Eine  mögliche  Beschränkung  ergibt  sich  also 
nicht.  Die  vierte  Frage  betreffend  die  Methode  gibt  Anlass  zu  priu- 
cipiellen  Erörterungen,  welche  zugleich  als  Rechtfertigung  des  Ver- 
fahrens in  den  Lehrbüchern  des  Verfassers  dienen,  ln  Betreff  der 
Arithmetik  wird  zuerst  erinnert,  dass  die  algebraischen  Operationen 
mit  allgemeinen  Zahlen  nicht  als  Auswertungen,  sondern  als  Trans- 
formationen mit  reciproker  Anwendung  aufzufassen  siud,  und  dass  in 
diesem  Punkte  selbst  die  Einteilung  der  Aufgaben  nicht  zur  falschen 
Ansicht  verleiten  sollie.  Gegen  diese  Lehre  ist  von  keiner  Seite  ein 
Einwand  erhoben  worden;  in  so  vielen  Lehrbüchern  sie  auch  unbe- 
achtet bleibt,  so  scheint  doch  niemand  die  entgegeustehende  alte  Ge- 
wohnheit verteidigen  zu  wollen.  Der  zwoite  Punkt  betrifft  die  suc- 
cessive  Erweiterung  des  Zahlbegriffs.  Die  sich  derselben  auschliessende 
Methode,  welche  nach  Th.  Wittsteiu’s  schematischer  Aufstellung  von 
den  meisten  Lehrbüchern  dem  Grundgedanken  nach  adoptirt  ist,  und 
die  wir  für  die  einzig  richtige  halten,  wird  hier  ohne  ein  Wort  der 
Rechtfertigung  vorausgesetzt.  Ihr  zufolge  werden,  wie  es  nicht  au- 
ders  sein  kann,  die  Operationen  zuerst  an  positiven  ganzen  Zahlen 
erklärt  und  behandelt.  In  Bezug  auf  dio  Reihenfolge  der  Erweite- 
rungen pflegt  man  sich  nicht  an  das  Schema  der  Operationen  zu 
binden.  Nach  dem  Schema  würden  die  Negativen  vor  den  Brüchen 
einzuführen  sein,  weil  die  Division  später  als  die  Subtraction  gelehrt 
wird.  Es  empfiehlt  sich  aber  die  Negativen  später  einzuführen,  wo- 
durch ein  vexirender  mehrmaliger  Wechsel  der  Anschauung  vermieden 
wird.  Der  Verfasser  sagt  hier  davon,  man  müsse  die  Abstraction 
nicht  weiter  treiben,  als  unbedingt  notwendig  ist,  und  die  Begriffe 
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erst  dann  erweitern , wenn  der  Lehrstoff  diese  Erweiterung  verlangt  — 
mit  der  ganz  unbegreiflichen,  durch  nichts  motivirten  Aeussorung,  er 
könne  darum  von  der  ihm  vom  Bef.  des  Archivs  „über  diesen  Punkt“ 
erteilten  Belehrung  keinen  Gebrauch  machen.  Das  Referat  über  B. 
Lehrbuch  der  Arithmetik  steht  im  244.  litt.  ßer.  S.  41 — 44.  Darin 
ist  gegen  das  Obige  nichts  erinnert  worden;  welche  Belehrung  der 
Verfasser  meint,  ist  schlechthin  nicht  zu  erraten.  Dagegen  ver- 
schweigt er  die  darin  erfahrene  Misbilligung  seines  Verfahrens  in 
andrer  Hinsicht,  dass  er  nämlich  den  Begriff  der  Negativen,  der  im 
Vorhergehenden  bereits  augebahut  war,  davon  abspringend  auf  eine 
neue  Basis , auf  die  der  entgegengesetzten  Qualitäten  stellt , wodurch 
der  Schüler,  der  die  Identität  nicht  durchschauen  kann,  unnötiger- 
weise in  eine  Complicatiou  zweier  anscheinend  verschiedener  Begriffe 
geführt  wird  — unnötigerweise,  denn  wenn  er  den  Begriff  der  Nega- 
tiven durch  entgegengesetzte  Qualitäten  verdeutlichen  wollte,  so  stand 
dem  nichts  entgegen,  nachdem  der  Begriff  aus  der  Transformation  von 
a — b in  — i-j-a  abgeleitet  war.  Dass  er  den  nicht  unwichtigen 
Punkt  der  Definition  der  Negativen  hier  gar  nicht  erwähnt,  lässt 
vermuten,  dass  er  sein  Verfahren,  welches  statt  des  allgemeinen  und 
glcichmässigeu  Begriffs  einen  speciellen  und  von  Umständen  abhän- 
gigen gibt,  nicht  verteidigen  will  oder  wenigstens  keinen  Wert  darauf 
legt.  Es  folgt  die  Besprechung  einiger  unbedeutenden  Punkte,  Mit 
Recht  wird  die  Forderung  abgewiesen , die  Multiplication  nach  sogen, 
neuer  Methode  zu  lehren,  d.  h.  Rechnungsvorteile  in  die  Erklärung 
einzumischen,  was  auf  ein  mechanisches  Einüben  mit  Vernachlässi- 
gung des  Verständnisses  hiuauskommt.  Wichtiger  ist  die  nachher 
besprochene  Frage  nach  dem  Begriff  der  Multiplication  mit  Brüchen. 
Der  Verfasser  verteidigt  dio  längst  als  falsch  verurteilte  Definition: 
„«  mit  b multipliciren  heisst  aus  der  Zahl  a ebenso  eine  neue  Zahl 
bilden,  wie  b aus  der  positiven  Einheit  gebildet  wird“.  Er  sagt:  ein 
Schüler  auf  dieser  Stufe  könne  sie  nur  so  verstehen,  wie  Bie  gemoint 
sei.  Das  heisst  doch,  er  kaun  sio  entweder  gar  nicht  oder  so  ver- 
stehen, und  in  der  Tat  ist  es  ihm  durch  dio  Andeutung  leicht  ge- 
macht die  Bcgriffsbilduug  ganz  zu  unterlassen ; denn  wenn  selbst  der 
Lehrer  nicht  direct  zu  sagen  weiss,  wie  die  „neue  Zahl“  zu  bilden 
sei,  so  wird  der  Schüler  nicht  klüger  sein  wollen ; letzterem  wird  die 
Schwierigkeit  zugeschoben,  über  welche  ersterer  nicht  hinwegkommen 
kann.  Boifügungon  zu  dem  rätselhaften  „wio“,  die  der  Verfasser 
vorschlägt,  „direct“  oder  „unmittelbar“  würden  dem  Mangel  nicht 
abhelfcn;  denn  cs  handelt  sich  überhaupt  um  Verstehen,  nicht  um 
Vermeidung  eines  Misverstäudnisscs.  Weiter  sagt  der  Verfasser,  er 
kenne  nur  2 präcise  Definitionen,  und  diese  seien  für  Obertertianer 
nicht  fasslich.  Auch  lässt  er  zu,  dass  man  auf  eine  Definition  ver- 
zichte. Da  ihm  keine  der  angeführten  Auskünfte  annehmbar  scheint, 
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so  wird  es  wol  dem  Ref.  gestattet  sein,  an  das  nächstliegende  Ver- 
fahren zu  erinnern,  welches  Becker  gar  nicht  in  Betrachtung  zieht. 
Ist  die  Definition  der  Multiplication  mit  ganzen  positivem  Zahlen 
ml i ~ ...  nicht  auch  für  Brüche  ausreichend?  In  der 

Tat  bedarf  es  nur  zur  Anwendung  der  Zuziehung  vorherbekannter 
Sätze,  an  welche  die  Schüler  mit  Nutzen  erinnert  werden,  und  die 
auch  für  den  erweiterten  Begriff  unentbehrlich  sind:  I)  Der  Multi- 

plicand  B ist  beliebig  bonannt.  2)  Der  Bruch  - mit  beliebiger  Be- 
nennung ist  gleichbedeutend  mit  der  in  Einheiten,  deren  n die  ur- 

B 

sprüngliche  Einheit  geben,  gezählten  Zahl  m.  Da  nun  das  Zei- 

m 

chen  für  eine  Zahl  ist,  deren  n die  Einheit  li  geben,  so  ist  —B  nach 

gewöhnlichem  Begriff  dasselbe  als  m . Eine  neue  Definition  ist 

demnach  ganz  überflüssig;  cs  bedarf  nur  einer  Erläuterung,  damit 
das  Bekannte  richtig  angewandt  wird;  eine  solche  würdo  aber  nach 
jeder  der  genannten  Definitionen  ohnehin  nötig  sein,  und  letztere 
würden  die  Orientirung  eher  erschweren.  Auch  für  die  Multiplication 
der  Irrationalen  ist  keine  neue  Definition,  sondern  nur  Anleitung  zum 
richtigen  Gebrauch  des  Bekannten  erforderlich.  Zum  Bekannten 
darf  man  wol  rechnen  dio  Darstellung  der  Irrationalen  durch  Deci- 
raalbruch  bis  zum  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit,  d.  b.  don  Begriff 
der  unendlich  kleinen  Differenz.  Determinanten  in  Anwendung  auf 
die  elementare  Behandlung  der  Gleichungen  cinzuführen  verwirft  der 
Verfasser,  und  dem  wird  man  gewiss  gern  beistimmen,  wenn  man  die 
detaillirto  Ausführung  vor  Augen  hat.  So  einfach  die  Determinanten- 
theorie auf  allgemeiner  Basis  ist,  so  complicirt  und  unerquicklich  ge- 
staltet sic  sich,  wenn  man  vom  Spccicllen  aufsteigen  will.  Soll  sic 
überhaupt  auf  Schulen  gelehrt  werden,  so  gehört  sie  ihrer  Natur 
nach  zur  Combinatorik , mithin  in  dio  höhere  Classe.  Die  übrige 
Mitteilung  des  Lehrgangs,  mag  sie  auch  ganz  wesentlich  für  die  be- 
treffende Frage  sein,  können  wir  hier  nicht  wiedergeben.  Gründe 
sind  zwar  für  jede  Wahl  ausgesprochen;  doch  erscheinen  dieselben 
nicht  als  entscheidend,  solange  der  beliebten  Methode  keino  andern 
gcgenübergestellt  werden,  und  dazu  hätte  der  Aufsatz  weit  länger 
sein  müssen. 

In  Betreff  der  Geometrie  nehmen  wir  zu  dem  Wenigen,  was 
dieses  Capitel  enthält,  sogleich  die  Programmarbeit  hinzu,  welche  dio 
dazu  gehörigen  Fragen  ausführlicher  bespricht.  Die  erste  Frage  ist 
nach  der  Ursache,  warum  die  Schüler  so  ungleiche  Fortschritte  in  der 
Mathematik  machen.  Der  Verfasser  ist  sehr  schnell  mit  der  Antwort 
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fertig : wenn  wir  nicht  annehmen  Bollen,  dass  zum  Lernen  der  Mathe- 
matik eine  besondere,  seltene  Begabung  gehört  (dass  würde  heissen 
auf  alle  Erklärnng  verzichten),  so  kann  nur  die  Lehrmethode  schuld 
sein.  Er  hält  also  den  erstem  Fall,  dass  in  einer  Eigentümlichkeit 
der  Mathematik  ein  wesentlicher  Grund  liegt,  gar  nicht  der  Betrach- 
tung für  wert,  sondern  lässt  ihn  beiseite,  weil  sein  Extrem  gewiss 
von  niemandem  behauptet  wird.  Dass  freilich  nur  besonders  begabte 
Schüler  fähig  siud  Mathematik  zu  lernen,  scheint  nicht  wol  glaub- 
lich. Ob  aber  eine  gewisse  natürliche  Geistesrichtung  und  Neigung, 
wenn  auch  nicht  vorausgesetzt  werden  muss,  so  doch  das  Lernen 
sehr  erleichtert , ist  dadurch  nicht  entschieden , und  umsomehr  wert 
zu  untersuchen,  weil  daraus  wesentliche  Gesichtspunkte  für  die  Me- 
thode entspringen.  Wir  dürfen  die  Frage  nicht  übergehen:  Was 
fordert  die  Mathematik  vom  Lernenden  verschieden  von  andern 
Disciplineu?  Es  lassen  sich  sogleich  3 Dinge  nennen:  1)  Das  Ver- 
weilen im  engsten  Ideenkreise ; denn  wer  im  Kleinen  am  Unterschied- 
lichen achtlos  vorbeigeht,  wird  im  Grossen  kein  Auge  dafür  haben. 
2)  Die  absolute  (vom  Gemüt  unabhängige)  Gerechtigkeitsliebe  und 
Unparteilichkeit,  welche  sich  beim  Zuviel  sowenig  beruhigt  als  beim 
Zuwenig.  3)  Der  Ordnungssinn,  der  Gesetze  entdeckt.  In  diesen 
Punkten  zeigen  die  Kinder  schon  im  frühen  Alter  verschiedene,  bis- 
weilen entgegengesetzte  Neigung;  offenbar  werden  diejenigen,  deren 
Triebe  den  3 Forderungen  entsprechen,  einen  grossen  Vorsprung  in 
der  Mathematik  haben.  Hieraus  erklären  sich  hinreichend  die  un- 
gleichen Fortschritte.  Becker  erwähnt  als  specifische  Eigenschaft 
der  Mathematik  nur  die,  dass  sie  abstracte  Gegenstände  habe.  Ge- 
rade diese  Aussage  aber,  sooft  man  sio  auch  hört,  ist  unzutreffend, 
und  vermutlich  der  Ausdruck  fehlgegriffen;  es  ist  eben  ein  unüber- 
legtes, vom  Gefühl  eingogebenes  Urteil.  Abstracte  Gegenstände  haben 
alle  Disciplineu  ausser  etwa  der  Geographie  und  Naturgeschichte. 
Mag  vielleicht  damit  gemeint  sein,  dass  die  Gegenstände  mora- 
lisch indifferent  siud  und  dem  Leben  fern  stehen;  doch  auch  dies 
fällt  nur  darum  auf,  weil  eben  solche  eine  so  minutiöse  Sorgfalt  be- 
anspruchen. 

Ist  cs  nun  Sache  des  Unterrichts  auch  diejenigen  Schüler,  welche 
die  günstige  Neigung  nicht  mitbringen,  für  Mathematik  zu  befähigen, 
so  ist  es  jedenfalls  unerlässlich,  dass  derselbe  die  genannten  For- 
derungen selbst  erfüllt.  Davon  abwcichen  zu  wollen  ist  wol  auch 
seit  Euklid  niemandem  in  den  Sinn  gekommen,  bis  die  Keform- 
bestrebungen  an  die  Oeffentlichkeit  traten,  in  denen  namentlich  die 
erste  Forderung  vielfach  ausser  Augen  gesetzt  ward.  Da  auch  die 
gegenwärtige  Schrift  von  der  Reform  des  mathematischen  Unterrichts 
handelt,  so  wird  das  Vorstehende  darauf  anzuwenden  sein.  Nennt 
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man  wie  gewöhnlich  die  vor  dem  Reformzeitalter  herrschende  Me- 
thode die  Euklidische,  so  müssto  es  doch  die  nächste  Aufgabe  für 
eine  Schrift  zugunsten  der  Reform  sein,  diese  Euklidische  Methode 
soweit  zu  charakterisiren,  dass  man  daraus  erkennt,  was  daran  besse- 
rungsbedürftig sei.  Dass  dies  bisher  alle  solche  Schriften  unterlassen 
haben,  darauf  deutet  die  Angabe  der  gegenwärtigen  hin,  welche  als 
hauptsächliche  Vorwürfe,  die  mau  jener  Methode  gemacht  hat,  die 
unklarst  möglichen  Aufstellungen  anführt.  Der  erste  lautet:  Sie  gibt 
kein  „innerlich“  zusammenhängendes  Ganze,  sondern  eine  Fülle  von 
Sätzen,  die  nur  dadurch  „iiusserlich“  verbunden  sind,  dass  der  Be- 
weis für  die  Richtigkeit  eines  solchen  Satzes  die  Anerkennung  des 
früheren  vorausgesetzt.  Ist  diese  Verkettung  der  Sätze  durch  die  Be- 
weise kein  innerer  Zusammenhang,  und  kann  man  einer  beliebigen  Menge 
von  Sätzen  äusseriicli  einen  solchen  verleihen  ? Sollte  die  Aeusserung 
irgend  einen  vernünftigen  Gedanken  bergen,  so  müsste  man  doch  den 
Denker  bitten  sich  verständlich  auszudrücken.  Der  zweite  Vorwurf 
lautet:  Sie  gibt  überall  nur  Erkenntnissgründc , wo  man  Realgründo 
sucht;  d.  h.  cs  wird  immer  nur  gezeigt,  „dass“  ein  Lehrsatz  richtig 
ist,  während  man  nirgends  Einsicht  in  den  innern  Zusammenhang 
(schon  oben  gesagt!)  der  in  den  einzelnen  Sätzen  ausgesprochenen 
Eigenschaften  der  Figuren  erhält,  durch  die  uns  erst  klar  wird, 
„warum“  er  richtig  ist.  Was  mit  Erkenntnis-  und  Realgrund  ge- 
meint sei,  bedurfte  freilich  einer  Erläuterung.  Soll  aber  die  beige- 
fügte den  Sinn  geben,  so  wird  man  erst  recht  in  die  Irre  geführt. 
Jeder  Beweis  gibt  doch  zunächst  das  Warum  und  erst  dadurch  ver- 
mittelt die  Gewissheit,  dass  der  Satz  richtig  ist..  Beide  Vorwürfe, 
sowie  sie  ausgesprochen  werden,  sind  also  nichtig,  das  Vermisste  ist 
vorhanden,  es  abzulcugnen  wird  nicht  gelingen.  Man  wird  nicht  fehl- 
geheu,  wenn  man  die  ganze  Unklarheit  des  Ausdrucks  aus  dem 
Wunsche  der  Verbesserer  herleitet,  mehr  zu  sagen  als  sie  aufweisen 
können.  Dass  manche  Beweise  nicht  einfach  genug  sind,  dass  es  an 
systematischer  Ordnung  gefehlt  hat,  und  dass  durch  diese  sowol  wie 
durch  mancherlei  Beziehungen  die  Uebersicht  gefördert  werden  könnte, 
sind  Vorwürfe,  die  man  versteht,  nur  geht  daraus  keine  eigentliche 
Reformtrage  hervor;  denn  Jeder  vollzieht  die  Besserung  selbst.  Hier- 
zu anzutreiben  beabsichtigte  man  nicht,  man  wollte  das  Alte  von 
Grund  aus  verwerfen,  hatte  aber  nichts  ihm  gegcnüberzustellen  und 
musste  daher  zu  einem  so  kläglichen  Appell  an  die  Sympathie  der 
Menge  seine  Zuflucht  nehmen.  Der  Verfasser  lässt  uns  ungewiss,  ob 
die  von  ihm  angeführten  2 Vorwürfe  zugleich  seine  eigenen  sind; 
wollte  er  sie  aber  nicht  vertreten,  so  durfte  man  wol  eine  Klarstel- 
lung oder  Abweisung  von  ihm  erwarten.  Als  Ersatz  dafür  weist  er 
nun  auf  das  Vorbild  der  Steiuer’schen  Methode  hin,  welche  das  ganze 
Gebiet  der  elementaren  Sätze  mit  einem  Blicke  überschauen  lehrt. 
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Wenn  eine  solche  Leistung  für  die  projectivischo  Geometrie  möglich  sei, 
so  dürfe  man  nicht  daran  verzweifeln  ein  gleiches  auch  für  die  An- 
fänge der  Geometrie  zu  erreichen.  Damit  also  deutet  der  Vorfasser, 
ohne  den  Euklidischen  Standpunkt  charakterisirt  zu  haben,  an,  dass 
sich  doch  ein  höherer  Standpunkt  der  Methode  denken  lasse.  Doch 
in  diesem  Gedanken  liegt  von  vorn  herein  ein  Widerspruch.  Nehmen 
wir  an,  wie  in  der  Tat  manche  Lehrer  aussagen,  nach  Steiner’schem 
Vorbild  die  Anfänger  mit  bestem  Erfolge  unterrichtet  zu  haben  , die 
Schüler  seien  wirklich  ohne  Mühe  zu  einem  so  umfassenden  Ueber- 
biiek  gelangt;  dann  werden  sie  vergleichsweise  in  der  Lago  dessen 
sein,  der  zum  erstenmal  einen  Fabrikraum  betritt  und  das  ganze  Ge- 
triebe von  einem  Punkte  aus  überschaut,  der  aber,  wenn  er  mit  Ar- 
beit und  Maschinen  nicht  vorher  im  einzelnen  bekannt  geworden  ist, 
keine  Ahnung  davon  hat,  was  alles  bedeutet.  Sie  werden  unter  den 
vielen  Beziehungen  die  wesentlichen  und  notwendigen  nicht  unter- 
scheiden können,  manches  zur  Anwendung  erforderliche  wol  gar  nicht 
kennen  lernen.  Eben  dieses  Notwendige  und  zwar  dieses  allein  gibt 
dio  Euklidische  Methode  und  erfüllt  damit  die  erste  Forderung,  die 
des  Verweilens  im  engen  Ideenkreise.  Es  ist  ein  Widerspruch,  mit 
dieser  Forderung  das  Streben,  gleich  anfangs  den  Blick  zu  erweitern, 
verbinden  zu  wollen;  eins  arbeitet  dem  andern  entgegen. 

Sehr  oft  lässt  sich  die  Meinung  vernehmen,  das  Festhalten  an 
der  Euklidischen  Methode  beruhe  allein  auf  dem  alten  Herkommen. 
Nun  sind  aber  nach  Becker’s  Rechnung  dio  Reformgedanken  bereits 
70  Jahre  lang  tätig.  Wie  geht  cs  dann  zu,  dass  noch  keine  wesent- 
lich abweichende  Bearbeitung  entschiedene  Anerkennung  gefunden 
hat?  Obgleich  längst  widerlegt,  ist  es  immer  von  neuem  das  genannte 
Vorurteil,  wodurch  sich  dio  Reform  meistens  einzuführen  sucht  Jede 
fängt  von  neuem  mit  derselben  Lästerung  an  und  schliesst  mit  dem- 
selben Miserfolg.  Die  Reform  würde  auf  einem  weit  klarerem  Boden 
stehen  und  mehr  Achtung  gewinnen,  wenn  sie  mit  der  Frage  be- 
gönne: Welche  Eigenschaften  der  Euklidischen  Methode  müssen 
festgehalten  werden,  damit  der  mathematische  Unterricht  seinen 
Zweck  nicht  verfehle?  Der  Verfasser  legt  sich  diese  Frage  nicht  vor, 
ist  vielmehr  gleich  von  Anfang  und  im  allgemeinen  nnd  ganzen  gegen 
Euklid  eingenommen,  zeigt  sich  aber  offen  für  die  Lehren  seiner 
eigenen  Erfahrung,  welche  ihn  doch  Punkt  für  Punkt  dem  Euklid 
näher  führen.  Er  verteidigt  die  Darstellungsform,  welche  den  Lehr- 
satz zu  Anfang  stellt  und  den  Beweis  folgen  lässt,  und  gesteht,  dass 
ihn  die  Uebereinstimmung  in  diesem  Punkte  günstiger  für  Euklid 
gestimmt  habe.  Diese  Form  ist  doch  also  schon  eine  Eigenschaft 
der  Methode,  von  der  wir  nicht  abgehon  dürfen.  Auch  ist  dies  nicht 
die  einzige  Concession : auch  seine  Erklärung,  dass  die  projectivische 


Digitized  by  Google 


Literarischer  Bericht  V. 


9 


Geometrie  nicht  an  die  Stelle  der  Euklidischen  zu  setzen  ist,  zeigt 
indirect,  das  letztero  manches  besitzt,  was  wir  nicht  ohne  weiteres 
fallen  lassen  können.  Ein  Punkt,  und  zwar  ein  wichtiger,  ist  da- 
gegen im  Programm  nicht  berührt,  steht  aber  in  Beziehung  zu  einer 
Stelle  in  der  gegenwärtigen  Schrift.  Diese  empfiehlt,  den  streng 
wissenschaftlichen  geometrischen  Unterricht  erst  in  Obertertia  zu  be- 
ginnen und  ihm  in  Quarta  nnd  Untertertia  einen  propädeutischen 
Unterricht  vorhergehen  zu  lassen,  der  sich,  um  es  kurz  zu  sagen,  auf 
äussere  Beobachtung  beschränkt,  die  dabei  bemerkten  Eigenschaften 
der  Figuren  nicht  beweist.  Ob  dieses  Vorgehen  zu  einem  guten  Zielo 
führt;  muss  erst  die  Erfahrung  zeigen.  Hier  ist  es  jedenfalls  sehr 
einseitig  erwogen,  indem  bloss  in  Betracht  gezogen  wird,  dass  ab- 
stracte  Gegenstände  leichter  von  ältern  Schülern  gefasst  werden, 
leitende  Gesichtspunkte  gar  nicht  aufgcstellt  sind,  ein  Lehrbuch  un- 
nötig sein  soll,  weil  ja  der  uachherige  strenge  Cursus  alles  mangelnde 
ergänze.  Was  dabei  ausser  Acht  gelassen  ist,  liegt  nahe  genug. 
Worden  die  Schüler  leichter  über  den  Berg  hinwegkommen,  nachdem 
sie  zwei  Jahre  lang  vor  demselben  Halt  gemacht  haben?  Werden 
sie,  nachdem  sie  bereits  eine  Menge  geometrischer  Gegenstände  ken- 
nen gelernt  und  sich  oberflächliche  Begriffe  ungeeignet  haben , ge- 
neigter und  fähiger  sein,  noch  einmal  Winkel,  Dreieck  u.  s.  w.  rück- 
sichtlich logischer  Beziehungen  anzusehen , ohne  dass  ein  wirklicher 
realer  Zuwachs  an  Kenntnissen  die  Mühe  lohut?  Keiuom  Lehrer 
kann  wol  die  Bemerkung  entgehen,  dass  Schüler  in  den  ersten  Jahren 
des  Unterrichts  jeden  neuen  Lehrgegenstand  ohne  Unterschied  was 
ihnen  geboten  wird  mit  gleicher  Spannung  aufnehmen.  Wird  dieso 
Zeit  mit  Verweilen  bei  den  einfachsten  Figuren  benutzt  um  sie  mit 
dem  zur  Folgerung  notwendigen  Beziehungen  vertraut  zu  machen,  so 
wird  man  keinem  Widerwillen  begegnen.  Später  werden  sie  wähle- 
rischer, der  Gegenstand  scheint  ihnon  zu  armselig;  da  ist  die  zum 
präcisen  Zuwerkegehen  erforderliche  Geduld  für  sie  eine  schwero 
Aufgabe.  Diese  wird  schon  an  sich  um  so  abschreckender,  jo  weiter 
sie  ohne  Präcision  fortgeschritten  waren;  nun  kommt  aber  noch  dio 
Zumutung  hinzu,  dass  sie  beim  Beweis  nicht  allein  die  vorhergehen- 
den Sätze  wissen,  sondern  dieselbe  auch  von  den  aus  dem  propädeu- 
tischen Unterricht  bekannten  Sätzen  unterscheiden  sollen , die  hier 
keine  Geltung  haben.  Wenn  der  Verfasser  eine  Methode  des  pro- 
pädeutischen Unterrichts  kennt,  welche  von  allen  diesen  Nachteilen 
frei  ist,  so  wird  er  ein  neues  Problem  lösen,  indem  er  davon  Rechen- 
schaft und  dazu  Anleitung  gibt.  Bis  jetzt  hat  man  die  Nachteile  nur 
durch  üusserste  Beschränkung  des  Umfangs  so  gut  als  möglich  zu 
verringern  gesucht. 

Die  Schrift  wendet  sich  nun  zu  den  Recensionen  der  citirtcn 
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Bücher  des  Verfassers.  Die  in  diesem  Archiv  enthaltenen  sind  ziem- 
lich reichlich  bedacht  worden.  Die  Hauptstellen  sind  in  extenso 
mitgeteilt,  und  die  Antwort  darauf  übergeht  keinen  Punkt  mit  Still- 
schweigen. Gleichwol  ist  die  Behandlung  der  Fragen  nicht  der  Art, 
dass  sie  dem  Aufwand  entsprechend  den  Zweck  fördern  könnte;  sie 
ist  mehr  darauf  gerichtet  durch  dialektische  Kunstgriffe  die  Ent- 
scheidung hinauszuschieben  und  für  diesmal  noch  dem  Urteil  zu  ent- 
gehen als  die  Sache  zu  klären.  Die  erste  Antwort  beginnt  mit  einem 
persönlichen  Ausfall  gegen  den  Recensonten,  indem  sie  demselben 
ein  Dogma  von  vermeintlich  unfehlbarer  Wahrheit  zuschroibt  — wol 
nur  um  dem  zuvorzukommen , dass  man  vom  Verfasser  ein  gleiches 
sage.  Es  handelte  sich  um  die  Bedeutung  der  Axiome  der  Geome- 
trie. Der  Verf.  erklärt  sie  für  unmittelbar  einleuchtende  Sätze;  hat 
aber  an  einer  Stelle  geäussert,  dass  man  bei  oberflächlicher  Be- 
trachtung für  einleuchtend  halten  könno,  was  nicht  einmal  wahr  sei. 
Der  Rcf.  glaubt  nicht  an  die  Untrüglichkcit  jener  Divination,  welche 
ohne  bewussten,  angebbaren  Gruud  Urteile  als  sicher  aufstellt,  uud 
hat  nach  Hinweis  auf  des  Vcrf.’s  eigene  Mahnung  zur  Vorsicht  an 
einem  weitern  Beispiel  aus  dessen  Lehrbuch  (Axiom  III.)  gezeigt, 
welcher  Täuschung  cino  solche  Divination  ausgesetzt  ist.  Kann  man 
hier  von  einem  Dogma  reden,  so  ist  es  nicht  vom  Ref.,  sondern  vom 
Verf.  aufgcstellt  und  ohne  Widerlegung  des  Entgegenstehendeu  fest- 
gehalten  worden;  der  Zweifel  daran  kann  doch  kein  Dogma  sein. 
Jetzt  verkehrt  der  Verf.  zur  Verteidigung  alle  Aussagen  in  ihr  Gegen- 
teil. Zunächst  soll  die  obige  Aeusserung  nur  von  Fällen  der  Un- 
achtsamkeit gelten,  und  unter  „oberflächlich“  verstehe  er  überhaupt 
„unachtsam“.  Ob  jemand  das  für  gleichbedeutend  hält,  sei  dahin- 
gestellt; im  Bericht  ist  beides  unterschieden  berücksichtigt.  Der 
wörtliche  Inhalt  des  dem  Ref.  zugeschobeuen  Dogmas  lautet  nun: 
„dass  alle  unmittelbare  Erkenntniss  nur  oberflächlich  sein  könne“. 
Dies  sagt  der  Verf.,  wol  zu  merken,  in  seiner  abweichenden  Wort- 
deutung. Oberflächlich  nennt  man  aber,  wie  das  Wort  selbst  sagt, 
die  Urteile,  die  auf  das  äussere  Anschaueu  des  Nächstliegenden  hin 
ohno  eingehendes  Studium,  ohne  gründliche  Untersuchung  gefällt 
werden;  es  schliesst  nicht  aus,  dass  dieses  Anschauen  alles  treu  auf- 
nimmt, was  sich  ihm  darbietet.  Da  es  nun  ein  Widerspruch  ist,  un- 
mittelbar evident  zu  nennen,  was  auf  gründlicher  Untersuchung,  ja 
überhaupt  auf  Ueberlcgungen  beruht,  so  war  wol  der  obige  Satz 
selbstverständlich.  Auch  war  bis  dahin  dem  Ref.  durch  keinen  Ein- 
wand dagegen  ein  Anlass  geboten  ihn  zu  verteidigen.  Erst  jetzt  hat 
der  Verf.  in  der  Wortdeutung  ein  Mittel  gefunden  ihn  anzufechten. 
Was  er  von  Verketzerung  sagt,  ist  aus  der  Luft  gegriffen;  diese  Be- 
schuldigung möchte  er  doch  mit  Worten  des  Berichts  belegen.  Doch 
trotz  jener  Umdeutung  und  gerade  durch  die  Verkehrung  der  Auf- 
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Stellungen  verfällt  er  weiterhin  in  den  genannten  Widerspruch,  dem 
er  durch  erstere  entgehen  wollte.  Ref.  hatte  vom  Axiom  III.  aus- 
gesprochen, dass  es  bei  oberflächlicher  Betrachtung  für  evident  ge- 
halten werden  könnte.  Der  Verf.  erwidert  jetzt:  allerdings  könnte 
es  bei  oberflächlicher  Betrachtung  bezweifelt  (!)  werden,  doch  nach 
gewissen  Ueberlegungen  — es  werden  deren  eine  längere  Reihe  auf- 
geführt, die  schwerlich  der  Schüler  von  selbst  anstellt,  und  deren 
jede  wieder  neue  Fragen  hervorrufen  würde  — würde  die  Richtigkeit 
des  Axioms  einlenchten.  Ist  nach  allen  diesen  Ueberlegungen  das 
Axiom  noch  unmittelbar  evident  ? 

Das  übrige  bedarf  wol  nur  kurzer  Antwort.  In  Betreff  der  Be- 
merkung über  kürzeste  Distanz  (welche  keiuer  Ausicht  des  Verf. 
entgegentritt)  sei  gern  cingeräumt,  dass  sie  an  Unrechter  Stelle  an- 
gebracht war  und  wol  deshalb  nicht  verstanden  worden  ist.  Das 
Wort  „mithin“  mag  nicht  als  folgernd  gemeint  sein;  liess  es  sich 
aber  nicht  eutbehren,  um  so  schlimmer.  Die  Auffassung  der  Axiome 
als  Hypothesen  verwirft  der  Verfasser  in  der  Besorgniss,  dass  da- 
durch den  Schülern  die  Lust  zu  weiterer  Forschung  geraubt  würde. 
Sie  sollen  ihre  „auschaulich  evideuto  Erkenntniss“  solauge  für  zu- 
verlässig halten,  bis  ihnen  die  Möglichkeit  des  Irrtums  gezeigt  wird. 
Sollte  man  meinen,  dass  in  unsere  Zeiten,  wo  die  Erfolge  der  auf 
wissentlich  fchlbare  Hypothesen  bauenden  F’orschung , die  auf  keiner 
aprioristischeu  Basis  zu  gcwinucn  waren,  bekannt  sind,  sich  jenes 
alte  Vorurteil  noch  könnte  hören  lassen ' Wenn  der  Verf.  meint,  über 
der  Controverse  sei  der  übrige  Inhalt  seiner  Schrift  übersehen  wor- 
den, so  ist  das  ein  Irrtum;  das  Vieltcilige  eignet  sich  einmal  weniger 
zur  Besprechung,  und  einzelne  Punkte,  auf  dier  er  besonders  Wert 
legte,  hatte  der  Verf.  nicht  hervorgehoben.  Hoppe. 
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Literarischer  Bericht 

VI. 


Physik. 

Die  Physik  im  Dienste  der  Wissenschaft,  der  Kunst  und  des 
praktischen  Lebens.  Unter  Mitwirkung  von  Dr.  J.  von  Beb  her, 
Ahtciluugsvorstand  auf  der  deutscheu  Seewarte  in  Hamburg;  C.Grah- 
winkel,  kais.  Postrat  in  Frankfurt  a.  M. ; Dr.  E.  Hartwig, 
Assistent  an  der  Univ.  Sternwarte  in  Strassburg;  Dr.  E.  Lonimel, 
Professor  au  der  Univ.  Erlaugen;  Dr.  F.  Melde,  Prof,  an  d.  Univ. 
Marburg;  Dr.  J.  Hoseuthal,  Prof,  an  d.  Univ.  Erlangen;  Th. 
Schwartze,  Ingenieur  in  Leipzig;  Dr.  A.  v.  Urhanitzky, 
Assistent  au  d.  techu.  Hochschule  zu  Wien;  Dr.  H.  W.  Vogel,  Prof, 
an  d.  techn.  Hochschule  zu  Berlin;  Dr.  J.  II.  Wallentin,  Prof, 
am  Obergymnasium  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  herausgegeben  von  Dr. 
G.  Krebs,  Oberlehrer  an  der  Musterschulc  (Realgymnasium)  zu 
Frankfurt  a.  M.  Stuttgart  1883.  Fcrdiuand  Enke. 

Das  Werk  behandelt  eine  Anzahl  solcher  physikalischer  Ent- 
deckungen, welche  iu  neuerer  Zeit  durch  die  ausgedehnteste  An- 
wendung bekannt  geworden  sind.  Es  gibt  in  den  folgenden  13  Auf- 
sätzen deren  Ertiudungs-  und  Fortbildungsgeschichte  und  so  viel  von 
der  Theorie  und  Technik,  als  zum  Vcrstäudniss  des  Zusammenhangs 
erforderlich  ist,  mit  einigen  eingelegten  Holzschnitten.  Die  Titel  der 
Aufsätze  sind : Vogel:  Im  photographischen  Atelier.  L o m m e 1 : 
Spectrum  und  Spectralanalyse.  Krebs:  Eine  meteorologische  Sta- 
tion. Bebber:  Auf  der  deutschen  Seewarte.  Roscnthal:  Heizung 
und  Ventilation.  Melde:  Die  Akustik  in  ihren  llauptbcziehungen 
zu  den  musikalischen  Instrumenten.  Schwartze:  Die  Motoren  des 

Areh.  d.  Math,  u,  I’hya  2.  Keilte.  Teil  11.  Heft  II.  2 
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Kleingewerbes.  Urbanitzky:  Die  elektrischen  Maschinen.  W al- 
len tin:  Kerzen  und  Lampen.  Urbanitzky:  Der  Kampf  des  elek- 
trischen Lichtes  mit  dem  Gaslichte.  Wallen  tin:  In  der  galvano- 
plastischen Werkstätte.  Grahwinkel:  Die  Telephonie  und  ihre 
Verwendung  im  Verkehrsloben  der  Gegenwart.  Hartwig:  Auf  der 
Sternwarte.  H. 


Die  Spannungs - Elektricität,  ihre  Gesetze,  Wirkungen  und  tech- 
nischen Anwendungen.  Von  K.  W.  Zenger,  o.  ö.  Professor  der 
Physik  an  der  k.  k.  bühm.  techn.  Hochschule  in  Prag.  Mit  86  Ab- 
bildungen. Pest,  Leipzig  (1884).  A.  Hartleben.  252  S. 

Das  Buch  gibt  genau  das,  was  der  Titel  sagt.  Es  eignet  sich 
zur  Selbstbclehrung  ohne  Rücksicht  auf  Studium  und  Beruf.  Der 
Inhalt  ist  selbstverständlich.  II. 


Die  Generatoren  hochgespannter  Elektricität  mit  vorwiegender 
Berücksichtigung  der  Elektrisirmaschinen  im  engeren  Sinne.  Von 
Dr.  Ignaz  G.  Wallen  tin,  k.  k.  Professor.  Mit  75  Abbildungen. 
Wien.  Pest,  Leipzig  (1884).  A.  Hartlebon.  271  S. 

Auch  dieses  Buch  ist,  wie  das  vorige,  zur  Selbstbelehrung  ohne 
Rücksicht  auf  Studium  und  Beruf  eingerichtet.  Seine  Aufgabe  be- 
steht darin,  die  Apparate  in  erforderlicher  Vollständigkeit  zu  be- 
schreiben und  ihre  Wirkungsweise  darzulegen.  Unter  diesen  werden 
nach  einander  behandelt:  die  Roibungselektrisirmaschineu,  die  Etek- 
trisirmaschinen , welche  auf  den  Principien  der  Influenz  und  des 
Transportes  der  Ladungen  beruhen,  Apparate  nach  dem  Princip  der 
Metallinductoren,  Inductionsapparate  als  Generatoren  hochgespannter 
Elektricität,  Accumulatoron , die  rheostatische  Maschine.  Hierbei 
werden  keine  Kenntnisse  des  Gegenstandes  vorausgesetzt,  sondern 
die  zum  Verständniss  erforderlichen  Begriffe  vorher  erläutert,  weiter- 
hin auch  das  zur  Messung  der  Kräfte  gehörigo  Verfahren  gelehrt. 

H. 


Die  physikalischen  Grundsätze  der  elektrischen  Kraftübertragung. 
Eine  Einleitung  in  das  Studium  der  Elektrotechnik.  Von  Josef 
Popper,  Mit  einer  Figurentafel.  Wien,  Pest.  Leipzig  (1884). 
A.  Hartlebcn.  55  S. 

In  dieser  Arbeit  war  der  Verfasser  bestrebt,  das  theoretisch  so 
interessante  und  praktisch  so  wichtige  Problem  der  elektrischen 
Kraftübertragung  in  seiner  grössten  Allgemeinheit  als  elektrischen 
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Transport  von  Energie  überhaupt  — in  gründlicher  und  systemati- 
scher Weise  zu  hehaudeiu,  um  dem  Physiker,  Elektrotechniker,  wie 
auch  dem  Unternehmer  die  Kenntuiss  aller  jener  Factoren  zu  ver- 
schaffen, die  bei  diesem  Problem  massgebend  sind.  Um  diesen  Zweck 
zu  erreichen,  wird  zuerst  eine  allgemeine  Uebersicht  über  die  ver- 
schiedenen Arten  von  Kraftübertragung  überhaupt  gegeben,  sodann 
gezeigt,  welche  Grössen  spociell  bei  dem  elektrischen  Transport 
von  Arbeit  gemessen  werden  müssen,  und  welche,  physikalische  Be- 
deutung denselben  zu  Grunde  liegt;  dabei  wird  der  allgemeine  Ar- 
beitsbegriff und  der  sonst  so  schwierig  zu  erfassende  Begriff  des  Po- 
tentials in  leichtfasslicher  Weise  von  der  elementaren  Mechanik  an- 
gefangeu  bis  hinein  in  das  Capitel  der  statischen  und  dynamischen 
Elektricität  gleichartig  durchgeführt  und  hiedurch  auch  die  Bedeutung 
der  elektrischen  Maassmethoden  priucipiell  klargelegt.  Gegen  Schluss 
der  Arbeit  werden  die  für  den  Elektrotechniker  und  Unternehmer 
wichtigen  Betrachtungen  über  die  Ockonomie  des  Betriebes,  Aus- 
nützung des  Anlagecapitals , Einfluss  der  Distanzen,  der  Spannungen 
u.  s.  w.  in  conciser  Weise  zusammengefasst,  so  dass  sich  Jedermann 
auch  von  Fall  zu  Fall  ein  Urteil  zu  bilden  vermag  über  jene  Um- 
stünde, vou  welchen  das  Ergebuiss  einer  elektrischen  Kraftübertragung 
abhängt,  und  welche  näheren  Detailstudien  stets  zu  machen  sind,  um 
eine  solche  Anlage  geschäftlich  calculircn  zu  können.  Zur  noch 
grösseren  Erleicliteruug  des  Verständnisses  wird  schliesslich  der  bis- 
her am  vollständigsten  studirte  und  gemessene  Fall  einer  elektri- 
schen Kraftübertragung  durchgeführt  und  unter  Zugrundelegung  des 
Diagrammcs  dazu  benützt,  jede  einzelne  der  couventionell  bezeich- 
neten  Grössen  vor  das  Auge  zu  führen  und  die  allgemeinen  Begriffe 
und  Betrachtungen  au  einem  specicllcu  Falle  zu  illustrireu.  Nach 
dem  Studium  dieser  Arbeit  wird  wohl  Jeder  eine  grüudlicho  Einsicht 
iu  das  Problem  der  elektrischen  Kraftübertragung  gewonneu  haben 
und  mit  Leichtigkeit  im  Staude  sein,  dessen  weitere  Entwicklung  mit 
selbständigen  Urteil  zu  verfolgen 

A.  Hartleben’s  Verlag. 

Diesem  Urteile  treten  wir  vollkommen  bei. 

Die  Redaction. 

Analytische  Theorie  der  Wärme.  Von  M.  Fourier.  Deutsche 
Ausgabe  vou  Dr.  B.  Weinstein.  Mit  21  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  Berlin  1884.  Julius  Spriuger.  476  S. 

Die  Ucbersetzung  der  „Thdorio  de  la  chalcur“  vertritt  zugleich 
mit  dem  in  Breslau  erschienenen  unveränderten  Abdruck  eine  neue 
Ausgabe  des  Werks,  welche  lauge  Zeit  gefehlt  hat,  besitzt  aber  vor 
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dieser  den  Vorzug,  dass  darin  nach  sorgfältiger  Revision  der  analy- 
tischen Rechnungen  die  zahlreichen  Druckfehler  des  Originals  besei- 
tigt sind.  In  der  Abfassung  ist  nichts  geändert,  nur  haben  einige 
Hinzufügungen  stattgefunden  : die  kleinern  Teile  haben  Uebcrschriftcn 
erhalten,  hin  und  wieder  ist  der  Calcul  des  leichtern  Verständnisses 
wegen  erweitert,  uud  den  Reihenentwickelungen  sind  überall  die 
Grenzen  der  Gültigkeit  hinzugeschrieben.  Anmerkungen  sind  selten; 
die  Litteratur  ist  am  Schlüsse  zusammengestellt.  Das  Originalwcrk 
ist  bekannt  als  bahnbrechend  für  mathematische  Behandlung  der 
Physik,  es  hat  dio  dazu  dienenden  Mittel  der  Analysis  bedeutend 
vermehrt  durch  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen.  Es  be- 
handelt die  Bewegung  der  Wärme,  hauptsächlich  in  festen  Körperu 
nebst  Ein-  und  Austritt  unter  äusseren  Einflüssen.  Die  Hauptab- 
schnitte sind  folgende.  Nach  einer  Einleitung,  welche  die  analytische 
Gestaltung  der  physikalischen  Gesotzc  vollzieht,  kommt:  Gleichungen 
für  dio  Verbreitung  der  Wärme;  Verbreitung  in  einer  unendlichen 
rechteckigen  Halbplatte;  variirende  Bewegung  in  einem  Ringe;  ra- 
diale Verbreitung  in  einer  Kugel;  desgl.  in  einem  unendlich  langen 
Cylinder ; stationäre  Bewegung  in  einem  einseitig  unendlich  langen 
rechteckigen  Prisma;  Bewegung  in  einem  Würfel ; Diffusion  der 
Wärme;  allgemeine  analytische  Ergebnisse  über  Integration  von  Dif- 
ferentialgleichungen und  Darstellung  von  Functionen;  Analyse  uud 
Grundlago  der  Wärmetheorie.  U. 


Das  internationale  elektrische  Maasssystem  im  Zusammenhänge 
mit  anderen  Maasssystemen  dargestellt  von  F.  Uppenborn,  In- 
genieur, Redacteur  des  Centralblattes  für  Elektrotechnik.  (Enthält 
die  Beschlüsse  der  beiden  Pariser  Congresse  (1881  und  1884)  nebst 
genauer  Erläuterung  von  deren  Consequenzen.)  2.  Auflage.  Mün- 
chen und  Leipzig  1884.  R.  Oldenbourg.  26  S. 

Das  elektrische  Masssystem  beruht  auf  dem  mechanischen.  Ob- 
wol  man  diese  Grundlage  als  bekannt  uud  feststehend  zu  betrachten 
pflegt,  so  war  es  doch  nicht  überflüssig  eine  eingehende  Erörterung 
derselben  vorausgehen  zu  lassen.  Einesteils  lässt  die  Wahl  der  Ein- 
heiten Verschiedenheit  zu,  über  welche  Entscheidung  und  Definition 
erfordert  wird:  andcrnteils  kommen  auch  Zweifel  über  Begriffe  vor. 
Der  Umstand,  dass  das  Gewicht  meistens  auf  eine  Frage  nach  der 
Masse  antwortet,  verleitet  sehr  stark  dazu  den  Urbegriff  des  Gewichts 
als  einer  Kraft  preiszugebcu.  Dem  ist  hier  vorgebeugt  durch  Hin- 
weis auf  dio  Erklärung  des  Cougresses , welche  das  Grammgewicht 
als  Kraft  bezeichnet  und  dio  cs  repräsentirende  Masse  Grammmasse 
nennt.  Die  fundamentalen  Einheiten  sind  nun  Centimetcr  C,  Gramm- 
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masse  G und  Secnnde  5.  Auf  sie  werden  die  fernem  mechanischen 
Einheiten  der  Geschwindigkeit,  Beschleunigung,  Kraft,  der  Arbeit 
und  des  Effectes  reducirt.  Die  davon  abweichenden  technischen  Ein- 
heiten sind  dann  anfgoführt.  Von  den  elektrischen  Masssystemen 
werden  das  elektrostatische  und  elektromagnetische  behandelt  Die 
Masseneinheit  der  Elcktricität  wird  durch  das  Coulomb’sche  Gesetz 
bestimmt,  die  Stromeinheit  aus  Faraday’s  Relation  hergcleitet.  Aus- 
führliche Erklärung  bedurfte  die  Einheit  der  elektromotorischen 
Kraft.  Zu  diesen  kommen  für  das  elektromagnetische  Masssystem 
hinzu  die  Widerstandseinbeit  und  die  Einheit  der  Capacität.  Das 
Fernere  handelt  von  den  gesetzlichen  Bestimmungen  und  Congress- 
beschlüssen.  H. 


Zeitschrift  zur  Förderung  dos  physikalischen  Unterrichts.  Her- 
ausgegeben und  redigirt  vom  Physikalisch-technischen  Institut,  Lis- 
ser  u.  Benecke.  Erster  Jahrgang  1884.  Berlin  1884.  Lissor  u. 
Benecke. 

Diese  neue  Zeitschrift,  welcho  seit  October  v.  J.  in  monatlichen 
Heften  erscheint,  hat  sich  vor  allem  zur  Aufgabe  gemacht  Apparate 
zu  Demonstrationszweckeu,  deren  Verfertiger  die  Herausgeber  selbst 
sind,  und  demonstrative  Experimente  anzugeben.  Solche  sind  auch 
die  Gegenstände  der  Aufsätze,  mit  welchen  sich  eine  Anzahl  Phy- 
siker, besonders  Lehrer  der  Physik  an  dem  Unternehmen  beteiligt 
haben.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab.  Udgivet  afSophus 
Lie,  Worm  Müller  ogG.  0.  Sars.  II.  III.  IV.  V.  VI.  VII.Bind. 
Kristiania  1877 — 1882.  Alb.  Cammermeyer. 

Ueber  den  Anfang  dieser  Zeitschrift  s.  litt.  Ber.  243.  S.  37.  Der 
2.  bis  7.  Band  enthält  an  mathematischen  Abhandlungen: 

S.  Lie:  Neue  Integrationstheorie  der  Monge-Ampfere’schen  Glei- 
chung. — Die  Störungstheorie  und  die  Berührungstransformationen. 

— Eine  Eigenschaft  der  Steiner’schen  Fläche  3.  Classe  und  4.  Ord- 
nung. — Ueber  reelle  algebraische  Minimalflächen.  — Synthetisch- 
analytische Untersuchungen  über  Miuimalflächeu.  I.  Ueber  reelle 
algebraische  Miniinalflächeu.  — Theorie  des  Pfaff 'sehen  Problems  2. 

— Kleiner  Beitrag  zur  Theorie  der  Steiuer’scheu  Fläche.  — Theorie 
der  Transformationsgruppen,  III.  IV.  V.  3.  4.  — Sätze  über  Minimal- 
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flächeu,  II.  III.  3.  — Bestimmung  allor  in  eine  algebraische  Develop- 
pable  eingeschriebenen  algebraischen  Integralflächen  der  Differential- 
gleichung * = 0.  4.  — Zur  Theorie  der  Flächen  constanter  Krüm- 
mung. 4.  5.  — Weitere  Untersuchungen  über  Mini  malflächen.  4. 
— Ueber  Flächen,  deren  Krümmungsradien  durch  eine  Relation  ver- 
knüpft sind.  4.  — Bestimmung  aller  Flächen  constanter  Krümmung. 
5.  — Discussion  der  Differentialgleichung  * = F(%).  6.  — Traus- 
formationstlieoric  einer  partiellen  Differentialgleichung.  6.  — Ueber 
die  Integration  durch  bestimmte  Integrale  von  einer  Classe  linearer 
partieller  Differentialgleichungen.  6.  — Zur  Theorie  der  geodäti- 
schen Cnrven  der  Minimnlflächeu.  6.  — Bestimmung  aller  Flächen, 
die  in  mehrfacher  Weiso  durch  Translationsboweguug  einer  Curve 
erzeugt  werden.  7.  — Ueber  Flächen,  die  infinitesimale  und  lineare 
Transformationen  gestatten.  7.  — Ueber  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen, die  eine  Gruppe  von  Transformationen  gestatten.  7. 

S.  A.  Sexe:  Wie  mau  die  imaginäre  Grösse  vermeidet.  4.  — 
Sollte  sich  nicht  ein  reeller  mathematischer  Ausdruck  finden  lassen, 
der  die  Kollo  der  imaginären  Grössen  übernehmen  und  dieselben 
Dienste  leisten  könnte  wie  diese  Grössen?  7.  — 

IT.  Geelmuyden:  Die  konische  Pendelboweguug.  5.  — Be- 
merkungen über  die  Theorie  des  Zodiakallichtes.  7. 

Elling  Holst:  Ueber  algebraische  cykloidische  Curven.  6.  — 
Ein  Beitrag  zur  methodischen  Behandlung  der  metrischen  Eigen- 
schaften algebraischer  Curven.  7.  — Analytischer  Beweis  eines  geo- 
metrischen Satzes.  7.  — Ein  Par  synthetische  Methoden  in  der 
metrischen  Geometrie  mit  Anwendungen.  7. 

J.  J.  Ästrand:  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Lösung  trinomi- 
scher  Gleichungen  nten  Grades.  6.  H. 


Jornal  de  Sciencias  Mathematicas  e Astrouomicas  publicado  pelo 
Dr.  Francesco  Gomes  Teixeira,  Professor  de  mathematica  na 
Universidado  de  Coimbra,  Socio  corrospondente  da  Academia  Real 
das  sciencias  de  Lisboa  e da  Sociedade  de  sciencias  pbysicas  e na- 
turaes  de  Bordeaux.  Volume  III.  IV.  Coimbra  1881  — 1883.  Im- 
prensa  da  Univorsidade. 

Der  3.  und  4.  Band  enthalten  folgende  Abhandlungen. 

A.  Schiappa  Monteiro:  Ueber  eine  im  Journal  de  matlid- 
inatiques  dlcmeutaires  (herausgeg.  zu  Paris  von  Bourgct  u.  Ivoehler) 
gestellte  Aufgabe.  — Lösung  der  Aufgabe  17.  — Kote  bezüglich 
auf  descriptive  Geometrie  über  den  Schnitt  der  Flächcu  2.  Grades. 
— Lösung  der  Aufgabe  16.  — Note  über  die  Strictionsliuie  des 
Hyperboloids.  — Lösung  der  Aufgaben  15.  14.  — Ueber  die  Teilung 
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der  Geraden  und  des  Kreises  in  gleiche  Teile,  bezüglich  auf  eine 
Aufgabe  von  Marecas  Ferreira.  — Note  Uber  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnitts  mittelst  des  Kreises  oder  eines  andern  Kegelschnitts 
und  über  andere  geometrische  Untersuchungen. 

L.  F.  Marrecas  Ferreira:  Ucber  ein  geometrisches  Problem. 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Ucber  die  Transformation  der  Le- 

gendre’8chen  Fnnction  X„  in  ein  bestimmtes  Integral.  — Ueber  die 
directe  Reduction  einer  Classe  vielfacher  bestimmter  Integrale.  — 
Beweis  eines  Satzes  von  Besge.  — Note  über  die  Transformation 
eines  bestimmten  Integrals.  — Ueber  einige  neue  Formeln  bezüg- 
lich auf  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen.  — Lösung  der 
Aufgabe  21. 

F.  Gomos  Tcixcira:  Vorlesungen  über  die  Principien  der 
Infinitesimalrechnung.  — Ueber  die  Multiplication  der  Determinanten. 

Pedro  Gomes  Teixeira:  Ueber  einige  arithmetische  Sätze. 

A.  F.  Rocha  Peixoto:  Ueber  einen  Satz  bezüglich  auf  ebene 
Schnitte  des  Ratationskegels. 

J.  M.  Rodrigues:  Ueber  eine  Formel  von  Wronski.  — Ueber 
die  Theorie  der  Facultäten.  — Ueber  eine  Formel  von  Euler.  — 
Ueber  eine  Formel  von  Lagrange. 

Breusing:  Ueber  die  Geschichte  des  Nonius. 

M.  Birgcr  Hansted;  Verallgemeinerung  der  Legendre’schen 
Function  X». 

F.  da  Ponte  Horta:  Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Duarte  Leite  Pereira  da  Silva:  Ueber  eiuige  unbestimmte 
Integrale.  — Derivirte  beliebiger  Ordnung  von  y nach  * für f(x,y)  =0. 

J.  C.  O’Neil  de  Medeiros:  Ueber  ein  Problem  der  elemen- 
taren Algebra. 

Ausserdem  sind  7 neue  Aufgaben,  Nr.  18 — 24-,  gestellt,  und 
einige  Nachrichten  über  erschienenen  Bücher  gegeben.  II. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskuude.  Deel  XI.  Amsterdam  1884. 
J.  F.  Sikken. 

Der  Inhalt  des  11.  Bandes  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

L.  Janse  Bz:  Ueber  die  graphische  Auflösung  der  sphärischen 
Dreiecke  und  darauf  gegründete  nautische  und  astronomische  Auf- 
gaben. 

P.  van  Geer:  Die  Methode  von  Roberval. 

D.  Bierens  de  Haan:  Zwei  seltene  Werke  von  Benedictus 
Spinoza.  — Ein  äusserst  seltenes  Werk  von  Albert  Girard, 
„Invention  nouvelle  en  l’algöbre.“ 

F.  J.  van  den  Berg:  Ueber  die  geometrische  Verbindung 
zwischen  den  Wurzelpunkten  einer  Gleichung  und  denen  ihrer  de- 
rivirten. 
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Ferner  sind  mitgeteilt  ein  Beweis  des  Ptolemäischen  Satzes, 
welchen  ein  Schüler  4.  Classe  der  hohem  Bürgerschule  in  Tiel  ge- 
funden bat;  ein  Beweis  der  Formel  für  die  Anzahl  der  Combiuatio- 
nen,  von  W.  Mantel;  und  die  in  den  Wiuterversammlungcn  der 
Wiskundig  Genootschap  in  Amsterdam  verhandelten  Themata. 

H. 


Mathesis,  recueil  mathematique  i l’usagc  des  dcoles  et  des  eta- 
blissements  d’instruction  moyeune,  publie  par  P.  Mansion,  Pro- 
fesseur  ordinaire  ä l’Universitc  de  Gand,  Correspondcnt  de  l’Academie 
royale  de  Belgique,  etc.  et  J.  Neuberg,  Professeur  ä l’Uuiversit< 
de  Lidgc,  Membre  de  la  Societe  royale  des  Sciences  de  Lieg»,  etc 
avec  la  collaboration  de  plnsicurs  professenrs  beiges  et  etrangers. 
Tome  quatrieme , annee  1884.  Gand  1884.  Ad.  Hoste.  Paris, 
Gauthier  Villars. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

P.  Mansion:  Abriss  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functio- 
nen. — Aus  dem  Leben  von  W.  Snel.  — Der  200 ste  Jahrestag  der 
Erfindung  der  Differentialrechnung.  — Curven  mit  Verzweigungs- 
punkt. — Erfindung  der  Differentialrechnung. 

Barbarin:  Sätze  über  die  Ellipse.  — Aufgaben  Uber  die  Kugel 

E.  Catalan:  lieber  einen  Satz  von  Abel. 

Angelo  Genocchi:  Zusammenstellung  verschiedener  Unter- 
suchungen über  die  Ovalen  von  Descartes  und  einige  andre  Curven. 

De  Rocquigny:  Arithmetische  Aufgaben. 

Gel  in:  Algebraische  Aufgaben. 

M.  d’Ocagne:  Uebor  die  centralen  Transformationen  der  ebenen 
Curven. 

J.  Mister:  Schwerpunkt  einer  abgestumpften  dreiseitigen  Py- 
ramide. — Schwerpunkt  des  schräg  abgeschnittenen  Prismas  und 
Parallelepipeds. 

E.  Ce  saro:  Untersuchung  über  Transversalen.  — Wahrschein- 
lichkeit gewisser  arithmetischer  Facta.  — Ueber  die  innere  Gleichung 
der  Curven. 

H.  Brocard:  Aufgaben.  — Geometrische  Eigenschaft  eiuer  ge- 
wissen Gruppe  von  2 Systemen  concentrischer  Kreise. 

H.  Schoentjes:  Ueber  die  Erzeugungsart  der  Conchoide. 

Rad  icke:  Ueber  die  Summen  der  gleichhohen  Potenzen  einer 
Reihe  von  Cosinus. 

E.  Lemoine:  Verschiedene  Sätze  Uber  die  Antiparallelcn  der 
Seiten  eines  Dreiecks. 

Weill:  Ueber  ein  Zweieck  und  ein  Dreieck  aus  Kreisbogen 
gebildet. 
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Boijc  af  Gon u äs:  Aufgabe  der  unbestimmten  Analytik. 

Ausserdem  enthält  der  4 Band  Lösungen  vieler  in  den  vorher- 
gehenden gestellten  Aufgaben  und  100  neue  Aufgaben,  Nr.  301  bis 
400.  Von  diesen  gesondert  sind  Examenaufgaben.  H. 

Mittheilungen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg. 
Nr.  3.  4.  1883.  1884.  — 18  + 39  S. 

Aus  den  Vorträgen  sind  folgende  Gegenstände  von  Interesse  her- 
vorzuheben. 

F.  H.  Keitz:  Ueber  die  ins  Werk  gesetzte  Verbindung  der 
Dreiecksuctzo  von  Spanien  und  Algier. 

Aklborn:  Ueber  Connexo  und  Coincidenzcurvcu. 

E.  Lieb ou thal:  Untersuchungen  über  die  Attraction  zweier 
homogenen  Körper. 

Platli:  Ueber  die  Wiederauftindung  des  Planeten  Sylvia.  Hier- 
bei die  Zusammenstellung  der  von  1687  bis  1881  erhaltenen  20Werto 
für  die  Masse  des  Jupiter. 

F.  H.  Reitz:  Ueber  den  Hohmann-Coradi’schen  Flächeu- 
integrator. 

J.  F.  Bubendey:  Ueber  die  Constantenbestimmung  der  Func- 
tionen durch  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bei  stark  abweichenden 
Eiuzelwerten. 

P.  Jaerisch:  Ueber  die  Kritik  der  Anwendbarkeit  der  Glei- 
chungen der  Elasticitätsthcorie.  — Ueber  anomale  Dispersion. 

Reitz:  Ueber  das  Periheliotrop,  Instrument  zur  Erleichterung 
des  Auffludens  neuer  Dreieckspunkte  durch  Sonnenlichtblitze. 

Schubert:  Ueber  die  Ausdehnung  des  Begriffs  der  7 arithmeti- 
schen Operationen  von  höherer  als  3.  Stufe. 

Ahlborn:  Ueber  die  Beziehung  der  elliptischen  Functionen  zur 
Geometrie. 

Wagner:  Ueber  die  Abbildung  ebener  Curvcn  und  Flüchcn- 
stücke. 

Krüss:  Ueber  die  Verwertung  der  Resultate  photometrischer 
Messungen. 

Bock:  Ueber  die  Entwickelung  von  Functionen  in  unendliche 
Producte. 

Ahlborn:  Ueber  die  Bedeutung  der  Zahl  p in  dcu  Abel’schen 
Functioueu  und  ihre  Beziehung  zur  Geometrie. 

H.  Schubert:  Ueber  eine  gewisse  Familie  von  Configuratioueu. 
— Die  »dimensionalen  Vorallgemeiueruugeii  des  3 dimensionalen 
Satzes,  dass  es  2 Strahlen  gibt,  welche  4 gegebene  Strahlen  schneiden. 

P.  Jaerisch:  Lösungen  der  Elasticitätsgleichungen  von  der  Form 
/(*,  Z,  ’J,  s)  cos  (ot  + aj  » + a2y  + «32>  H. 


Digitized  by  Google 


24 


LüterarUcher  Bericht  VI. 


Association  Francaise  pour  l’avancemont  des  Sciences.  Congrcs 
de  Lille  1884.  Congres  do  la  Röchelte  1882.  Paris,  au  secrötariat 
de  l’Association. 

Wie  ans  einem  Auszug  aus  den  Statuten  zu  ersehen,  ist  die 
Association  Frauqaise  eine  dauernd  bestehende  Gesellschaft,  der  Jeder 
durch  Anmeldung  bei  dem  Conseil  beitreten  kann,  mit  einem  Capital 
in  Teilen  zu  500  Francs.  Sie  unterscheidet  Gründer,  die  wenigstens 
eiuen  solchen  Teil  zeichucn,  und  Mitglieder  mit  jährlichem  Beitrag 
von  20  francs.  lieber  die  Congresse  in  dcu  einzelnen  Städten  Frank- 
reichs und  die  aus  denselben  herrorgehenden  Publicationen  sind 
keine  nähern  Angaben  gemacht.  Zwei  solche  Publicationen  liegen 
dem  Rcf.  vor;  eine  dritte  aus  dem  Cougress  zu  Algier  1881  ist  be- 
reits im  275.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegenwärtigen  sind  ver- 
fasst von  M.  E,  Lemoino,  lugeuieur  civil,  Ancien  eleve  de  l’Ecole 
polyteebnique.  Die  erste  behandelt  die  Pcaucellicr’sche  Vorrichtung, 
welche  mittelst  eines  lenkbaren  Gestäuges  bei  Führung  eines  Punkts 
im  Kreise  einen  andern  Punkt  in  gerader  Linie  bewegt,  ein  Princip 
welches  im  Anslande  mohr  bekannt  sei  als  in  Frankreich.  Die 
zweite,  bestehend  aus  2 Arbeiten,  leitet  17  neue  Dreieckssätze  her. 

H. 

Bulletins  do  l’Academic  Royale  des  Sciences,  des  lettres  et  des 
bcaui-arts  do  Bolgique.  3”e  Serie,  t.  I.  — V.  1881 — 1883.  Bruxel- 

les, F.  Ilayez. 

Die  5 ersten  Bände  der  3.  Reihe  enthalten  folgende  mathema- 
tische Arbeiten  nebst  Referaten  über  dieselben. 

C.  Le  Paige:  Note  über  die  Theorie  der  Polaren.  — Ueber 
gewisse  Covarianten.  1.  — Ueber  die  Curven  3.  Ordnung.  1.  3.  4. 
— Ueber  die  Theorie  der  binären  Formen  für  mehrere  Reihen  von 
Variabein.  2.  — Ueber  die  geometrische  Darstellung  zweier  ein- 
förmigen Transformationen.  3.  — Ueber  einige  einförmige  geome- 
trische Transformationen.  4.  — Note  über  die  Homographic  3.  Ord- 
nung. — Ueber  die  Flächen  2.  Ordnung.  5. 

P.  Samuel:  Note  über  ein  Instrument  zur  Beschreibung  von 
Ellipsen.  1.  2. 

Folie  (gemeinsam  mit  Le  Paige):  Ueber  die  Curven  3.  Ord- 
nung. 1.  3. 

Catalau:  Ueber  die  Legendro’schou  Functionen  X„.  — Magi- 
sches Quadrat  von  la  Villa  Albani  (Rom).  2.  — Ueber  die  Addition 
der  ellliptischen  Functionen  1.  Gattung.  — Einige  Sätze  der  elemen- 
taren Geometrie.  4.  — Noto  über  dio  Theorie  der  Kettenbrüche 
und  gewisse  Reihen.  — Ueber  eine  Doppelreihe.  5. 
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Dernyts:  Note  über  die  algebraischen  Flächen  mit  mittlerer 
Krümmung  null.  2. 

Gomes  Teixeira:  lieber  cino  Classe  von  Gleichungen  mit 
partiellen  Dlffereutialquotieutcn  2.  Ordnung.  2.  — Integration  einer 
Classe  vou  Gleichungen  mit  partiellen  Differentialquotienten  2.  Ord- 
nung. 3. 

Mausion:  Fundamentales  Prineip  betreffend  die  Berührung  von 
Flüchen,  welche  eine  gemeinsame  Erzeugende  haben.  3.  — Ueber 
einen  Punkt  der  Theorie  der  Fourier’schen  Reihen.  5. 

E.  Weyr:  Ueber  die  Iuvolutioustlächen.  4. 

Bobliu:  Teilung  eines  Winkels  oder  Bogens  in  3 progressive 
und  proportionale  Teile.  4.  — Ueber  die  Verdoppelung  des  Ku- 
bus: 5. 

Geuocchi:  Ueber  die  Functionen  von  Prym  und  Hermite.  4.  5. 

Sautrcaux:  Versuch  der  Anwendung  der  Geometrie  mit  poly- 
gonalen und  polyedrischcu  Coordinaten  auf  die  Lösung  der  Glci- 
chuugen  3.  und  4.  Grades.  4. 

Roukar:  Versuch  der  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  des 
Erdsphäroids.  5. 

De  Tilly:  Ueber  den  Satz  von  Chasles  bezüglich  auf  Ccntral- 
axen.  5. 

Wiimart:  Lösung  des  Euklid’schen  Postulats.  5.  H. 


Verslagcn  cn  Medcdeelingen  der  Koninklijko  Akademie  van 
Wctenschappen.  Afdeeliug  natuurkundo.  Tweede  reeks.  Achttiende 
deel.  Amsterdam  1883.  Johannes  Müller. 

Der  18.  Teil  enthält  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

Ch.  M.  Schols:  Berechnung  des  Abstandes  und  Azimuts  aus 
Länge  und  Breite.  — Ueber  den  Anschluss  eines  Dreiecksnetzes  von 
niederer  Lage  an  3 Punkte  eines  hohem. 

W.  Kapteyu:  Einige  Bemerkungen  über  gewöhnliche  lineare 
Differentialgleichungen. 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoffe  für  die  Geschichto  der  mathe- 
matischen und  Natur-Wissenschaften  in  den  Niederlanden. 

J.  Bueno  de  Mcsquita:  Allgemeine  Gleichungen  für  ein 
centrirtcs  Linsensystem. 

D.  J.  Kortewcg:  Allgemeine  Sätze  betreffend  die  stationäre 
Bewegung  einer  iucompressibolu,  reibenden  Flüssigkeit.  II. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  In- 
stitution, showing  the  operations,  oxpenditures  and  condition  of  the 
Institution  for  the  year  1881.— 1882.  Washington  1883 — 1884. 
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Der  Report  enthält  unter  der  Ueberschrift:  „Record  of  reccnt 
■scientific  progross“  einen  übersichtlichen  Bericht  über  die  jährlichen 
extensiven  Fortschritte  in  der  Erforschung  der  materiellen  Tatsachen. 
Dieser  Teil  des  Buchs  umfasst  etwa  die  Hälfte  des  Raumes.  Der 
Bericht  erstreckt  sich  auf  folgende  Wissenschaften:  Astronomie, 

Meteorologie,  Physik,  Chemie,  Botanik,  Zoologie  und  Anthropologie. 
Die  Theorie  wird  in  keiner  derselben  berührt,  daher  ist  auch  die 
Mathematik  gänzlich  ausgeschlossen.  Es  handelt  sich  allein  um  neue 
Beobachtungen  und  deren  Mittel.  H. 


Bulletin  of  the  Philosopbical  Society  of  Washington.  Yol.  IV. 
V.  Published  by  the  co-operation  of  the  Smithsonian  Institution. 
Washington  1881.  1883. 

Aus  dem  Namen  „philosophische  Gesellschaft“  würde  man  ge- 
neigt sein  zu  entnehmen,  dass  dieselbe  der  Ptiego  der  ideellen,  theo- 
retischen Wissenschaft  gewidmet  sei,  daher  der  Mathematik  eine  vor- 
waltende Stelle  eingeräumt  werden  müsse.  Die  Statuten  sprechen 
überhaupt  nicht  vom  Zwecke  der  Gesellschaft,  sondern  nur  von  der 
Verwaltung,  sie  beschränken  die  Gegenstände  der  Verhandlungen  und 
Publicationcu  durch  keine  Festsetzung,  nicht  einmal  auf  wissenschaft- 
liche. Die  Verhandlungen  deuten  auf  ein  gleiches  Interesse  für  ide- 
elle und  reale  Wissenschaft;  das  ideelle  Interesse  lassen  die  einlei- 
tenden Fragen  erkeuueu,  auch  tritt  es  in  dem  ehrenvollen  Andenken 
au  den  ihr  zugehörendon  Mathematiker  Pcirce  hervor.  Wenn  nun 
gleichwol  die  Resultate  aller  publicirten  Vorträge  auf  blosse  Aus- 
dehnung materieller  Kenntnisse  gerichtet  sind,  so  leitet  eine  Aeusse- 
rung  von  S.  Newcomb  in  einem  Vortrag  „über  die  Beziehung  der 
wissenschaftlichen  Methode  zum  socialen  Fortschritt“  auf  eine  Er- 
klärung des  Umstandes.  Er  findet,  dass  in  Amerika  eiue  weit  grössere 
Trennung  zwischen  Wissenschaft  und  praktischem  Leben  als  in  der 
übrigen  civilisirteu  Welt  gemacht  wird,  nur  schreibt  er  die  geschil- 
derte Ansicht  dem  gemeinen  Manne,  nicht  dem  Gelehrten  zu.  Ohne 
Zweifel  ist  aber  auch  letzterer  nicht  von  diesem  Einflüsse  frei.  In 
Amerika  findet  die  Realwissenschaft  auf  ihrem  bekannten  Standpunkt 
ohne  theoretische  Vertiefung  so  viel  Verwertung,  dass  das  ideelle 
Studium  nicht  daran  denkt  etwas  nützliches  zu  schaffen  und  sich 
sorglos  beliebigen  Speculatioueu  hingibt.  Im  vorliegenden  Falle 
kommt  weiter  hinzu,  dass  die  grosse  Ausdehnung  des  bearbeiteten 
Feldes  jede  Conccutration  unmöglich  macht.  In  den  am  je  zweiten 
Sonnabend  statttindenden  Sitzungen  würde  ein  theoretischer  Vortrag 
ganz  vereinzelt  bleiben.  H. 
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Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei  anno  CCLXXXI.  1883  — 84. 
Serie  terza.  Transunti.  Volnme  VIII.  Roma  1884. 

In  diesem  Bande  sind  folgende  mathematische  Abhandlungen 
oder  deren  Analysen  enthalten. 

A.  Violi:  Die  Moleculargeschwindigkeiten  der  luftförmigen 
Körper. 

S.  Robert  Paolo:  Warum  die  Gletscher  znrückgchen. 

G.  Trattini:  Ueber  einige  Sätze  in  der  Theorie  der  Substi- 
tutionen. — Die  Gruppen  zn  k Dimensionen. 

Ascoli:  Die  Grcnzcurven  einer  Varietät  von  Curven. 

P.  Blaserna:  Ueber  die  der  Eisperiode  entsprechende  Tempe- 
ratur. 

A.  Capelli:  Ueber  die  Zusammensetzung  der  Substitutions- 
gruppen. 

F.  Brioschi:  Ueber  eine  Classe  von  Curven  4.  Ordnuug. 

A.  Lugli:  Ueber  die  barometrische  Höhenmessung. 

C.  Segre:  Ueber  die  Theorie  der  Classification  der  Homogra- 
phien  in  einem  Raume  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

V.Vol terra:  Ueber  das  Gleichgewicht  der  biegsamen  und  nicht 
dehnbaren  Flächen.  — Ueber  ciu  elektrostatisches  Problem. 

F.  Bonatelli:  Von  einigen  psycbologiscbeu  Schwierigkeiten, 
die  sich  mittelst  des  Begriffs  des  Unendlichen  löseu. 

G.  Mengarini:  Methode  der  Bestimmung  des  Ohm  in  abso- 
lutem Masse.  H. 


Mathematisch-naturwissenschaftliche  Mitteilungen  herausgegeben 
von  Dr.  Otto  Böklcn,  Rektor  der  Realanstalt  in  Reutlingen. 
Heft  I.  1884.  Tübingen  1884.  Franz  Fues.  94  S. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  zum  Organ  der  mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen Section  der  Reallckrcrversammluug  bestimmt. 
Jährlich  erscheint  ein  Heft  in  gleichem  Umfange.  Das  erste  enthält 
13  Aufsätze,  welche  zum  grössten  Teil  der  reinen  Mathematik  ohne 
Beziehung  zur  Schule  angehören;  zum  Schluss  eiuen  litterarischen 
Bericht  mit  kurzer  Besprechung  neu  erschienener  Werke.  H. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Cantor,  M.,  üb.  d.  sogenannten  Seqt.  d.  aegypt.  Mathematiker. 
Wien,  Gerold’s  S.  20  Pf. 


Methode  und  Principien. 

Harms,  F.,  Metaphysik.  Hrsg.  v.  H.  Wiese.  Breslau,  Köhler. 
2 Mk.  40  Pf. 

Secchi,  A. , die  Einheit  d.  Naturkräfte.  Ein  Beitr.  z.  Natur- 
philosophie. Uebers.  v.  R.  L.  Schulze.  2.  Ati.  5.  Lfg.  Leipzig, 
Frohberg.  2 Mk. 

Siemens,  Sir  W. , üb.  d.  Erhaltung  der  Sonnen-Encrgic. 
Uebers.  v.  C.  E.  Worms.  Berlin,  Springer.  4 Mk. 

Weyrauch,  J.  J.,  das  Princip  v.  der  Erhaltg.  d.  Energie  seit 
Mayer.  Zur  Orientirung.  Leipzig,  Teubner.  1 Mk. 


Sammlungen. 

D ö 1 p , H.,  Aufgaben  zur  Differential-  u.  Integralrechnung.  4.  Afl. 
Giessen,  Ricker.  3 Mk.  40  Pf. 

Heis,  E.,  Sammlg.  v.  Beispielen  u.  Aufg.  aus  d.  allg.  Arith- 
metik u.  Algchra.  66.  Afl.  Köln,  Du  Mont-Schauberg.  3 Mk. 

Kley  er,  A.,  vollst.  gelöste  Aufg.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkuust  etc.  141  — 155.  Hft.  Stuttgart,  Maier,  4 25  Pf. 

Kraft,  F.,  Sammlg.  v.  Problemen  d.  analyt.  Mechanik.  5.  u. 
6.  Lfg.  Stuttgart,  Metzler’s  Verl.  4,  2 Mk. 

Lieber,  H.  u.  F.  v.  Lühmann,  geometr.  Konstructions-Auf- 
gaben.  7.  Afl.  Berlin,  Simion.  2 Mk.  70  Pf. 
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Schellen,  H.,  Aufgaben  f.  d.  Unterr.  im  Rechnen.  2.  TI. 
5.  Afl.,  bearb.  v.  H.  Lemkes.  Münster,  Coppenrath.  2 Mk. 

— Materialien  f.  d.  Unterr.  im  Rechnen.  2.  TI.  4.  Afl.,  bearb. 
v.  H.  Lemkes.  Ebd.  3 Mk.  60  Pf. 

So  hucke,  L.  A.,  Sammlg.  v.  Aufgaben  aus  der  Differeutial- 
u.  Integralrechnung.  2 Thle.  Hrsg.  v.  H.  Amstein.  5.  Afl.  Halle, 
H.  W.  Schmidt.  9 Mk.;  geh.  11  Mk. 

Steck,  F.  X.,  u.  J.  B ielmayr,  Resultate  f.  d.  8.  Afl.  d. 
aritbmet.  Aufgaben.  Kempten,  Kösel.  45  Pf. 

Weyrauch,  J.  J.,  Aufgaben  zur  Theorie  elast.  Körper.  Leip- 
zig, Teubner.  8 Mk. 

Tabellen. 

Starke,  G,  logarithmisck-tacbymetr.  Tafeln  f.  d.  Gebrauch  der 
logarithm.  Tachymeter.  Wien,  Seidel  & S.  6 Mk. 

Stellbogen,  W.,  Tabelle  d.  rechtwinkligen  Coordinaten  zur 
Bestimmg.  d.  einzelnen  Polygonpunkte  aus  d.  gegebenen  Polygon- 
seiten v.  0,01  bis  50  Metern  m.  den  zugehörigen  Berechnungswinkeln. 
Berlin,  Polytcchn.  Buchh.  6 Mk. 

Thomson’s,  Sir  W.,  Tafeln  zur  Erleichterung  d.  Auwendg.  d. 
Sumner’schen  Methode.  Neu  berechnet  v.  M.  Bozek  u.  A.  Frhr. 
Portner  v.  Höflein.  Fol.  Triest,  Schimpff.  2 Mk. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Hamilton,  W.  R.,  Elemente  d.  Quatornionen.  Hrsg.  v.  W. 
E.  Hamilton.  Dtsch.  v.  P.  Glau.  2.  Bd.  2.  Hälfte.  (Schluss  d. 
Werkes.)  Leipzig,  Barth.  7 Mk.  30  Pf. 

Kaiser,  H.,  die  Determinanten  f.  d.  ersten  Unterr.  in  d.  Al- 
gebra. Wiesbaden,  Bergmann.  1 Mk. 

Leboulleux,  L.,  Traitö  ölemeutaire  des  determinants.  Genf, 
Stapelmohr.  2 Mk.  40  Pf. 

Lüroth,  J.,  über  die  kanon.  Perioden  der  Abel’schen  Integrale. 
München,  Franz.  1 Mk.  20  Pf. 

Ru  1 and,  N. , prakt.  Anleitg.  z.  grttmll.  Unterr.  in  d.  Buch- 
stabenrechng.  Ausführl.  Auflösng.  d.  in  E.  Heis’  Sammlg  v.  Bei- 
spielen enth.  Aufgaben.  1.  Thl.  Die  allg.  Arithmetik  u.  Algebra. 
5.  Afl.  Bonn,  Cohen  & S.  6 Mk. 

Simon,  M.,  die  Elemente  d.  Arithmetik  als  Vorbereitung  auf 
die  Fuuctionentheorie.  Strassburg,  Scliultz  & Co.,  Verl.  1 Mk.  20  Pf. 

Spitzer,  S.,  Untersuchungen  im  Gebiete  linearer  Differential- 
Gleichungen.  2.  Bd.  Wien,  Gerold’s  S.  3 Mk. 

Steuer,  W.,  d.  Decimalbrüche,  ihr  Wesen  u.  ihre  Stellg.  im 
Rechenunterrichte.  E.  Beitrag,  zur  Lösg.  e.  hochwicht.  Zeitfrage. 
Breslau,  Woywod.  75  Pf. 
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Weierstrass,  K.,  Formeln  u.  Lehrsätze  zum  Gebrauche  d. 
ellipt.  Functionen.  Nach  Vorlesgn.  bearb.  u.  hrsg.  v.  H.  A.  Schwarz. 
Bog.  1 — 10.  Berlin,  Friedländer  & S.  6 Mk. 

W e i s s , E.,  Entwickelgn.  zum  Lagrange’schen  Reversionstheorem 
u.  Anwendg.  derselben  auf  die  Lösg.  der  Keppler’schen  Gleichg. 
Wien,  Gerold’s  S.  GO  Pf. 

Winckler,  A.,  Ermittelg.  v.  Grenzen  f.  d.  Werte  bestimmter 
Integrale.  Wion,  Gerold’s  S.  20  Pf. 


Geometrie. 

Czuber,  E.,  zur  Theorie  d.  geometr.  Wahrscheinlichkeiten. 
Wien,  Gcrold’s  S.  50  Pf. 

Fis  eher-  Benzon,  R.  v.,  die  geometr.  Konstruktionsaufgaben. 
Kiel,  v.  Maack.  1 Mk.  60  Pf. 

Gusserow,  C.,  Leitf.  f.  d.  Unterr.  in  d.  Stereometrie  m.  d. 
Elem.  d.  Projektionslehre.  Berlin,  Springer.  Kart.  1 Mk.  40  Pf. 
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VII. 


Methode  und  Principien. 

Die  Grundlagen  der  Arithmetik.  Eine  logisch  mathematische 
Untersuchung  Uber  den  Begriff  der  Zahl.  Von  Dr.  G.  Frege,  a.  o. 
Professor  an  der  Universität  Jena.  Breslau  1884.  Wilhelm  Koeb- 
ner.  119  S. 

Der  Hauptinhalt  der  Schrift  ist  Kritik  von  Meinungen.  Sie  ist 
nicht  nur  die  vorzüglichste  Leistung,  sondern  auf  ihr  wurzelt  anch 
alles  übrige.  In  ihr  offenbart  sich  die  seltene  Begabung  des  Ver- 
fassers , in  durchweg  verständlicher  Sprache  strenge  und  gründliche 
Prüfung  darzulegen,  und  das  von  den  äussern  logischen  Formen 
freie,  auf  die  Natur  des  Gegenstands  gerichtete  Urteil ; hier  begegnet 
man  anch  häufig  genug  Bemerkuugen  von  Interesse.  Wenn  sich  von 
der  Entwickelung  der  eigenen  Ansicht  des  Verfassers  nicht  ein  glei- 
ches sagen  lässt,  so  ergeht  es  ihm,  wie  vielen  andern  Schriftstellern. 
Die  eigene  Ansicht  ist  nicht  das  Ergebniss  einer  unabhängigen  Unter- 
suchung, sondern  nimmt  nur  das  Plätzchen  ein,  welches  der  Ver- 
fasser nach  Verwerfung  einer  Rciho  fremder  Urteile  als  intact  hat 
ausfindig  machen  können.  Gehen  wir  jetzt  das  Einzelne  durch. 
In  der  Einleitung  rechtfertigt  der  Verfasser  das  Unternehmen,  über 
das  Wesen  der  Zahl  eine  Untersuchung  auzustclleu,  und  zwar  da- 
durch, dass  Gelehrte  darüber  abweichend  urteilen.  Der  Grund  möchte 
wol  nicht  ausreichend  sein,  denn  dasselbe  geschieht  oft,  wo  die  Frage 
schon  völlig  erledigt  ist;  überdies  kommt  es  darauf  an,  ob  sie  not- 
wendig ist  oder  doch  zur  Klärung  beiträgt.  Letztere  Unterscheidung 
kennt  die  Schrift  nicht;  bei  aller  Schärfe  der  hier  geübten  Logik 
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steht  dieselbe  noch  auf  dem  Standpunkte,  wo  ihr  die  Fähigkeit  zu 
urteilen  als  Endziel  der  Erkenntniss  erscheint,  unbekümmert  darum, 
ob  uns  das  Urteil  einen  Schritt  weiter  bringt,  wo  insbesondere  von 
einer  Definition  nur  gefordert  wird,  dass  die  irgend  woher  zusammen- 
gesuchten und  ausprobirten  Bedingungen  alles  unter  den  Begriff  fal- 
lende eiu-,  alles  andere  ausschliessen , gleichviel  ob  sie  mit  der  Be- 
deutung des  Begriffes  etwas  zu  tun  haben  oder  ihr  fremd  sind. 
Der  Begriff  ist  einem  solchen  Logiker  nicht  eine  Errungenschaft, 
sondern  ein  Vorgefundenes  Stück,  das  er  in  Arbeit  nimmt,  wie  der 
Chemiker  das  Fossil  oder  den  Meteorstein.  Bezeichnend  in  dieser 
Beziehung  ist  die  Auslassung  der  Einleitung  auf  Seite  III.  Der  Ver- 
fasser nennt  es  betrübend  uud  entmutigend,  dass  schon  errungene 
Erkenntnisse  wieder  verloren  gehen,  weil  sich  die  Schuldoctrin  mit 
ihrer  „rohen“  Auffassung  des  Zahlbegritfs  begnügt  und  die  von  Her- 
bart gegebene  Richtigstellung  als  überflüssig  bei  Seite  lässt,  ein  Schick- 
sal das  hiernach  wol  auch  sein  Untcrsuchungsergebniss  treffen  werde. 
Da  der  Verfasser  dem  Gedanken  nicht  Raum  giebt,  dass  die  angeb- 
lichen Verbesserer  die  Schuld  ganz  oder  zum  Teil  selbst  tragen,  so 
muss  hier  au  Folgendes  erinnert  werden , was  die  Erscheinung  wol 
genügend  erklären  wird.  In  der  Entwickelungsgeschichto  der  exacten 
Begriffe,  die  der  Verfasser  gänzlich  ignorirt,  lassen  sich  3 Stadien 
unterscheiden:  1)  bis  zur  objectivcn  Gestaltung  der  Vorstellungen  und 
Begriffe,  2)  bis  zur  Gewinnung  cxactcr  Fundamentalbegriffe,  3)  von  da 
an  die  Theorie  bis  zum  heutigen  Standpunkte  umfassend.  Jodes  Stadium 
schliesst  mit  einer  deutlichen,  entschiedenen  Leistung,  die  mit  der 
Elimination  aller  der  Merkmale  verbunden  ist,  die  im  neucu  Stadium 
ausser  Anwendung  kommen.  Als  hervorragende  Beispiele  mögen  ge- 
nannt werden  im  ersten  Stadium  die  Elimination  d.r  opbthalmo- 
centrischen  Data  bei  Bildung  des  Körper-  und  Raumbogriffs,  im 
zweiten  die  Elimination  der  individuellen  Unterschiede  bei  Bildung 
des  Galtuugs-  uud  Zahlbegritfes,  durch  welchen  die  articulirte  Sprache 
bedingt  ist,  im  dritten  die  Elimination  des  Grösseuursprungs  in  Zahl 
und  Ausdehnung  bei  Bildung  der  Begriffe  der  Analysis.  Die  Mathe- 
matik der  Schule  bewegt  sich  im  dritten  Stadium  und  setzt  die  Er- 
zeugnisse des  zweiten  voraus,  wenn  auch  der  Unterricht  vielleicht 
propädeutisch  auf  das  zweite  zurückgreift  uud  in  Definitionen  und 
Axiomen  das  Erworbene  formulirt.  Was  climitiirt  ist,  hat  auf  den 
Fortgang  der  zu  lehrenden  Theorie  keinen  Einfluss.  Der  Anfänger 
weiss,  dass  er  Acpfcl  uud  Glockcuschlägc  mit  Hülfe  derselben  Be- 
griffe (der  abstracten  1,  2,  3,  etc.)  zählen  kann , uud  begeguet  beim 
Erlernen  der  Arithmetik  keiner  fundamentalen  Lücke  seines  Wissens. 
Wenn  nun  Frege  von  ihm  eine  befriedigende  Antwort  auf  die  Fra- 
gen, was  Einheit  und  was  Zahl  sei,  verlangt,  so  siud  wir  doch  ge- 
wiss ebenso  berechtigt  ihn  zu  fragen,  was  die  von  ihm  geforderten 
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Urteile  über  Einheit  und  Zahl,  wie  er  und  Herbart  sie  geben,  zur 
Bildung  beitragen.  Wenn  Frego  geltend  macht,  dass  wir  keine 
blossen  mechanischen  Rechner  ansbilden  wollen,  so  ist  doch  hinzu- 
zufügen: auch  keine  Conversationslexika.  Nicht  bloss  richtig,  son- 
dern auch  instructiv  müssten  die  Urteile  sein  sie  müssten  einen 
Schritt  zum  Ziele  der  Erkenntniss,  nämlich  dem  Ziele,  das  Gegebene 
im  Geiste  zu  beherrschen,  enthalten,  wenn  der  Tadel  begründet  sein 
sollte,  dass  die  Schule  — oder,  um  dem  Verfasser  nicht  eine  ihm 
ganz  fremde  Specialbeziehung  zuzuschreiben  — die  intelligente  Mensch- 
heit dargeboteno  Erkenntniss  von  sich  weise  nnd  die  Forschung  ver- 
geblich mache.  Treten  wir  der  Sache  nätyer,  so  wird  sich  zeigen, 
dass  der  Verbesserer  Punkt  für  Punkt,  indem  er  eine  vulgäre  Ver- 
nachlässigung rügt,  sich  selbst  einer  weniger  verzeihlichen  schuldig 
macht.  Die  Frage,  warum  wir  es  nicht  dabei  bewenden  lassen  kön- 
nen, die  Bedingungen  des  Fortschritts  einer  Fachwissenschaft,  wie 
hier  der  Arithmetik,  zu  erfüllen,  lasst  er  unberührt,  obwol  seine 
Ansicht  darüber  nicht  so  ganz  gleichgültig  sein  würde.  Es  genügt 
wol  anzuführen,  dass  die  Theorie  nicht  den  Inhalt  des  Geisteslebens 
ausmacht,  und  die  Beziehungen  der  Wissenschaftszweige  unter  ein- 
ander und  zum  Leben  eine  rückgängige  Untersuchung  ihrer  Prin- 
cipien  und  damit  das  Studium  der  Erkenntniss  überhaupt  for- 
dern. In  diesem  Sinne  mag  die  Auffassung  der  Zahl,  welche  von 
der  allgemeinen  Erkenntnisslehre  keino  Notiz  nimmt,  eine  rohe  ge- 
nannt werden.  Indes  verleihen  doch  der  Beschränkung  auf  das  dritte 
Stadium  die  unausgesetzten  Erfolge  eine  gewisse  Rechtfertigung.  Der 
Logiker  dagegen , welcher  jene  Vernachlässigung  rügt  und  es  be- 
trübend und  entmutigend  nennt,  uirgeuds  Sinn  für  principielle  Re- 
vision zu  finden,  und  doch,  wo  es  ebon  auf  Gründlichkeit  ankäme, 
seinerseits  wieder  das  erste  Stadium  ignorirt,  indem  er  nur  den  ob- 
jectiven,  fertigen  Begriff,  nicht  aber  seine  Entwickelung  und  seinen 
Zweck  der  Betrachtung  für  wert  hält,  möchte  schwerlich  irgend 
welche  Erfolge  seiner  logischen  Doctrin  aufweisen,  die  ihm  keine 
Zeit  Hessen  über  die  Grenzen  des  zweiten  Stadiums  weiter  zurück 
zu  gehen.  Im  Gegenteil  hat  diese  doctrinäre  Logik,  deren  Sätze  aus 
roher  Empirie  hervorgehen,  aber  vom  Autor  für  ewigo  Donkgesetze 
ausgegeben  worden , weil  er  nicht  anders  denken  kann,  die  also  aus 
dem  Unvermögen,  statt  auf  ihre  Incompetenz,  auf  die  Gewissheit 
schliesst,  nur  mehr  und  mehr  Schwierigkeiten  gehäuft,  statt  sie  zu 
lösen  — vergl.  das  etwa  6 Seiten  lange  Resultat,  welches  Baumann 
ans  seiner  Zusammenstellung  der  Lehren  der  Philosophen  über  Raum 
und  Zeit  zieht.  In  der  Tat  nimmt  sie  den  ungünstigsten  Standpunkt 
ein,  wo  sie  sich  nach  unten  nnd  nach  oben  den  Blick  verschliesst, 
und  darum  aller  Orientirung  entbehrt.  Fand  also  der  Verfasser  in 
der  Bestimmung  des  Zahlbegriffs  eine  Schwierigkeit,  so  war  es  zu- 
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nächst  die,  sich  im  Finstern  nicht  zn  stossen.  Der  Arithmetiker 
empfindet  sie  nicht,  weil  er  der  Frage  den  Rücken  znkebrt.  Aber 
auch  der  begegnet  keiner  Schwierigkeit,  welcher  die  Entwickclnng 
des  Begriffs  von  Anfang  an  verfolgt.  Jedenfalls  ist  es  sehr  begreif- 
lich, dass  von  keiner  Seite  eine  Nachfrage  nach  der  angeblichen 
Lösung  stattfindet,  wo  sie  von  der  einen  leicht  entbehrt,  von  der  an- 
dern leicht  vollständig  gegeben  werden  kann. 

Folgende  Stelle  der  Einleitung  p.  V.  scheint  anf  das  Vorstehende 
Bezug  zn  haben.  „ Eine  gründliche  Untersuchung  des  Zahl- 

begriffs wird  immer  etwas  philosophisch  ausfallen  müssen.  Diese 
Aufgabe  ist  der  Mathematik  und  Philosophie  gemeinsam.  Wenn  das 
Zusammenarbeiten  dieser  Wissenschaften  trotz  mancher  Anläufe  von 
beiden  Seiten  nicht  ein  so  gedeihliches  ist,  wie  cs  zu  wünschen  und 
wol  auch  möglich  wäre,  so  liegt  das,  wie  mir  scheint,  an  dem  Ueber- 
wiegen  psychologischer  Betrachtungsweisen  in  der  Philosophie,  die 
selbst  in  die  Logik  eindringeu.  Mit  dieser  Richtung  hat  die  Mathe- 
matik gar  keine  Berührungspunkte,  und  daraus  erklärt  sich  leicht 
die  Abneigung  vieler  Mathematiker  gegen  philosophische  Betrachtun- 
gen.“ Dies  bestätigt  zum  Teil  direct  das  Gesagte:  der  Mangel  an 
Erfolgen  der  philosophischen  Mitwirkung  wird  cingeräumt  Dass  der 
behauptete  Grund  davon  gerade  der  entgegengesetzte  ist,  legt  jene 
unklare  Begriffsmischung  der  doctriuären  Logiker  au  den  Tag,  welche 
Mittel  und  Wege  der  Erkenntniss  von  ihrem  Product  nicht  unter- 
scheiden können.  Allerdings  hat  die  Mathematik  als  fertiges  Pro- 
duct mit  psychologischer  Betrachtungsweise  nichts  zu  tun ; denn  dass 
dasselbe  vollkommen  objectiv  sei,  ist  eben  die  Forderung  der  Wissen- 
schaft. Aber  die  ganze  Arbeit,  welche  das  Product  schafft,  die  Wahl 
der  Transformationen,  die  Bildung  geeigneter  Begriffe,  die  Beweise, 
überhaupt  alles,  was  einen  Zweck  verfolgt,  siud  ihrer  Natur  nach 
psychische  Vorgänge;  wer  darüber  principiell  und  allgemein  urteilen 
will,  darf  gegen  die  psychische  Natur  des  Gegenstandes  nicht  blind 
sein,  uud  das  ist  es  doch,  was  der  Verfasser  mit  der  Abweisung  der 
psychologischen  Betrachtung  schlechthin  fordert.  Der  doctrinäre 
Logiker  pflegt  in  der  Täuschung  befangen  zu  sein,  er  könne  der 
Ueberzeugungskraft  der  Beweise  bestimmte  Formen  der  Schlüsse 
unterlegen.  Er  wird  aber  nicht  gewahr,  dass  er  sich  auf  das  Allcr- 
subjectivste  uud  noch  dazu  das  Unwissenschaftlichste  stutzt:  auf  den 
Glauben  an  dio  unverstandene  Wunderkraft  der  Scblussforraen  und 
auf  seine  eigene  Unfähigkeit  anders  zu  denken.  Hat  nun  der  Ver- 
fasser richtig  bemorkt,  dass  die  logischen  Fragen  in  neuerer  Zeit 
mehr  und  mehr  psychologisch  in  Angriff  genommen  werden,  so  kann 
man  wol  zugebon,  dass  dies  Untersuchungsgebiet  dem  rein  theoreti- 
schen Arithmetiker  ferner  liegt  als  das  der  formalen  Logik;  nur  er- 
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klärt  der  Umstand  nicht,  wie  die  dahin  einschlagcnden  Arbeiten 
einem  gedeihlichen  Zusammenwirken  hätten  im  Wege  stehen  können, 
wenn  die  formale  Logik  sich  zu  annehmbaren  Leistungen  fähig  ge- 
zeigt hätte.  Die  Schuld  an  deren  Unvermögen  schiebt  der  Verfasser 
auf  die,  welche  gar  nicht  daran  beteiligt  sind. 

Nach  der  Einleitung  beginnt  die  Schrift,  nochmals  einleitend, 
mit  einer  Erörterung  der  Begriffe  „analytisch,  synthetisch,  apriori, 
aposteriori“.  Es  ist  dies  ein  Thema,  welches  gewohnheitsmässig  vor 
jeder  logischen  Untersuchung  behandelt  zu  werden  pflegt,  obgleich 
leicht  zn  bemerken  ist,  dass  die  betreffenden  Fragen  massig  aufge- 
worfen werden,  indem  im  weiteren  nichts  darauf  Bezug  hat.  Im  Vor- 
liegenden ist  nur  eine  charakteristische  Aeusserung  zu  erwähnen ; 
zuerst  die  sehr  richtige  und  sonst  wenig  beachtete  Bemerkung:  „Ans 
einzelnen  Tatsachen  folgt  nichts“.  Hieraus  aber  schliesst  der  Ver- 
fasser: „Wenn  man  überhaupt  allgemeine  Wahrheiten  (poetischer 
Ausdruck  statt:  richtige  Sätze)  anerkennt,  so  muss  man  auch  zu- 
geben, dass  es  solche  Urgesetze  gibt,  die  selber  eines  Beweises  weder 
fähig  noch  bedürftig  sind“.  Wie  defect  dieser  Schlnss  ist,  liegt  am 
Tage:  es  fehlt  jeder  Grund  der  Ausschliessung  weiterer  Möglich- 
keiten. Was  dem  Bauer  unbegreifliches  begegnet  , muss  sein  Kobold 
getan  haben.  Ebenso  stellt  sich  die  obige  Aensserung  dar:  die  Ur- 
gesetze sind  nur  ein  Name,  der  suhstituirt  wird,  wo  die  Erklärung 
fehlt.  Was  eine  ganz  einfache  Betrachtung  des  Zugrundeliegenden 
ergibt,  ist  folgendes.  Da  der  Mensch,  ohne  Wissen  geboren,  zu  all- 
gemeinen Erkenntnissen  golangt,  und  aus  den  erlebten  Tatsachen 
nichts  folgt,  so  muss  es  andre  intellectuellc  Tätigkeiten  geben  ausser 
dem  Schliessen.  Diese  sind  denn  auch  leicht  aufzuweisen  und  be- 
kannt genug:  Ordnen,  Scheiden,  Combiniren,  Setzen  von  Merkzeichen 
u.  s.  w.  Sie  behaupten  nichts,  sind  daher  unbestreitbar  und  bedürfen 
keines  Beweises,  führen  aber  zur  Entdeckung  ausschliessender  Gegen- 
sätze, der  Basis  sicherer  Schlüsse,  zu  der  Orientirung,  die  vor  Irrtum 
mehr  schützt  als  alles  andre.  Wem  es  au  Orientirung  fehlt,  dem 
ist  selbst  der  Identitätssatz  eine  Quelle  von  Irrtümern. 

Jetzt  folgt  die  Kritik  von  Meinungen  einiger  Schriftsteller,  zu- 
erst über  dio  Natur  der  arithmetischen  Sätze.  Hier , wo  sich  der 
Verfasser  in  der  günstigen  Lage  befindet,  ohne  Verbindlichkeit  für 
Berichtigung  und  Lösung  nur  Mängel  fremder  Versuche  anzcigeu  zu 
müssen , zeigt  er  sich  in  den  engen  Grenzen  der  formulirtcu  Fragen 
gut  orientirt  und  lässt  weder  formell  noch  substantiell  den  gehörigen 
Einblick  vermissen.  Ein  Zweifel  bleibt  nur,  ob  nicht  eben  diese 
Beschränkung  eine  Misdeutnng  des  Autors  enthält.  Die  erste  Frage 
ist:  Siud  die  Zahlformeln  beweisbar?  Dass  der  Beweis  für  3+2  = 5, 


Digitized  by  Google 


33 


Litterarischer  Bericht  VII. 


auf  blosse  rccurrentc  Definition  von  2,  3,  5 gestützt,  eine  Lücke 
enthält,  wird  keiner  Einwendung  begegnen.  Wenn  hingegen  der  Ver- 
fasser der  Behauptung  Mill’s,  dass  die  Definitionen  der  Arithmetik 
beobachtete  Tatsachen  enthalten,  mit  der  Frage  eutgegentritt:  welche 
beobachtete  Tatsache  in  der  Definition  der  Zahl  777864  behauptet 
wird ; wenn  er  ferner  es  misslich  nennt,  einen  grundsätzlichen  Unter- 
schied zwischen  kleinen  und  grossen  Zahlen  zu  machen,  so  scheint 
doch  alles  Verständniss  für  empirische  Erkcnntniss  zu  fehlen.  Neh- 
men wir  den  Fall,  jemand  lese  eine  unendliche  Beibe,  welche  wio 
oft  geschieht  durch  Angabe  der  Anfangsglieder  ausgodrückt  ist;  dann 
wird  er  iu  der  Tat  das  millionste  Glied  auf  Grund  einer  Beobach- 
tung erkennen,  aber  nicht  wio  der  Verfasser  meint  der  analogen 
Beobachtung  eben  dieses  Gliedes,  sondern  etwa  des  2ten  und  3ten 
Gliedes,  so  viele  deren  genügen  das  Gesetz  des  Fortschritts  daraus 
zu  entnehmen.  Hier  ist  wirklich  ein  Unterschied  zwischen  kleinen 
und  grossen  Zahlen  vorhanden;  die  Theorie  ist  davon  frei,  aber  für 
ihre  Basis  ist  dieses  psychische  Element  unentbehrlich.  Ebenso  ge- 
nügt die  Beobachtung  an  kleinen,  vorstellbaren  Zahlen  zur  Ent- 
deckung, dass  zur  rccurrenten  Begriffsbestimmung  die  Specialität  der 
Zahl  nicht  mitwirkt,  mithin  zur  Gewinnung  eines  Begriffs  von  unbe- 
grenzter Ausdehnung.  Da  I^rege,  wie  aus  vielen  Acnsserungcn  her- 
vorgeht, kein  Werden  der  Begriffe  kennt,  so  ist  ihm  erklärlicher- 
weise der  Fall  nicht  iu  den  Sinn  gekommen,  dass  bei  Bildung  eines 
homogenen  Begriffs  zwischen  Anfang  und  Vollendung  ein  heterogener 
Geistesact  als  notwendiges  Glied  eintreten , der  einfache  Begriff  auf 
zusammengesetztem  Boden  stehen  könne,  obwol  dieser  Fall,  wie  z.  B. 
bei  der  Function  «*,  bekannt  genug  ist.  Frege  nennt  es  ein  Vor- 
urteil vou  Mill,  dass  alles  Wissen  empirisch  sei.  Nach  seiner  Logik 
ist  es  also  ein  Vorurteil,  dass  man  erklären  kann,  was  er  als  auf 
einem  Urwisson  beruheud  unerklärt  lässt:  analog  ist  cs  dann  auch 
ein  Vorurteil  der  Baumeister,  dass  man  Häuser  bauen  kann!  Ge- 
wöhnlich aber  spricht  man  von  Vorurteil,  wo  eine  Meinung  der  Er- 
kenntuiss  hinderlich  ist,  und  das  trifft  gewiss  zu  bei  Frege’s  Meinung 
über  die  cnipirischeu  Wissenschaften,  deren  wesentliches  logisches 
Organ  er  irrigerweise  im  Iuductionsschluss  sieht,  denn  diese  hindert 
ihn  vou  der  erfolgreichen  Logik  der  Empirie  Kenntuiss  zu  nehmen. 
Ans  dem  Mitgeteilteu  lässt  sich  nicht  beurteilen,  ob  Mill  eine  rich- 
tigere Auffassung  der  Empirie  besass;  denn  das  Wesentliche  darin 
würde  doch  bei  der  Wiedergabe  unbeachtet  geblieben  sein.  Dass 
Mill  für  jede  Zahl  eine  besondere  Beobahtung  fordere,  ist  nur  Fre- 
ge’s Conjectur  aus  unzureichenden  Gründen , von  Mill  nicht  ausge- 
sprochen. 

Die  ferneren  Fragen  sind  folgendo : Sind  die  Gesetze  der  Arith- 
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metik  inductivc  Wahrheiten?  Sind  sio  syntheticch  apriori  oder  ana- 
lytisch? Die  Fragen  über  die  Anzahl  lauten:  Ist  sie  eine  Eigen- 
schaft der  äussern  Dinge?  Ist  sie  etwas  subjectives?  Die  über  Einheit 
und  Eins:  Drückt  das  Zahlwort  „ein“  eine  Eigenschaft  von  Gegen- 
ständen ans?  Sind  die  Einheiten  einander  gleich?  Ueberall  leidet  dio 
Untersuchung  bei  aller  Vielseitigkeit  au  demselben  Mangel,  an  dem 
Ausserachtlas8cn  der  Genesis.  Aus  vielem  Argumentircn  kommt 
heraus , dass  die  Anzahl , soviel  sio  auch  subjective  Seiten  zeigte, 
doch  objectiv  sei.  Das  war  nun  eigentlich  durch  die  Existenz  der 
Arithmetik  vorher  bekannt.  Vermischt  man  aber  mit  diesem  auf  das 
dritte  Stadium  bezüglichen  Urteile  solche  aus  den  frühem  Stadien, 
so  darf  mau  sich  nicht  wundern,  wenn  manches  unvereinbare  zutage 
kommt.  Ein  Kall  derart  liegt  vor,  wo  der  Verfasser  bei  Abschluss 
der  Kritik  fremder  Meinungen  die  restirende  Schwierigkeit  findet: 
wir  müssteu  denselben  zufolgo  den  Einheiten  zwei  widersprechende 
Eigenschaften  beilegen:  die  Gleichheit  und  die  Verschiedenheit.  In 
der  Tat  ist  dio  Verschiedenheit  im  ersten  Stadium  notwendig  als 
Motiv  zum  Zählen,  im  dritten  die  Gleichheit  der  Einheiten  als  Ge- 
genstand der  Theorie;  die  Verschiedenheit  ist  im  resultirendeu  Be- 
griff elimiuirt,  ein  Widerspruch  weder  da  noch  hier  vorhanden.  Unter 
der  Uoborschrift:  „Lösung  der  Schwierigkeit“  — werden  zunächst 
folgende  Urteile  über  die  Zahl  zusammengestellt,  welche  aus  den 
vorhergehenden  Betrachtungen  stammen.  Die  Zahl  ist  nicht  in  der 
Weise  wie  Farbe,  Gewicht,  Härte  von  den  Dingen  abstrahirt,  nicht 
in  dem  Sinne  wie  diese  Eigenschaft  der  Dingo.  Sie  ist  nichts  phy- 
sikalisches, aber  auch  nichts  subjectives,  keine  Vorstellung.  Sie  ent- 
steht nicht  durch  Hinzufügung  von  Ding  zu  Ding.  Die  Ausdrücke 
Vielheit,  Menge,  Mehrheit  sind  wegen  ihrer  Unbestimmtheit  unge- 
eignet zur  Erklärung  der  Zahl  zu  dienen.  Die  Abgegrenztheit,  die  Un- 
geteilthcit,  die  Unzerlegbarkeit  sind  keine  brauchbaren  Merkmale  für 
das,  was  wir  durch  das  Wort  „Ein“  ausdrücken.  Wenn  man  die  zu 
zählenden  Dinge  Einheiten  nennt,  so  ist  die  unbedingte  Behauptung, 
dass  die  Einheiten  gleich  seien,  falsch.  Dass  sie  in  gewisser  Hinsicht 
gleich  siud,  ist  richtig  aber  wertlos.  Die  Verschiedenheit  der  Dinge 
ist  sogar  notwendig,  wenn  die  Zahl  grösser  als  1 werden  soll.  Es 
ist  ein  Unterschied  zwischen  Eins  und  Einheit  zu  machen.  Das 
Wort  Eins  ist  als  Eigenname  eines  Gegenstandes  der  mathematischen 
Forschung  eines  Plurals  unfähig.  Es  ist  also  sinnlos  Zahlen  durch 
Zusammeufassen  von  Einsen  entstehen  zu  lassen.  Nach  allen  diesen 
negativen  Merkmalen,  denen  keine  problematische  positive  Bestim- 
mung, d.  h.  Aussage,  wozu  der  Begriff  notwendig  ist,  was  er  leistet, 
gegenüber  gestellt  wird,  erwartet  man  nun  wenigstens  die  Erklärung 
des  Verfassers,  welche  Stelle  er  selbst  dem  Begriffe  zuerteilt,  womit 
freilich  auch  nur  eine  neue  Meinung  aufgestellt  wäre,  während  er 
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schlechthin  eine  Lösung  versprochen  hat.  Aber  diese  Erklärung 
folgt  nicht,  sie  scheint  vergessen  zu  sein;  denn  nachdem  die  Schrift 
in  Betrachtungen  und  Erwägungen  noch  einige  Seiten  fortgefahren 
hat,  ist  einmal,  dann  öfters  von  der  Ansicht  des  Verfassers,  als  wenn 
sie  vorher  ausgespr  ochen  wäre,  die  Rede.  Soviel  sich  nun  aus  dem, 
was  zu  ihrer  Verteidigung  gesagt  wird,  entnehmen  lässt,  besteht  die 
gedachte  Ansicht  darin,  dass  die  Zahl  als  Merkmal  am  Gattungs- 
begriff haftet,  so  dass  z.  B.  die  Begriffe  Jupitersmond,  Angehöriger 
des  deutschen  Reichs  sich  verändern,  wenn  bzhw.  ein  fünfter  ent- 
deckt, ein  neuer  geboren  wird  — Beispiele  die  der  Schrift  entlehnt 
sind.  Für  diese  Ansicht  werden  allerhand  Bestätigungen  zusammen- 
gesucht, ohne  auch  nur  das  Allerbekannteste  zu  erwähnen,  womit  sie 
im  Widerstreit  steht.  Schon  aus  der  Grammatik,  wenn  sie  auf  die 
logischen  Verhältnisse  etwas  näher  cingcbt,  ist  bekannt,  dass  Gattung 
und  Zahl  zwei  sich  einander  ergänzende  Begriffe  sind,  deren  Leistung 
durch  ihre  Sonderung,  durch  die  Fähigkeit  unabhängig  von  einander 
zu  variiren  bedingt  ist.  Dasselbo  lehrt  der  gewöhnliche  Gebrauch. 
In  der  Isolirung  der  Bestandteile,  welche  einzeln  variiren  können, 
liegt  der  Fortschritt  der  Erkeuntniss,  indem  daraus  der  constante 
Bestandteil,  der  sich  als  dauernder  Begriff  festhalten  lässt,  gewonnen 
wird.  Diesen  Forschritt,  und  damit  die  ganze  Bedeutung  der  Be- 
griffe Gattung  und  Zahl  macht  der  vorliegende  Versuch  zunichte. 
Erwähnt  mag  noch  sein,  dass  der  Verfasser  die  Null  als  diejenige 
Zahl  delinirt,  welche  einem  in  der  Wirklichkeit'nicht  repräsentirten, 
vielleicht  sogar  unsinnigen  Begriffe  als  Merkmal  zugekört.  Das  Ge- 
nannte wird  wol  zur  Genügo  gezeigt  haben,  dass  der  Verfasser  sehr 
mit  Unrecht  die  Arithraetiker  getadelt  hat,  welche  von  seiner  Be- 
lehrung keinen  Gebrauch  machen.  Hoppe. 


Der  Grenzbegriff  in  der  Elemontar-Mathematik.  Von  Heinrich 
Vogt,  Programm  des  Künigl.  Friedrichs-Gymnasiums  zu  Breslau 
1885.  53  S. 

In  der  Einleitung  sagt  der  Verfassor,  das  Vorhandensein  von 
Axiomen  sei  für  die  Elementarmathematik  keine  Schwierigkeit;  denn 
der  Anfänger  könne  begreifen,  warum  sie  notwendig  sind.  Dagegen 
gebe  es  Schwierigkeiten  in  den  Grundbegriffen,  namentlich  im  Begriff' 
der  Grenze.  Es  ist  schon  auffällig,  dass  er  den  Doppelsinn  dieses 
Wortes  nicht  gleich  bei  erster  Nennung  hebt,  noch  mehr  aber,  dass 
er  wirklich  in  beiderlei  Sinne  von  Grenze  spricht,  als  ob  cs  dieselbe 
Sache  wäre,  so  dass  man  kaum  umhin  kann  anzunchmen,  das  ihn 
der  gleiche  Terminus  dazu  verführt  hat  zwei  ganz  unähnliche  Be- 
griffe zu  mischen.  Dieser  Umstand  allein  würde  ihm  Grund  genug 
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geben  können,  Schwierigkeiten  da  za  finden,  wo  keine  sind.  Doch 
kommen  weitere  Denkfehler  hinzu,  die  auch  bei  gehöriger  Scheidung 
bestehen  bleiben.  In  der  Einleitung  ist  mit  Grenze  offenbar  der 
Grenzwert  gemeint.  Gleich  im  Anfang  des  I.  Abschnitts:  „Dio  geo- 
metrischen Grundbegriffe“  — handelt  cs  sich  um  die  Fläche  als 
Grenze  zwischen;  zwei  Raumteilen.  Der  Verfasser  versucht  zu 
beweisen,  dass  die  Grenzfläche  undenkbar  sei,  begeht  aber  dabei 
einen  so  groben  logischen  Fehler,  dass  auch  nicht  ein  Schein  von 
Bündigkeit  entsteht.  Er  fragt:  Gehört  die  Grenze  eiuem  von  beiden 
Raumteilcn  oder  beiden  oder  keinem  von  beiden  zu?  — überflüssiger- 
weise, denn  dass  sie  beiden  zugehört,  ist  jedermann  geläufig;  die 
andern  Fälle  sind  wol  nur  zur  Ablenkung  der  Aufmerksamkeit  her- 
beigezogen. Beiden,  sagt  er,  köunto  dio  Grenze  nicht  zugehören, 
denn  als  verschiedene  Raumteile  könnten  sie  nicht  etwas  gemein- 
schaftliches haben.  Wie  will  der  Verfasser  das  jemandem  einreden? 
Haben  nicht  zwei  Brüder  ihren  Vater,  zwei  Löffel  in  eiuem  Kasten 
diesen  Kasten  gemeinschaftlich  ? Hiernach  scheint  es,  als  ob  der  Ver- 
fasser Haben  und  Sein  verwechselt.  Oder  sollen  wir  vielleicht  Un- 
ausgesprochenes ergänzen?  Hat  er  etwa  mit  Zugehören  gemeint:  als 
Teil  zugehören?  Dann  würde  mau  sogleich  antworten:  Die  Fläche 
ist  kein  Teil  eines  Raumes;  wer  ihren  Begriff  erklären  will,  darf  ihn 
nicht  subsumiren  wollen,  denn  wenn  das  gienge,  so  wäre  der  Flä- 
chenbegriff unnütz,  und  das  widerlegt  dio  Geometrie.  Um  den  Ein- 
druck der  angeblichen  Schwierigkeit  noch  zu  erhöhen,  wird  weiterhin 
angeführt,  dass  die  Fläche  2 Seiten  bat.  Wahrscheinlich  verwechselt 
hier  der  Verfasser  Haben  mit  In-  Bich-  enthalten ; denn  soust  sieht 
man  nicht,  welche  Schwierigkeit  er  meinen  kann.  Nachdem  sich  nun 
der  Verfasser  aus  einfachen  und  leicht  vorstellbaren  Begriffen  durch 
allerhand  Vermischungen  und  Verwechselungen  ein  rocht  trübes  Me- 
dium geschafl'cu  hat,  nimmt  er  Anlass,  die  scheinbare  Oberfläche  der 
aus  getrennten  Atomen  bestehenden  Körper  in  Vergleich  mit  der 
ideellen  Fläche  zu  besprechen.  Hierauf  weiter  einzugehen  ist  uner- 
quicklich, solange  die  klare  logische  Basis  fehlt.  Sehr  verschieden 
von  diesem  ersten  Abschnitt  ist  der  zweite,  betitelt:  Das  Messen 
und  die  Irrationalzahl.  Zwar  beruht  auch  hier  die  vermeintliche 
Schwierigkeit  auf  einem  logischen  Fehler,  doch  beschränkt  sich  dessen 
Einfluss  auf  einige  Urteile,  während  im  übrigen  die  Darstellung  die 
Klarheit  nicht  vermissen  lässt  und  viel  instructives  darbietet  Mit 
gehöriger  Umsicht  und  durchweg  treffend  wird  erst  dio  Aufgabe  dis- 
cutirt,  die  stetige  Grösse  durch  dio  Zahlgrösse  zu  decken.  Die 
Darstellung  lässt  so  lange  nichts  vermissen,  bis  (auf  Seite  34)  der 
Vorfasser  in  den  bekannten,  oft  gerügten  und  doch  leicht  zu  berich- 
tigenden Fehler  verfällt,  die  variabele  Grösse  ihrem  Grenzwert  gleich 
zu  setzen,  indem  er  sagt;  der  Begriff  der  Gleichheit  müsse  erweitert 
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werden.  Der  Fehler  entspringt  aus  dem  Vorurteil:  Wir  dürfen  die 
Wahrheit  nicht  aussprecheu,  wo  sie  unserm  Zwecke  zuwider  ist. 
Sagen  wir,  jene  Grössen  seinen  ungleich,  so  kommen  wir  erst  nach 
unendlichem  Process,  d.  h.  nie  zum  Ziele.  In  diesem  Irrtum  ist  der 
Verfasser,  und  mit  ihm  Viele,  stecken  geblieben.  Sie  haben  vergessen 
zu  fragen:  Was  ist  eigentlich  unser  Zweck?  Nirgends  wird  die 
Gleichheit  jener  zwei  Grössen  gefordert , sondern  stets  die 
Gleichheit  zweier  Oonstanten,  welche,  wie  leicht  zu  beweisen,  aus 
der  unendlich  kleinen  Differenz  beider  gegen  die  variabele  Grösse 
folgt.  Unter  den  Schriftstellern  indes , welche  an  dem  Irrtume  be- 
teiligt sind,  unterscheidet  sich  Vogt  durch  die  für  den  Leser  ange- 
nehmere Auskunft,  indem  er  denselben  mit  allen  Versuchen  aus  der 
selbstgeschaffenen  Schwierigkeit  herauszukommen  verschont,  und  die 
Frage  mit  der  sogenannten  Begriffserweiterung  der  Gleichheit  für 
.erledigt  ausgibt;  nur  scheint  ihm  die  Theorie  der  Grenzwerte  nicht 
auf  gleicher  Stufe  der  Klarheit  mit  der  Euklidischen  Lehre  zu  ste- 
hen. Dieser  Umstand  führt  ihn  auf  die  Bemerkung,  dass  Euklid 
sichtlich  alle  Intinitcsimal-Betraclitungon  vermeidet,  und  auf  das,  was 
sie  erfordert,  verzichtet,  während  Arckimedcs  die  Intinitesimal-Frage 
durch  die  Exhaustionsinethode  in  Angriff  nimmt.  Nachdem  dies  ein- 
gehend dargclegt,  schliesscn  sich  pädagogische  Folgerungen  an.  Der 
Verfasser  befürwortet  das  Festhalten  an  der  Euklidischen  Beschrän- 
kung iin  Bereich  der  Schuldoctrin.  Wo  das  Unendliche  unentbehr- 
lich sei,  solle  man  es  auf  ein  Minimum  rcduciren.  Dem  aber  setzt 
er  ohne  alle  Zwischenstufen  uur  das  Betreiben  der  Differentialrech- 
nung auf  der  Schulo  entgegen.  Wenn  man  nun  auch  mit  dem  Aus- 
schluss der  letztem  recht  einverstanden  sein  kann,  so  liegt  der  Grund 
doch  am  allorwcnigstcns  im  Intiuitesimalbcgrifl'  als  solchem,  sondern 
in  seiner  Complication  mit  dem  Fuuctionsbegriff , der  dio  höhere 
Mathematik  von  der  Schuldoctrin  scheidet.  Der  Iutinitesimalbcgriff 
selbst  hingegon  und  seine  einfachem  Anwendungen,  wie  sie  in  der 
Elementar-Mathematik  ihre  Stelle  linden , sind  so  leichtfasslich,  dass 
sie  der  Klarheit  und  Strenge  keinen  Abbruch  tun.  Gerado  im  Ge- 
gensatz zu  dem,  was  Vogt  rät , müssen  wir  fordern,  dass,  wo  solche 
Anwendungen  stalttindcn,  auch  die  ausdrückliche  Erklärung  nicht 
fehlt,  und  dass  die  Erklärung  von  dem  genannten  Fehler  frei  ist, 
Variabele  und  Grenzwert  gleich  zu  setzen  oder  auf  einen  unendlichen 
Process  zu  verweisen,  ferner  dass  alle  symbolischen  od  r abgekürzten 
Bedeweisen,  die  das  Unendliche  betreffou,  aus  dem  Elementarunter- 
richt verbannt  worden.  Dann  ist  gerade  die  häutige  Anwendung, 
nicht  die  Beschränkung  auf  ein  Minimum  dem  Verständnisss  günstig. 

II  o p p e. 
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Jorual  de  sciencias  matbematicas  c astronomicas  publicado 
pelo  Dr.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor  de  mathematica  na  uni- 
versidado  do  Coimbra,  Socio  correspondente  da  Academia  Real  das 
sciencias  de  Lisboa  e da  Socicdade  de  sciencias  physicas  e natnraes 
de  Bordeaux.  Volume  V.  Coimbra  1883. 

Der  Inhalt  des  5.  Bandes  ist  folgender. 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Note  über  die  Unabhängigkeit  der 
Nullwerte  der  Jacobi’sehen  Function  von  normalen  Abel’schen  Inte- 
gralen erster  Gattung.  — Ueber  eine  Formel  bezüglich  auf  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

B.  H.  Note  über  ein  Problem  der  rationalen  Meehauik. 


A.  F.  tiocha  Peixoto:  Ueber  die  homologischen  Trieder. 
Duarte  Leite  Pereira  da  Silva;  Ueber  einige  bestimmte 
Integrale. 

C.  le  Paige:  Homographien  und  Involutionen  höherer  Ord- 


nungen. 

L.  F.  Marecas  Ferreira:  Ueber  die  trinomischen  Glei- 


cbuugeu. 

G.  C.  Lopes  Banhos:  Geometriche  Bestimmung  der  Trägheits- 
momente der  Rotationskörper. 

A.  Schiappa  Monteiro:  Untersuchungen  bezüglich  auf  den 
variabeln  Kreis,  welcher  2 gegebeno  Kreise  unter  gegebenen  Winkeln 
schneidet 


F.  Gomes  Teixeira:  Lösung  der  Aufgabe  23.  Summation  der 


Reibe : 


■=“  lex 

,fo  *+i 


wo 


le  = 2* 


H. 


Acta  Mathematica.  Zeitschrift  berausgegeben  von  G.  Mittag- 
Le  f fl  er.  Stockholm  1885.  F.  u.  G.  Beijcr.  Berlin,  Mayer  u. 

Müller.  Paris,  A.  Hermann. 

Der  Inhalt  dos  5.  Bandes  ist  folgender. 

C.  J.  Malmston:  Ueber  die  Formel: 

, „ h _ , , II, h*  , Bsh*  . . 

hux  = dux—  ^ duz  + j dux  — i ~2  3 i i etc- 

E.  Phragmen:  Beweis  eines  Satzes  aus  der  Mannichfaltig- 
keitslchre. 

L.  Scheefcr:  Allgemeine  Untersuchungen  über  Rectiiication 
der  Curven.  — Zur  Theorie  der  stetigen  Functionen  einer  reellen 
Veränderlichen. 
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II.  Krey:  Einige  Anzahlen  für  Kegelfläcben. 

E.  Goursat:  Ueber  eine  Classe  von  Doppelintegralen. 

E.  Picard:  Ueber  die  unbestimmten  ternären  quadratischen 
Formen  za  conjugirten  unbestimmten  und  über  die  entsprechenden 
hyperfuchsischen  Functionen. 

C.  Le  Paige:  Neue  Untersuchungen  über  die  Flächen  3.  Ord- 
nung. 

H.  G.  Zeuthen:  Ueber  die  einer  kubischen  Fläche  eingeschrie- 
benen Pentaeder. 

H.  Schroeter:  Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen. 

II.  Poincarö:  Abhandlung  Uber  die  zetafuchsichen  Functionen. 

Ch.  Her  mite:  Ueber  einige  arithmetische  Folgerungen  aus  den 
Formeln  der  Theorie  der  elliptischen  Fuuctioneu. 

W.  Fiedler:  Ueber  die  Durchdringung  gleichseitiger  Rotations- 
hyperboloido  von  parallelen  Axen.  H. 


Verslagen  cn  Mededeelingen  der  Koninklijke  Akademie  van 
Wetenschappen.  Afdecling  Naturkunde.  Twecdc  reeks.  Negentiende, 
twintigste  deel.  Amsterdam  1884.  Johannes  Müller.  441  -f-  452  S. 

Der  19.  und  20.  Teil  enthalten  folgende  mathematische  Abhand- 
lungen: 

T.  J.  Stiel tj es:  Ueber  die  quadratische  Zerlegung  von  Prim- 
zahlen der  Form  3»-J-l.  (19). 

C.  Io  Paige:  Ueber  die  Flächen  3.  Ordnung.  (19). 

F.  de  Bo  er:  Erweiterung  des  Satzes  von  Rollo.  (19).  — 

Discussiou  der  allgemeinen  Gleichung  4.  Grades.  (20). 

P.  H.  Schoute:  Ueber  eine  specicllo  Curvo  4.  Grades  mit  3 
Doppelpunkten.  (19). 

J.  A.  C.  Oudemans:  Das  Problem  des  Snellius  aufgelöst  von 
Ptolcmaeus.  (19). 

D.  J.  K orte  weg:  Ueber  die  Bahnen  beschrieben,  unter  dem 
Einfluss  einer  centralen  Kraft.  (20). 

G.  J.  Michaelis:  Ueber  die  Theorie  der  Federkraft-Nach- 
wirkung. (20). 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoffe  für  die  Geschichte  der 

mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  in  den  Nieder- 
landen. (19.  20.).  H. 
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Lehrbücher. 

Leitfaden  zum  Unterrichte  in  der  Arithmetik  und  Algebra  an 
Gymnasien  und  verwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Job.  dir.  Wal- 
ker er,  Professor  am  königlichen  Gymnasium  in  Arnberg.  Zweite, 
durchgesehene  und  mit  Uebungsaufgabou  versebeue  Auflage.  München 
1884.  Theodor  Ackcrmanu.  152  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  241.  litt.  Bericht,  S.  4.  besprochen. 
Das  Buch  steht  auch  noch  jetzt  auf  dem  niedrigsten  didaktischen 
Standpunkt.  Die  Sätze  der  Arithmetik  werden  nur  als  Auswertungs- 
regeln aufgefasst,  und  selbst  in  diesem  Sinne  bleiben  die  Erklärungen 
defect.  Die  Division  ist  nur  als  Messung  durch  wiederholte  Sub- 
traction,  nicht  aber  als  Teilung  erklärt.  Sollte  man  nach  der  gegebe- 
nen Kegel  4 Meter  durch  4 dividireu,  so  hätte  mau  dio  abstracto 
4 so  oft  davon  zu  subtrahireu  bis  kein  Rest  bleibt.  Dass  auch  sinn- 
a 

lose  Aufstellungen , wie  ^ = oo,  Vorkommen , kann  kaum  auft'allcn, 

wo  die  ganze  Behaudlungsweise  auf  gedankenloses  Rechnen  abzielt. 

H. 

Leitfaden  für  den  Anfangsunterricht  in  der  Arithmetik  au  höheren 
Lehranstalten.  Von  Prof.  II.  Köstler,  Oberlehrer  am  Doingymnasium 
zu  Naumburg  a.  S.  Zweite,  vermehrte  uud  teilweise  umgearbeitete 
Auflage.  Halle  a.  S.  1885.  Louis  Nebert.  42  S. 

Der  Leitfaden  enthält  auf  15  Seiten  diejenigen  Sätze,  welche  der 
Anfänger  erlernen  muss,  um  mit  den  4 Species  der  Buchstaben- 
rechnung vertraut  zu  werdon,  nebst  Andeutung  der  Beweise.  Die 

Arch,  d.  Math.  u.  Phyt».  2.  Reibe,  Teil  II.  lieft  IV.  4 
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Formiilirung  ist  deutlich  und  correct.  Was  die  Grenzen  des  Lehr- 
stoffs betrifft,  so  ist  die  Bedeutung  der  Buchstaben  auf  positive  ganze 
Zahlen  beschränkt,  die  algebraische  Division  nicht  zugezogen.  Da- 
gegen ist  die  Rechnung  mit  algebraischen  Summen  nicht,  wie  im 
Vorwort  angegeben,  ausgeschlossen,  vielmehr  -f-  und  — als  Operations- 
und Vorzeichen  cingeführt,  und  alles  dafür  nötige  erklärt  und  in 
Uebung  gebracht.  Auch  die  Addition  der  Brüche  fehlt  nicht,  und 
ist  in  einem  Anhang  zur  Bildung  der  Generalnenner  Anleitung  ge- 
geben. Ein  zweiter  Anhang  betrifft  die  Decimalbrüche.  Unrichtig 
ist  in  dem  Buche  nur  die  anfängliche  Definition  des  Begriffs  Rechnen, 
dio  mit  allem  was  folgt  im  Widerspruch  steht.  Aus  zwei  oder  meh- 
reru  Zahlen  nach  gewissou  Regeln  eine  neue  bilden  nennt  in  praxi 
niemand  rechnen,  auch  im  folgenden  der  Verfasser  nie.  Vielmehr 
entsteht  durch  diesen  Act  erst  ein  Rechnungsausdruck,  enthaltend 
eine  Rechuuugsaufgabe,  die  unter  Umständen  ausgeführt  werden  soll 
oder  kanu.  Das  letztere  heisst  hier  stets  ausrechnen,  und  ein  anderes 
Rechnen  kommt  nicht  vor.  Den  noch  grossem  übrigen  Teil  des 
Buchs  bildet  eine  Zusammenstellung  von  357  Aufgaben  zur  Einübung 
der  vorher  behandelten  Rechnungsweiseu,  nach  diesen  geordnet. 

H. 

Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  H.  Kost ler,  Oberlehrer 
am  Domgymnasium  zu  Naumburg  a.  S.  Dritte,  vermehrte  und  teil- 
weise umgearbeitete,  und  vierte,  verbesserte  Auflage.  Mit  49  in  deu 
Text  gedruckten  Holzschnitten.  Halle  a.  S.  1884.  1885.  Louis  Ne- 
bert.  24,  21  S. 

Diese  Vorschule  besteht  aus  2 Teilen,  der  Formenlehre  und  der 
Coustructiouslchrc.  Der  actuellcn  Abfassung  nach  stellen  sich  beide 
als  Auswahl  aus  dem  Lehrstoff  der  elementaren  Geometrie  ohne 
merklich  verschiedene  Gestaltung  dar.  Die  Formenlehre  macht  den 
Schülern  mit  den  Gegenständen  der  Doctrin,  also  mit  den  einfachen 
Gebilden  und  deu  gebräuchlichen  Festsetzungen  bekannt,  wendet  dazu 
jedoch  auch  nur  die  gleichen  Definitionen  und  Worterklärungen  an. 
Der  Verfasser  betrachtet  als  Aufgabe  der  Formenlehre,  den  Schüler 
von  der  sinnlichen  Anschauung  zur  Abstraction  der  begrifflichen  Er- 
klärung emporzuführeu,  die  Aufstellungen  des  Buchs  als  die  blossen 
Resultate,  deren  Erreichung  dem  Lehrer  überlassen  bleibt.  Sowol 
die  zu  befolgende  Methode  als  auch  die  Art  der  Tätigkeit  der  Schüler 
wird  unbestimmt  gelassen.  In  der  Constructionslebre  ist  letztere  von 
selbst  deutli.h.  Sie  soll  den  Gebrauch  von  Lineal  und  Zirkel  ein- 
übeu,  es  sind  zu  diesem  Zwecke  die  einfachsten  Elementaraufgaben 
ausgewählt.  Am  Schluss  werden  zur  Forraenlehro  Fragen , zur  Con- 
structionslehre  Aufgaben  gestellt.  H. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Julius  Hoch,  Lehrer 
für  Mathematik  au  der  von  Grossheim’sehen  Realschule  in  Lübeck. 
I.  Teil:  Linien,  Winkel,  Kongruenz  und  Gleichheit  der  Figuren.  Mit 
12G  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Halle  1884.  H.  W. 
Schmidt.  164  S. 

Oberster  Gesichtspunkt  der  Abfassung  und  Motiv  zur  Heraus- 
gabe eines  neuen  Lehrbuchs  ist  erklärtermassen  die  systematische 
Anordnung  des  Lehrstoffs.  Diese  tritt  auch  in  der  Tat  in  einer 
weiter  als  gewöhnlich  gehenden  Gliederung,  Ncbenstellung  der  sich 
ausschliessenden  Gegenstände  und  stufenweisen  Folge  der  einzelnen, 
jedesmal  ganz  erledigten  Themata  deutlich  au  den  Tag.  Ob  es  nun 
Ansicht  des  Verfassers  sei , dass  der  Unterricht  nach  einem  so  be- 
arbeiteten Lehrbuche,  mit  Hintansetzung  auderer  Gesichtspunkte, 
namentlich  der  logischen  Verknüpfung,  dem  pädagogischen  Zwecke 
genüge,  ist  im  Vorwort  nicht  ausgesprochen;  doch  darf  man  wol  au- 
nebmen,  dass  er  sein  Buch  nicht  zu  blosser  Ergänzung  auderer 
Lehrbücher  hat  herausgeben  wollen.  Eine  Geringschätzung  des 
logischen  Gesichtspunkts  ist  hier  freilich  am  aufgewaudtcu  Flcisse 
nicht  zu  bemerken:  die  Beweise  sind  stets  iu  extenso  und  in  vor- 
sekriftsmässiger  Form  gegeben ; dagegen  steht  ein  prineipieller  Mangel 
dem  logischen  Verstäuduiss  im  Woge.  Es  ist  gesagt,  dass  der  Winkel 
zur  Bestimmung  des  Richtungsuutcrscliiedes  dient,  aber  nicht,  wie 
dies  geschieht.  Vom  Zusammenlegen  der  Winkel,  ihrer  Addition  und 
Messung,  von  der  Vergleichung  der  Richtungen  bei  verschiedenem 
Ausgangspunkt  ist  nirgends  die  Rede.  Das  auf  dem  Winkelbegriff 
ruhende  Dunkel  zieht  sich  dann  durch  alle  Sätze,  die  mit  Winkeln 
zu  tun  haben,  fort,  und  der  logische  Faden  lasst  sich  nirgends  ver- 
folgen. Die  Anordnung  der  Gegenstände  ist  folgende:  zuerst  nach 
den  Gebilden:  Linien,  Winkel,  Figuren.  Die  2 Hauptabschnitte  über 
die  Figuren  behandeln  die  Congruenz  und  die  Gleichheit,  erstcrer 
nach  der  Reihe  das  Dreieck,  das  Viereck,  das  Vieleck,  den  Kreis, 
letzterer  das  Dreieck,  Parallelogramm  und  Trapez  nach  Höhe  und 
Grundseite,  bei  Uebercinstiinmung  iu  beiden,  in  einem  und  in  keinem, 
die  Summe,  die  Verwandlung  und  Teilung,  die  Flächenmessung. 
Daun  folgen  Ucbungssätzc,  Aufgaben  uud  Constructioneu.  II. 

Lehrbuch  der  Elemcntar-Gcometrie.  Von  Dr.  E.  Glinzer, 
Lehrer  der  Allgemeinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhand- 
werker in  Hamburg.  Erster  Theil:  Plauimctrie  mit  185  Figuren  und 
einer  Sammlung  von  250  Aufgaben.  Zweite,  verbesserte  und  ver- 
mehrte Auflage.  Hamburg  1884.  F.  H.  Nestler  u.  Melle.  111  S. 

Die  ersto  Auflage  ist  im  258.  litt  Bericht  S.  19.  besprochen. 
In  der  zweiten  kommt  hinzu  ein  Anhang  Uber  harmonische  Teilung. 
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Die  Uebuiigssätze  uud  Aufgaben  sind  vermehrt  und  insbesondere  dafür 
gesorgt,  die  schwierigeren  Aufgaben  durch  leichtere  vorzubereiten. 
Ferner  unterscheidet  sich  die  neue  Auflage  durch  manche  Zusätze 
und  Erweiterungen.  In  der  Proportionslehre  wird  der  Fall  der  In- 
eommensnrabilität  erwähnt,  und  die  Gültigkeit  eines  Satzes  für  den- 
selben in  einem  Zusatz  ohne  Beweis  ausgesprochen,  doch  findet  er 
weder  verständliche  Erörterung  noch  theoretische  Berücksichtigung. 

H. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und  höhere  Lehranstalten. 
Von  Dr.  F.  W.  Fischer,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Kempen. 
Erster  Teil:  Planimetrie.  Zweite,  verbesserte  uud  vermehrte  Auflage. 
Mit  vielen  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Freiburg  i.  Br.  1884. 
Herder.  184  S. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist  kein  abgeschlossener.  Obgleich  der 
Lehrgang  von  seiner  Aufgabe  der  Entwickelung  der  Grundlagen  der 
Doctriu  nie  abweicht,  so  begrenzt  er  sich  doch  nach  keiner  Seite  hin 
auf  ein  bestimmtes  Quantum  des  Notwendigen,  souderu  zieht  im  wei- 
tern Fortschritt  mehr  und  mehr  Themata  und  Fragen  nach  dem 
Gesichtspunkt  des  Interesses  der  Schüler  in  den  Kreis  der  Betrach- 
tung. Besonders  zu  nenuen  sind  etwa  die  Trausversalenlehre,  Fragen 
über  Maxima,  Pol  uud  Polare  am  Kreise,  harmonische  Teilung  u.  a. 
Die  Methode  steht  auf  Euklidischem  Boden.  Die  Darstellung  ist 
ausführlich  und  darauf  eingerichtet  dem  Schüler  als  Muster  zu  dienen. 
Nicht  ausführlich  genug  ist  der  Anfang  der  Lehre  von  den  Winkeln. 
Der  Winkel  war  durch  seine  Eutstehuug  erklärt.  Zur  exactcu  Auf- 
fassung mussten  die  Cousequcuzcn  der  Erklärung  für  die  fertig  vor- 
liegenden Winkel,  d.  h.  die  Sätze  über  Addition  uud  Grössen- 
vergleichung der  Wiukcl  ausgesprochen  werden.  Unter  dem  Parallclensatz 
steht  ganz  unzutreffend:  „Bewois“  — denn  es  folgt  dann  nur  die 
wiederholte  Behauptung  des  Satzes  in  anderer  Form.  Die  Elemeutar- 
aufgaben  sind  von  den  Lehrsätzen  getrennt.  Ausser  ihnen  folgen 
auf  jeden  Abschnitt  viele  Aufgaben  und  Sätze  zur  Uebung. 

H. 


Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Stereometrie  mit  den  Ele- 
menten der  Projektionsichre.  Von  Dr.  Carl  Gusscrow,  Oberlehrer 
am  Dorothoenstädtischen  Realgymnasium  in  Berlin.  Berlin  1885. 
Julius  Springer.  96  S. 

Die  Lehrmethode  dieses  Leitfadens  ist  durchaus  originell.  Sie 
unterscheidet  sich  von  der  gewöhnlichen  durch  die  anfängliche  Ein- 
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führung  und  unausgesetzte  Anwendung  des  Projectionsbegriffs.  Der- 
selbe dient  grösstenteils  zur  Deduetion,  während  die  rcsultirenden 
Sätze  davon  unabhängig  auftreten;  doch  gibt  es  ausser  den  Sätzen, 
welche  dio  Projectioncn  an  sich  betreffen,  auch  Sätze  über  Raum- 
gebilde,  die  mit  Anwendung  des  Begriffs  formulirt  werden;  jedenfalls 
scheint  nicht  zum  Ziele  genommen  zu  sein,  die  erzeugte  Mannich- 
faltigkeit  der  Betrachtung,  wo  sich  dies  nicht  von  selbst  vollzieht, 
zu  einer  einheitlich  constantcn  hinzuführen.  Die  hier  eingeführten 
Projectionen  sind  Parallelprojectionen  in  beliebiger  Richtung  auf 
beliebige  Ebenen,  nicht  aber  auf  festo,  gemeinsame  Grundobeneu, 
sondern  auf  solche,  die  zur  Figur  gehören.  Der  Begriff  ist  also  ein 
ganz  flüssiger,  beweglicher  auf  einem  Felde  von  doppelt  unendlicher 
Mannichfaltigkeit  Fragt  mau  nun:  kann  ein  Schüler  auf  dem  so 
eröffneten  Felde  der  Betrachtung  in  dem  kurzen  Laufe  des  elemen- 
taren stereometrischen  Lehrcursns  orientirt  worden  und  ciuigcrmassen 
einen  Ucberblick  gewinnen?  — so  muss  man  dies  wol  entschieden 
verneinen.  Nur  der  Lehrer  macht  sich  seine  Aufgabe  durch  diese 
Methode  leicht,  die  Schüler  werden  ganz  abhängig  von  seiner  Führung. 
Dass  der  bezeichnete  Missstand  nicht  grössere  Ausdehnung  anuchmeu 
kann,  bewirkt  in  der  vorliegenden  Gestaltung  der  Doctrin  die  Reiho 
feststehender  Sätze.  Wäre  das  Ganze  so  in  den  Projectionsbegriff 
verwebt,  wie  der  Anfang,  so  würde  alles  Wissen  wie  an  schwimmen- 
den Strohhalmen  hangend  erscheinen.  Der  Verfasser  empfiehlt  die 
Methode  damit,  dass  sie  die  zu  starken  Anforderungen  au  das  Vor- 
stellungsvcrmögen,  welche  der  Uebergang  von  der  Planimetrie  zur 
Stereometrie  auferlegt,  durch  Vermittlung  mildere,  indem  anfänglich 
nie  mehr  als  zwei  Ebenen  in  gegenseitiger  Lage  betrachtet  werden. 
Ausserdem  seien  manche  Vorteile  damit  verbuuden:  es  werden  weniger 
Figuren  erfordert,  und  die  Beziehung  der  elementaren  Stereometrie 
zur  Projectionslehre  wirkt  vorbereitend  für  letztere.  Rechnen  wir 
beide  Vorteile  zu  dem  mancher  Erleichterung  der  Deduetion  hinzu, 
so  wollen  wir  das  Unternehmen  als  einen  beachtenswerten  Versuch 
der  Verbesserung  der  Methode  gern  anerkennen;  nur  müssen  wir 
das,  was  bisher  mit  gutem  Grunde  als  Norm  gegolten  hat,  aufrecht 
halten,  dass  nämlich  alle  zur  Theorie  gehörigen  Sätze  absolut  und 
ohne  Beziehung  zu  willkürlicher  Betrachtung  aufgestellt  werden. 
Letzterer  kann  nur  dio  Bedeutung  eines  Httlfselementcs  eingeräumt 
werden,  wie  sie  den  Hülfslinien  zukommt.  Hier  hingegen  erscheint 
der  Einführung  zufolge  dio  Projection  als  wirklicher  Lchrgegenstaud. 
Noch  ist  als  charakteristisch  zu  erwähnen,  dass  den  Körpern,  den 
eben-  und  krummflächigen,  insbesondere  ihrer  Inhaltsbestimmung, 
eine  recht  eingehende  Behandlung  zuteil  wird.  Auch  dio  Schwer- 
punkte, rein  geometrisch  erklärt,  bilden  einen  besonderen  Gegenstand. 
Nach  der  Einleitung  sind  die  Hauptabschnitte:  die  Stellung  der  Ge- 
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raden  zur  Ebene;  die  Lage  zweier,  dann  mehrerer  Ebenen  zu  ein- 
ander; Polyeder;  krummflächige  Körper;  Schwerpuukt.  Der  Anhang 
enthält:  das  Pyramidenproblem;  den  Euler’ sehen  Satz  und  die  regel- 
mässigen Polyeder;  2 Lehrsätze.  H. 


Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  mit  Ucbungs- 
Aufgaben  für  höhere  Lehranstalten.  Von  Dr.  Th.  Spicker,  Pro- 
fessor am  Realgymnasium  zu  Potsdam.  Mit  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  Potsdam  1885.  Aug.  Stein.  134  S. 

Das  Buch  zeigt  keine  wesentlichen  Verschiedenheiten  von  den 
gewöhnlichen  gleichen  Inhalts.  Es  gibt  vollständig  das  Notwendige 
und  dieses  mit  Fleiss  und  Geschick  bearbeitet.  Die  Einleitung  enthält 
die  Geschichte  der  Entstehung  der  Trigonometrie.  Dio  gouiometri- 
sehon  Functionen  werden  am  rechtwinkligen  Dreieck,  dann  am  Kreise 
erklärt,  zuerst  als  6 coordinirte,  dann  in  gegenseitiger  Beziehung. 
Nun  folgt  die  Berechnung  des  rechtwinkligen,  dann  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dann  regelmässigen  Vielecks,  hierauf  erst  die  Additions- 
formeln mit  allen  Consequonzen  und  ihrer  Anwendung,  dann  die 
Berechnung  des  beliebigen  ebenen  Dreiecks,  der  Vierecke  und  Viel- 
ecke, dazu  einige  Aufgaben.  Die  Herleitung  der  sphärisch  trigono- 
metrischen Formeln  ist  die  gewöhnlihhe  mit  Hülfe  des  Polardreiocks ; 
hierzu  gleichfalls  einige  Aufgaben.  Dann  folgen  die  Formeln  über 
den  um-  und  einbeschriebenen  Kreis  und  den  Inhalt  des  sphärischen 
Dreiecks,  nebst  Uebungen.  H. 

Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungsbeispielcn.  Von  Adolf 
Sickenberger,  Professor  am  k.  Maximiliansgymnasium  in  München. 
Dritte,  umgearbeitete  Auflage.  München  1885.  Theodor  Ackermann. 
188  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  288.  litt.  Bericht  S.  33,  dio  zweite  im 
247.  1.  B.  S.  24.  besprochen.  Aendcrungen  in  der  gegenwärtigen 
sind  nicht  angegeben.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und  Selbst-Unterricht 
bearbeitet  von  Dr.  Hermann  Gorlach,  Oberlehrer  am  Fricdrich- 
Franz-Gymnasium  in  Parchim.  Zweiter  Teil.  Elemente  der  Plani- 
metrie. Fünfte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  134  Figuren 
in  Holzschnitt  und  682  Uebuugssätzcn  und  Aufgaben.  Dessau  1885. 
Albert  Rcissner.  158  S. 

Dio  vierte  Auflage  ist  im  245.  litt.  Bericht  S.  6.  besprochen. 
Veränderungen  in  der  neuen  Bearbeitung  betreffen  die  Entfernung 
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eines  Punkts  von  einer  Geraden,  die  gleichschenkligen  Dreiecke,  die 
Tangentenvierecke,  die  Berührung  zweier  Kreise,  die  Kreisfläche, 
das  Product  zweier  Strecken,  die  proportionirten  Linien,  die  harmo- 
nischen Strahlen,  die  Polaren  und  die  Chordalen.  In  der  Aufgaben- 
sammlung sind  die  67.  und  68.  Aufgaben  durch  neue  ersetzt. 

H. 


Die  arithmetischen  und  geometrischen  Verhältnisse,  Proportionen 
und  Progressionen  mit  Anwendung  auf  die  Zinseszins-  und  Rcutcn- 
rcchuung  (Kursus  der  Obersekunda  des  Gymnasii)  für  den  Schnl- 
gebrauch  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrobel,  Gymnasiallehrer  in  Rostock- 
Rostock  1885.  Wilh.  Wörther.  44  S. 

Das  Lehrbuch  behandelt  in  exact  euklidischer  Form  (Definition, 
Lehrsatz,  Beweis,  Zusätze,  nachfolgende  Erläuterungen  und  Beispiele) 
nach  einander:  die  arithmetischen  Verhältnisse  und  Proportionen,  die 
geometrischen  Verhältnisse  und  Proportionen,  arithmetische  Progres- 
sionen I.  Ordnung,  höhere  arithmetische  Reihen,  darunter  die  figurir- 
ten  Zahlen,  dann  die  geometrischen  Progressionen,  nebst  Begriff  und 
Kriterien  der  Convergenz  für  arithmetische  und  geometrische  Reihen, 
zuletzt  die  Zinseszinsrechnung  und  Rentenrechnung.  Es  wird  voraus- 
gesetzt die  Kenntniss  der  7 Elementaroperationen  und  der  Gleichun- 
gen 1.  Grades.  H. 


Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  vielen  Uebungs- 
aufgaben.  Für  Lehrerseminarien  und  höhere  Bürgerschulen,  sowie 
für  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von  A.  P.  L.  Claussen,  Königl. 
Seminarlehrer  in  Bütow.  Potsdam  1884.  Aug.  Stein.  240  S. 

Norm  der  Abfassung  des  Buches  scheint  zu  sein,  dass  sich  der 
Lernende  nicht  zu  sehr  mit  Denken  anstrenge  und  lieber  auf  dem 
Umwege  manches  Irrens  und  Missverstehens  mit  der  Zeit  zum  Ziele 
gelange.  Für  die  Geistesbildung  des  einzelnen  Autodidakten  würde 
letzteres  gewiss  kein  Schade  sein.  Erwägt  man  aber,  dass  ein  Miss- 
verständnis, ehe  die  Klärung  eintritt,  sich  vom  Buche  auf  Hunderte 
von  Seminaristen,  von  jedem  wieder  anf  Tausende  von  Kindern  über- 
tragen kann,  so  können  uns  die  Folgen  eines  ungenauen  Ausdrucks 
doch  nicht  so  gleichgültig  sein.  Der  Vortrag  beschränkt  sich  zum 
grossen  Teil  auf  blosse  kategorische  Mitteilung  dessen,  was  dem 
Rechner  geläufig  ist.  Die  Aufstellungen  sind  bis  auf  weniges  coujjnn 
und  richtig,  obwol  mohr  in  familiärer  Sprache  ausgedrückt.  Sollte 
ein  Leser  einen  Satz  wie  don:  Eine  Zahl  ist  durch  8 teilbar,  wenn 
die  3 letzten  Ziffern  cs  sind  — so  verstehen,  es  müssten  die  3 letzten 
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Ziffern  0 oder  8 sein,  so  möchte  der  Irrtum  geringfügig  scheinen. 

d 

Schlimmer  ist  jedenfalls  die  falsche  Aussage,  ^ sei  unendlich,  über 

deren  Sinn  cs  dem  Leser  nicht  verwehrt  wird  sich  Gedanken  zu 
machen,  welche  er  will.  Im  VerhältnUs  zu  der  hier  vorausgesetzten 
niedrigen  Entwickelungsstufc  des  Denkens  ist  nuu  der  Umfang  des 
Lehrstoffs  sehr  gross.  Er  erstrockt  sich  auf  Potenzen,  Wurzeln, 
Logarithmen,  die  algebraischen  Gleicbuugen  bis  zum  3.  Grade,  dio- 
pliautische  Gleichungen,  arithmetische  und  geometrische  Progressionen, 
Exponentialgleichungen  und  Zinsrechnung.  Ucbungsaufgabcn  siud 
reichlich  beigegeben.  H. 

Leitfaden  der  Physik.  Von  R.  H.  Hofmeister, Professor  au  der 
Kantonschule  und  ausserordentlicher  Professor  an  der  Hochschule  in 
Zürich.  Vierte  Auflage.  Zürich  1884.  Orell  Füssli  u.  Co.  195  S. 

Das  Buch  zeigt  eine  ungemeine  Vielseitigkeit,  Umsicht  und  Be- 
herrschung des  so  vielteiligen,  verschiedenartigen  Stoffs.  Die  Ab- 
fassung ist  so  abgekürzt  als  es  ohne  Ueberg'  hung  irgend  eines 
wichtigen  Punktes  möglich  ist.  Jeder  Punkt  wird  eben  nur  berührt; 
doch  sind  die  Angaben  hinreichend  und  deutlich,  um  den  Lehrer 
an  alles  zu  erinnern,  was  zu  erörtern  und  zu  berücksichtigen  ist. 
Es  wird  uns  durch  das  Buch  das  Bild  einer  empirischen  Wissenschaft 
entfaltet,  deren  Begriffe  nicht  aus  ideellen  Principien  auf  den  Gegen- 
stand übertragen,  sondern  durch  die  Erfolge  der  in  alle  Erscheinungen 
oiüdringcnden  Specialuntcrsuchungou  als  feste  Haltpunkte  gewonnen 
worden  siud,  einer  Wissenschaft  also,  welche  die  Natur  nach  deren 
eigener  Anleitung  zu  beherrschen  strebt.  Wenn  je  dem  Schulunterricht 
in  der  Physik  die  Fähigkeit  zugeschrieben  worden  ist,  zur  allgemei- 
nen, innoru  Bildung  beizutragen,  so  kann  ihm  wol  die  unersetzliche 
Stelle  darin  zuerkannt  werden,  dass  er  die  Idee  einer  wissenschaft- 
lichen Empirie  erzeugt.  Dazu  ist  aber  erforderlich,  dass  der  Schüler, 
wenn  gleich  auf  viel  kürzerem  Wege  als  die  Entdecker,  mit  den 
Elementen  der  Empirie  vertraut  wird,  um  erst  zu  lernen  für  geringen 
Zuwachs  an  Realerkenntniss  dankbar  zu  sein,  ehe  er  über  die  höch- 
sten Resultate  der  Forschung  mitzusprechen  anfängt.  Aus  diesem 
Geiste  scheint  auch  der  vorliegende  Leitfaden  bearbeitet.  Die  Er- 
klärungen, auch  wenn  sie  von  weiterer  Bedeutung  sind,  schlicsseu 
sich  meist  au  die  besondere  Gegenstände  an.  Die  Haupteile  sind : 
Physik  der  Materie,  Physik  dcsAethers;  die  Gegenstände  des  ersten, 
d.  i.  der  Mechanik:  Wirkungen  der  äussern,  der  iuneru  Kräfte, 
Wellenbewegung,  Akustik.  Unter  diesen  vertritt  der  zweite  dio 
Statik,  die  2 letzten  die  Dynamik  der  Elastieität,  während  beim 
ersten  Gleichgewicht  und  Bewegung  die  unterste  Abteilung  bilden. 
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Dio  in  der  Mechanik  behandelten  Thomata  beruhen  auf  Auswahl. 
Eine  Beschränkung  auf  Anwendung  der  Sehuimatkematik  lässt  sich 
nicht  als  massgebend  betrachten,  sonst  hätte  manches  Thema  aus- 
geschlossen werden  müssen,  wo  doch  qualitative  Aufstellungen  und 
quantitativ  vergleichende  Gesichtspunkte  sich  verständlich  geben 
liesscn.  Die  Physik  des  Actbers  enthält:  Wärmelehre,  Optik,  Reibuugs- 
clcktricität,  Galvanismus,  Magnetismus,  Wirkungen  zwischen  Strömen 
und  Magneten,  Elektromagnetismus,  Induction,  Thcrmoclektricität, 
tierische  Elcktricität.  II. 


Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  Fortbildungs- 
schulen. Im  Aufträge  der  Königlichen  Kommission  für  gewerbliche 
Fortbildungsschulen  in  Württemberg  ausgearbeitot  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  K.  Realanstalt  in  Stuttgart.  Dritte,  ver- 
mehrte Auflage,  bearbeitet  von  Richard  Blum,  Profossor  am  K. 
Lyceurn  iu  Esslingen.  Leipzig  1885.  C.  F.  Winter.  539  S. 

Der  Verfasser  hat  zu  gleichzeitigem  Gebrauche  zwei  Bücher 
herausgegebeu , deren  eines  er  bei  sonst  gleichem  Titel  „Grundriss“, 
das  andere  „Lehrbuch“  nenut.  Ersteres,  im  241.  und  2GO.  litt.  Bericht 
bzhw.  S.  10.  und  S.  41.  besprochen,  ist  für  den  Gebrauch  der  Schüler, 
letzteres  für  den  Gebrauch  des  Lehrers  bestimmt.  Der  Vortrag  des 
Lehrbuchs,  geteilt  in  44  geschlossene  Themata,  jedes  für  1 Stunde 
berechnet,  ist  gleichmässig  pragmatisch  beschreibend,  Erscheinung, 
Erklärung,  Gesetze  werden  in  populärer  Breite  für  jeden  einzelnen 
Gegenstand  vorgeführt,  reichlich  durch  eingelegte  Figuren  unterstützt, 
ohne  je  den  Gedanken  einer  einheitlichen  Theorie  anzuregen.  So 
ist  z.  B.  von  Beharrung,  Ceutrifugalkraft,  Tangentialkraft  die  Rede, 
als  wenn  jedes  eine  Sache  für  sich  wäre.  Mauches  im  Buche  nimmt 
Bezug  auf  gewerbliche  Anwendung;  doch  selbst  dieses  geht  nur  auf 
Mitteilung  von  Wissen,  nicht  aber  auf  Ausbildung  vou  Fähigkeiten 
aus.  Im  ganzen  lässt  sich  kein  rechtes  pädagogisches  Ziel  erkennen. 

II. 


Sammlungen. 

Aufgaben  aus  der  Stereometrie  und  Trigonometrie.  Für  Gym- 
nasien uud  Realschulen  bearbeitet  von  K.  Jüdt,  k.  Professor  und 
Rektor  der  Realschule  iu  Ansbach.  Dritte,  vermehrte  Auflage.  Aus- 
bach 1885.  Fr.  Seybold.  56  S. 

Das  Buch  enthält  Uebungsmaterial  für  den  Unterricht  in  der 
Stereometrie  und  Trigonometrie,  welches  auch  für  descriptive  Geometrie 
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zu  verwenden  sein  soll,  was  sich  indes  nur  auf  die  ersten  28  Auf- 
gaben beziehen  kann.  Alle  übrigen  sind  Rechnungsaufgaben,  und 
zwar  fordern  die  nächsten  205  Berechnung  von  Bestimmungsstückeu 
von  Körpern.  Die  folgenden  96  Aufgaben  sind  goniometrisch,  die  noch 
übrigen  76  teils  unmittelbar  trigonometrisch,  teils  geometrisch  auf- 
gestellt und  mit  Trigonometrie  zu  lösen.  Die  Resultate  stehen  am 
Schluss.  H. 


Tabellen. 


Saggio  di  tavule  dpi  logaritmi  quadratici  del  Co.  An  tonin  o 
di  Pampero.  Udine  1885.  G.  B.  Doretti  o Soci.  55  S. 

Quadratische  Logarithmen,  bezeichnet  durch  Zig,  sind  Logarith- 
men von  Logarithmen,  defiuirt  durch 

LqN  = x-,  N — a5* 

Sie  sollen  die  Potcnzirung  unmittelbar  auf  Addition  zurückführen. 
Zum  Gebrauch  dieser  Function  hat  der  Verfasser  2 Tafelu  berechnet. 
Die  erste  gibt  auf  1 Seite  für  jeden  Exponenten  K,  mit  dem  man 

potonziren  will,  den  Wert  von  Die  zweite  hat  15  Columnen 

überschrieben  K,  Lq,  N0,  A\,  zY„  ...  NIit  und  zwar  ist  j.V10  die  ge- 
gebene Zahl,  die  folgenden  stehen  dazu  in  der  Beziehung: 

Nt  = A*_i* 


Natürliche  Reihenfolge  findet  man  in  der  Columuo  A'[0 , welche 
von  10  beginnt  uud  durch  die  Zehntel  bis  100  fortsebreitet;  darüber 
hinaus  geht  dann  die  Columne  jVa  von  10  durch  die  Hundertel  bis  11. 
Ein  Anhang  gibt  die  Tafel  der  Exponenten  für  die  Basen  2 bis  50. 

H. 


Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln  von  Dr. 

E.  F.  August.  Vierzehnte,  verbesserte  Auflage  besorgt  von  Dr. 

F.  August,  Professor  an  der  Königl.  vereinigten  Artillerie-  und 
Ingenieur-Schule  bei  Berlin.  Leipzig  1884.  Veit  u.  Comp.  204  S. 

Die  11.  Auflage  ist  im  239.  litt.  Bericht,  S.  36.  besprochen. 
Nach  ihr  zeichnet  sich  zuerst  die  gegenwärtige  durch  Vermehrung 
und  Verbesserung  aus.  Bei  der  Kreismessuug  ist  die  letzte  Ziffer 
einiger  Zahlen  um  1 erhöht.  In  den  astronomischen  Angaben  ist  das 
tropische  Sonneujahr  nnd  der  Sterntag  hinzugekommen,  die  Masse 
des  Mars  nach  der  neuesten  Bestimmung  durch  Hall,  die  halbe  Ro- 
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tationsaxe  der  Erde  in  Uebereinstimmung  mit  den  Tafeln  von  Gauss 
und  der  Berechnung  von  Becker  verbessert,  in  den  Erläuterungen 
das  Verfahren  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  einfacher  und  über- 
sichtlicher dargestellt.  H. 

Logarithmentafeln,  sowie  Resultate  zu  den  Beispielen  und  Auf- 
gaben des  Lehrbuchs  der  Arithmetik  und  Algebra.  Von  A.  P.  L. 
Clausseu,  Königl.  Seminarlehrer  in  Bütow.  Potsdam  1884.  Aug. 
Stein.  47  S. 

Die  Logarithmen  sind  fünfstellig,  im  gewöhnlichen  Umfang,  mit 
vollständigen  Proportionaltcileu  der  Differenzen.  Auf  je  2 Neben- 
seiten stehen  die  Logarithmen  von  1000  Zahlen.  Vorher  geht  eine 
Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  bis  99.  Die  Resultate  betreffend 
vergl.  S.  46.  H. 


Geodäsie. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie.  Von  Friedrich  Härtner, 
weiland  Professor  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien. 
In  V.  und  VI.  Auflage  bearbeitet  und  vermehrt  von  Josef  Wastlcr, 
k.  k.  Regiernngsrath  und  o.  ö.  Professor  der  Geodäsie  an  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  Graz.  VI.  Auflage.  Mit  425  Holzschnitten 
und  2 Tafeln.  Wien  1885.  L.  W.  Seidel  u.  Sohn.  786  S. 

Die  5.  Auflage  ist  im  243.  litt.  Bericht  S.  32.  besprochen.  Die 
wichtigsten  Vermehrungen  der  neuen  Auflage  betreffen  die  Theodolit- 
Aufnahmen  und  die  damit  im  Zusammenhänge  stehenden  Coordinaten- 
rechnungen.  Die  Capitel  über  Genauigkeit  der  Läugenmessungen, 
über  Distanzmesser,  mikroskopische  Ablcsevorrichtungen , Sextanten, 
Wiukelcentriruug,  Berechnung  der  Polygonzügo,  Detail-Aufnahme, 
Ausgleichuugsrechnuug,  Planimeter,  Auoroid-Messungcn,  Ausgleichung 
der  Nivellements,  Tachymetric  etc.  wurden  dem  heutigen  Stande  der 
Wissenschaft  entsprechend  erweitert.  H. 

Die  Berechnung  der  trigonometrischen  Vermessungen  mit  Rück- 
sicht auf  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde.  Von  J.  G.  F.  Bohne  n- 
berger.  Deutsche  Bearbeitung  der  Abhandlung  „De  computaudis  etc.“ 
Von  E.  Hammer,  Professor  am  kgl.  Polytechnikum  in  Stuttgart. 
Mit  13  Figuren  im  Text.  Stuttgart  1885.  J.  B.  Motzler.  65  S. 

Der  Titel  des  Originalworks  ist:  De  computandis  dimensionibus 
trigouometricis  in  superficie  terrae  sphaeroidica  institutis  commentatus 
Joan.  Theophil.  Frider.  Bohnenberger.  Es  ist  1826  als  Programm 
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der  Universität  Tübingen  erschienen  und  enthält  in  einfachster  Form 
einen  vollständigen  Abriss  der  elementaren  Aufgaben  der  höhern 
Geodäsie.  Das  Vorliegende  unterscheidet  sich  von  den  zahlreichen 
Schriften  gleichen  Inhalts,  die  s!ch  auf  Bohnenberger’s  Abhandlung 
stützen,  als  eine  bis  auf  gewisse  Puuktc  treue  Uchcrsetzung  der  Urschrift. 
Da  es  jedoch  zum  Hülfsmittcl  des  Studiums  der  Geodäsie  für  unsere 
Zeit  bestimmt  ist,  so  waren  einige  Aeuderungeu  und  Vermehrungen 
unerlässlich.  Statt  der  Toise  ist  das  Meter  eingefübrt,  die  Dimen- 
sionen der  Erde  sind  nach  Bessel's  Angaben  zugrunde  gelegt,  die 
ursprünglich  für  die  würtembergisehe  Landesvermessung  bestimmten 
Tafeln  sind  soweit  ausgedehnt,  dass  sie  für  Deutschland  ausrcicheu. 
Ueber  das  Nähere  gibt  das  Vorwort  des  Uebersetzers  Rechenschaft. 

H. 


Revue  Suisso  de  Topographie  et  d’Arpentnge.  Organe  de  la 
Societe  Suisse  de  Topographie  et  des  Geometres  de  la  Suisse  romaude. 
Paraissant  ä Gencvo  le  15  do  chaque  mois.  1.  annee.  Nr.  1.  1885. 

Ilicso  neue  Zeitschrift,  redigirt  von  Oscar  Messerly  in  Genf, 
soll  nach  dem  dreijährigen  Bestehen  des  Bulletiu  de  la  Societe  Suisse 
do  Topographie  an  dessen  Stelle  treten  uud  durch  gegenseitige  Be- 
lehrung ein  Band  zwischen  den  Schweizer  Topographen  und  Geometern 
schatten.  Die  erste  Nummer  enthält:  Biographie  von  Plautamour, 
Diroetor  des  Genfer  Observatoriums,  dem  E.  Gautier  gefolgt  ist, 
Triangulation  , Plan  der  wissenschaftlichen  Erforschung  des  Genfer 
Sees,  polygonomctrische  Merkzeichen,  dann  unter  Varietäten:  Die  Tri- 
bulationen eines  römischen  Geometers  und  die  merkwürdige  Beobach- 
tung, dass  iin  Augenblick  des  Erdbebens  in  Spanien  die  Brüsseler 
Sternwarte  eine  geneigte  Stellung  angenommen  hat,  so  dass  also  das 
Erdbeben  von  einer  Erdeinsenkung  iu  grosser  Entfernung  begleitet 
war.  Die  Mitteilungen  in  den  genannten  Artikelu  sind  sohr  spärlich 
und  kaum  hinreichend  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Tätigkeit  der 
Gesellschaft  zu  lenken,  viel  weniger  davon  Kcnntniss  zu  geben. 

H. 
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VII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1879.  38.  J.  Red.  v.  Neesen. 
1.  Abth.  Berlin,  G.  Reimer.  8 Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik  im  J.  1881.  Dargcstellt  v.  der 
physikal.  Gesellsch.  zu  Berlin.  37.  J.  Red.  v.  Neesen.  1.  Abth. 
Allg.  Physik  u.  Akustik.  Berlin,  G.  Reimer.  7 Mk. 

Fortschritte,  die,  der  Physik.  Nr.  8.  1884.  Köln,  Mayer. 

2 Mk. 

Jahrbuch  11b.  d.  Fortschr.  d.  Mathematik.  Hrsg.  v.  0.  Ohrtmanu. 
14.  Bd.  J.  1882.  2.  Hft.  Berlin,  G.  Reimer.  6 Mk. 

Klapprot  h ’s,  J.,  Schreiben  an  Alexander  v.  Humboldt  üb.  d. 
Erfiudg.  d.  Kompasses.  Aus  d.  frauz.  Orig,  im  Auszuge  mitgetbeilt 
v.  A.  Wittstein.  Leipzig,  T.  0.  Weigel.  2 Mk. 

Ob  ach,  E. , Sir  William  Siemens  als  Erfinder  u.  Forscher. 
Vortrag.  London,  Siegle.  2 Mk. 

Seeck,  0.,  die  Kalendcrtafel  der  Pontifices.  Berlin,  Weid- 
maun.  3 Mk.  * 

Zimmermann,  R. , Jacob  Bernoulli  als  Logiker.  Wien,  Ge- 
rold’s  S.  1 Mk. 


Methode  uud  Princlpien, 

Hämmert,  Ub.  das  mathemat.  Unendliche.  Tübingen,  Fues. 
2 Mk. 

Beglingor,  J.,  das  Weltgesetz  od.  neue  Theorie  d.  allgem. 
Schwere.  Zürich,  Meyer  u.  Z.  ß Mk.  50  Pf. 

Dreher,  E. , üb.  d.  Begriff  d.  Kraft  m.  Berücksiebtg.  d.  Ge- 
setzes v.  d.  Erbaltg.  d.  Kraft.  Berlin,  Dümmler’s  Verl.  1 Mk. 

Plecbawski,  E.,  dio  Weltzeit.  Populär  dargest.  Wien, 
Kouegen.  40  Pf. 
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Sehe  ff  ler,  H.,  die  Welt  nach  menschlicher  Auffassung.  Leip- 
zig, Förster.  13  Mk. 

Schendel,  L.,  Grundzüge  d.  Algebra  nach  Grassmann’schen 
Principien.  Halle,  Schmidt.  2 Mit.  50  Pf. 

Secchi,  A.,  die  Grösse  d.  Schöpfung.  2 Vortrüge.  Gebers,  v. 
C.  Güttler.  4.  AH.  Leipzig,  Biddcr.  1 Mk.  20  Pf. 

Simouy,  0.,  üb.  zwoi  univers.  Verallgemeinerungen  d.  alge- 
braischen Grundoperationen.  Wien,  Gerold’s  S.  1 Mk.  60  Pf. 

Vold,  J.  M.,  A.  Krauso’s  Darstellg.  d.  Kantischeu  Uaumtheorie 
u.  d.  Kantischeu  Lehre  v.  d.  Gegenständen.  Christinnia,  Dybwad. 
80  Pf. 

Wie  studirt  man  Mathematik  u.  Physik?  Leipzig,  ßossberg. 
CO  Pf. 

Lehrbücher. 

Baltzcr,  R.,  die  Elemente  d.  Mathematik.  1.  Bd.  7.  AH. 
Leipzig,  Hirzel.  4 Mk. 

Ger  lach,  11.,  Lehrbuch  d.  Mathematik.  2.  TI.  Elemente  d. 
Planimetrie.  5.  AH.  Dessau,  Reissner.  1 Mk.  80  Pf 

Löw,  E.,  Aufgaben  zum  Rechnen  m.  Decimalbrüchen,  unter 
Mitwirkg.  v.  F.  Müller  u.  C.  Ohrtmann  zusammengost.  4.  AH.  Berlin, 
Weidmann.  1 Mk.  20  Pf. 

Sammlungen. 

Bardey,  E.,  method.  geordn.  Aufgabensammlg.  12.  AH.  Leip- 
zig, Teubner.  2 Mk.  70  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollst.  gelöste  Aufg.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.  156. — 170.  Hft.  Stuttgart,  Maier,  ä 25  Pf. 

Kraft,  F.,  Sammlg.  v.  Problemen  d.  aualyt.  Mechanik.  7.— 10. 
Lfg.  Stuttgart,  Metzler’scher  Vorl.  ä 2 Mk. 

Lampe,  E. , geomtr.  u.  mechau.  Aufgaben  zur  numerischen 
Auflösung  v.  Gleichgu.  höh.  Grade.  Berlin,  R.  Gärtuer's  Verl. 
1 Mk. 

Me  hl  er,  G.  F.,  Hauptsätze  d.  Elementar-Mathematik.  13.  All. 
Berlin,  G.  Reimer.  1 Mk.  50  Pf.;  geh.  1 Mk.  75  Pf. 

Reob,  W.,  Rechenbuch.  Für  höh.  Lehransh,  Mittel-  u.  Bür- 
gersch.  1.  Kurs.  2.  AH.  Mainz,  Dieincr.  1 Mk. 

Steck,  F.  H.,  u.  J.  Bielmayr,  Sammlg.  v.  arithmet.  Aufgaben 
in  systematischer  Ordg.  8.  AH.  Kempten,  Kösel.  1 Mk.  35  Pf.; 
Resultate  45  Pf. 

T hie  me,  II.,  Sammlg.  v.  Lehrsätzen  u.  Aufg.  aus  d.  Stereo- 
metrie. Leipzig,  Teubner.  Kart.  1 Mk.  20  Pf. 

Walleutin,  F.,  Maturitätsfragen  aus  d.  Mathematik.  2.  AH. 
Wien,  Gerold’s  S.  3 Mk.  60  Pf. 
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Adam,  V.,  Taschenbuch  d.  Logarithmen  f.  Mittelschulen  u. 
höhere  Lehranstalten.  12.  Afl.  Wien,  ßermann  & A.  Geh.  1 Mk. 
20  Pf. 

Domke,  F.,  nautische,  astronom.  u.  logarithm.  Tafeln,  nebst 
Erklärg.  u.  Gebrauchsanweisg.  f.  d.  königl.  preuss.  Navigations- 
Schulen.  8.  Afl.  Berlin,  11.  v.  Dcckor’s  Verl.  4 Mk.  50  Pf.;  geh. 
6 Mk.  25  Pf. 

Gezeitentafeln  f.  d.  J.  1886.  Hydrograph.  Amt  d.  kais.  Admi- 
ralität. Berlin,  Mittler  & S.  1 Mk.  50  Pf. 

Müller,  F.,  Kalender-Tabellen.  Berliu,  G.  Reimer.  80  Pf. 


Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Bi  er  mann.,  0.,  üb.  d.  singuläron  Lüsungeu  e.  Systems  ge- 
wöhnl.  Differentialgleichungen.  Wien,  Gerold’s  S.  25  Pf. 

Bork,  H.,  Untersuchgn.  üb.  d.  Verhalten  zweier  Primzahlen  in 
Bezug  auf  ihren  quadratischen  Restcharakter.  Berliu,  R.  Gaertncr’s 
Verl.  1 Mk. 

Gegenbauer,  L.,  üb.  das  I.egendre-Jacobi’sche  Symbol.  Wien, 
Gerold’s  S.  45  Pf. 

— üb.  d.  quadrat.  Reciprocitätsgcsetz.  Ebd.  20  Pf. 

— zahlentheoret.  Studien.  Ebd.  1 Mk. 

— arithmetische  Theoreme.  II.  Ebd.  1 Mk.  80  Pf. 

Hecht,  W.,  zur  Integration  d.  Diffcrentialgleicbg.  Aröx-j-A5y=-0. 

Leipzig,  Teubnor.  1 Mk.  20  Pf. 

II o öevar,  F.,  Bcmerkgn.  zur  Simpsonschen  Methode  der  median. 
Quadratur.  Wien,  Gerold’s  S.  30  Pf. 

Igel,  B.,  zur  Theorie  e.  simultanen  Systems  dreier  binärer 
cnbischer  Formen.  Wien,  Gerold’s  S.  1 Mk.  20  Pf. 

Kallius,  A.,  Bemerkgn.  zu  d.  Unterr.  in  d.  4 Species  in  ganzen 
Zahlen.  Berliu,  R.  Gärtner’s  Verl.  1 Mk. 

Kley  er,  A.,  Lehrb.  d.  Zinsenszius-  n.  Rentenrechnung,  nebst 
Sammlg.  v.  Aufgaben.  Stuttgart,  Maier.  6 Mk. 

Koppe,  C.,  die  Ausgleicbungsrechng.  nach  d.  Methode  d.  kleiu- 
sten  Quadrate  in  d.  prakt.  Geometrie.  Nordhausen,  J.  Koppe.  6 Mk. 

Kraus,  L.,  die  Funetionaldeterminanten.  Wien,  Gerold’s  S. 
30  Pf. 

Meyer,  F.,  Elemente  d.  Arithmetik  u.  Algebra.  2.  Afl.  Halle, 
Schmidt.  2 Mk.  50  Pf. 

Pick,  G.,  zur  Lehre  v.  den  Modulargleichuugen  d.  elliptischen 
Functionen.  Wien,  Gerold’s  S.  25  Pf. 
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Schmitz,  A.,  Lehrbuch  d.  Arithmetik.  Neuburg,  Griessmayer. 

1 Mk.  20  Pf.;  kart.  1 Mk.  50  Pf. 

Schubert,  H.,  System  d.  Arithmetik  u.  Algebra  als  Leitfadeu 
f.  d.  Unterricht  in  höh.  Schulen.  Potsdam,  Stein’s  Verl.  1 Mk.  80  Pf. 

Sch  urig,  B.  E.  R.,  Lehrb.  d.  Arithmetik.  3.  TI.  Leipzig, 
Brandstetter.  6 Mk,  40  Pf. 

Serret,  J.  A.,  Lehrb.  d.  Differential-  u.  Integralrechnung.  Dtsch. 
bearb.  v.  A.  Harnack.  2.  Bd.  1.  u.  2.  Hälfte.  Integralrech ng.  u. 
Differentialgleichgn.  Leipzig,  Teubner.  ä 7 Mk.  20  Pf. 

Spitzer,  S. , Untersuchgn.  im  Geb.  linearer  Difforential- 
Gleichgu.  3.  Hft.  Wien,  Gcrold’s  S.  3 Mk. 

Wciss,  E.,  Entwickeln.  zum  Lagrange’scheu  Reversionstheorem 
u.  Anweudg.  derselben  auf  die  Lösg.  d.  Keppler’schen  Gleichg.  Wien, 
Gcrold’s  S.  2 Mk. 

Wrobel,  E.,  die  arithmet.  u.  geometr.  Verhältnisse,  Propor- 
tionen u.  Progressionen  m.  Anwendung,  auf  die  Zinseszins-  u.  Ren- 
tenreebng.  Rostock,  Werther’s  Verl.  80  Pf. 

Geometrie. 

Bobek,  K.,  üb.  Flächen  vierter  Ordnung  m.  c.  Doppelkogel- 
schuitte.  1.  u.  2.  Mittheilg.  Wien,  Gerold’s  S 1 Mk.  CO  Pf. 

Escherich,  G.  v.,  die  Coustruction  der  algebr.  Flächen  aus 
der  Anzahl  sie  bestimmender  Punkte.  Wien,  Gerold’s  S.  50  Pf. 

Fiedler,  W.,  die  darstellende  Geometrie  in  organ.  Verbiudg. 
m.  d.  Geometrie  d.  Lage.  3.  AH.  2.  TI.  Leipzig,  Teubner.  14  Mk. 
Girhu,  F.,  Quadratura  circuli  demonstrata.  Würzburg,  Woerl. 

2 Mk. 

Gysel,  J. , üb.  die  sich  rechtwinklig  schneidenden  Normalen 
e.  Fläche  zweiten  Grades.  Schaü'hausen,  Schoch.  2 Mk. 

lleissig,  F.  A.,  Gruudzüge  e.  trimetr.  Projectiousmetkode  in. 
ihrer  Anwendg.  auf  das  Entwerfen  geometr.  Objecte  vermittelst  od. 
ohne  c.  Trimeters.  2.  Asg.  Wien,  Spielhageu  & Sch.  3 Mk. 
40  Pf. 

II  er  big,  W.,  Lehrb.  d.  geometr.  Formen  unter  besond.  An- 
weudg. d.  Lineals  u.  Zirkels.  Mit  Atlas  u.  Mappe.  Berlin,  F.  A. 
Ilcrbig.  7 Mk. 

Hoch,  J.,  Lehrb.  d.  ebenen  Geometrie.  2.  TI.  Halle,  Schmidt. 
1 Mk.  75  Pf. 

II offmann,  G.,  Auleitg.  zur  Lösg.  plauimctr.  Aufgaben  m. 
Uebungsbeispielen.  Leipzig,  Fues’  Verl.  Kart  1 Mk.  40  Pf. 

Meyer,  C. , Lehrb.  d.  Geometrie  f.  Gymnasien  u.  and.  Lehr- 
anstalten. Hrsg.  v.  II.  C.  E.  Martus.  1.  Ti.  Planimetrie.  14.  AH. 
Leipzig,  C.  A.  Koch’s  Verl.  1 Mk.  80  Pf. 
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Pelz,  C.,  zur  Wissenschaft!  Behandlg.  der  orthogonalen  Axono- 
metrie. 3.  Mittheilg.  Wien,  Gerold’s  S.  1 II  k. 

Sch  oute,  P.  H.,  einige  Bemerkgn.  Ub.  d.  Problem  d.  Glanz- 
punkte. Wien,  Gerold’s  S.  GO  Pf. 

Study,  E.,  über  die  Massbestimmung  extensiver  Grössen.  Wien, 
Gerold’s  S.  60  Pf. 

Taubertli,  J.,  die  Abbildung  d.  ebenen  Kreissystems  auf  d. 
Raum.  Jena,  Deistung.  60  Pf. 

Wimmenauer,  Th.,  planimetrische  Lehrsätze,  Oerter  u.  Grund- 
aufgaben. Moers,  Spaarmann.  Kart.  70  Pf. 

Trigonometrie. 

Focke,  M.,  u.  M.  Krass,  Lchrb.  d.  ebenen  Trigonometrie. 
4.  Afl.  Münster,  Coppenrath.  1 Mk. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie. 

Arbeiten,  astronomische- geodätische,  f.  d.  europäische  Grad- 
messung  im  Kgr.  Sachsen.  3.  Abth.  Die  astronom.  Arbeiten.  Ausgef. 
unter  Leitg.  v.  C.  Bruhns,  bearb.  v.  Th.  Albrocht.  2.  Ilft.  Berlin, 
Friedberg  & M.  12  Mk. 


Mechanik. 

Bieter,  A.,  Bestimmung  d.  Zeit  d.  Hcrabfallens  c.  materiellen 
Punktes  auf  vertikalen  Plankurven.  Marburg,  Sipmann.  1 Mk.  50  Pf. 

Clausius,  R.,  dio  Potentialfuuktion  u.  d.  Potential.  4.  Afl. 
Leipzig,  J.  A.  Barth.  4 Mk. 

Finger,  J.,  Elemente  d.  reinen  Mechanik.  4.  Lfg.  Wien, 
Ilülder.  3 Mk.  60  Pf. 


Technik. 

Electro-Techniker,  der  Hrsg.:  G.  A.  Ungär-Szentuiklösy.  4 J. 
1885/86.  (24  Nrn.)  Nr.  1.  Wien,  Perles’  Verl,  prcplt.  12  Mk. 

Fodor,  E.  de,  das  Glühlicht,  sein  Wesen  und  seine  Erfordernisse. 
Wien,  Ilartleben.  3 Mk.;  gcb.  4 Mk. 

Föppl,  A.,  die  graph.  Lösg.  techn.  Aufgaben.  2 Afl.  Karls- 
ruhe, Bielefeld.  4 Mk. 


Optik. 


Cohn,  H.,  Tageslicht-Messungen  in  Schulen, 
theilg.  Wiesbaden,  Bergmann.  80  Pf. 
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Kleischi,  E.  v.,  die  Deformation  d.  Lichtwellcnfiächcn  im  mag- 
netischen Felde.  Wien,  Gerold’s  S.  40  Pf. 

Neumann,  F.,  Vorlesgu.  üb.  theorct.  Optik.  Hrsg.  v.  E.  Dorn. 
Leipzig,  Tcubnor.  9 Mk.  60  Pf. 

Weber,  L.,  Kurven  zur  Berechnung  der  v.  künstl.  Lichtgruben 
indizirten  Helligkeit.  Berlin,  Springer.  1 Mk.  40  Pf. 


Erd*  und  Himmelskunde. 

Bredicbin,  Th.,  sur  la  grande  comete  de  1811.  (Moskau.) 
Leipzig,  Voss’  S.  80  Pf. 

— sur  lcs  totes  des  cometes.  Ebd.  50  Pf. 

Fritz,  H.,  die  Sonne.  Basel,  Georg  Verl.  1 Mk.  60  Pf. 
Glaser,  E.,  die  Sternkunde  der  südarab.  Kabyleu.  Wien, 
Gerold’s  S.  25  Pf. 

Haerdtl,  E.  Frbr.  v.,  Babnbestimmg.  d.  Planeten  „Adria“. 

3.  Thl.  Wien,  Gerold’s  S.  4 Mk. 

Herz,  N.,  Entwickelg.  der  störenden  Kräfte  nach  Vielfachen  der 
mittl.  Anomalien  in  independenter  Form.  Wien,  Gerold’s  S.  80  Pf. 

Jahrbuch,  Berliner  astronom.  für  1887  m.  Ephemerideu  der  Pla- 
neten (1)  — (237)  f.  1885.  Hrsg.  v.  F.  Tietjen.  Berlin,  DUmmler’s 
Verl.  12  Mk. 

Kiessling,  J.,  die  Dämmerungserscbeingn.  im  J.  1883  u.  ihre 
physikal.  Erklärg.  Hamburg,  Voss.  1 Mk. 

Klein,  H.  J.,  Ergebnisse  rationeller  Prüfungen  v.  Wetterprog- 
nosen u.  deren  Bedcutg.  f.  d.  Praxis.  Halle,  Schmidt.  50  Pf. 

Kramer,  A.,  allg.  Theorie  der  zwei-  u.  dreiteil,  astronomischen 
Fernrohr-Objective.  Berlin,  G.  Reimer.  Kart.  10  Mk. 

Littrow’s  Wunder  des  Himmels.  7.  Afl.  Bearb.  v.  E.  Weiss. 
30.  u.  31.  Lfg.  Berlin,  Hempel.  ä 50  Pf. 

Mädler,  J.  H.  v.,  der  Wuuderbau  d.  Weltalls  od.  popul.  Astro- 
nomie. 8.  Afl.  10.  u.  11.  Lfg.  Strassburg,  Schultz  & Co.,  Verl, 
ä 1 Mk. 

Publicationen  d.  astrophysikal,  Observatoriums  zu  Potsdam.  Nr.  15. 

4.  Bd.  2.  Stück.  Leipzig,  Engclmann.  7 Mk. 

Roth,  F.,  die  Sounenstrablg.  auf  d.  nördl.  im  Vergleich  in. 
derjen.  auf  d.  südl.  Erdbälfte.  Halle,  Schmidt.  50  Pf. 


Nautik. 

Freeden,  W,  v.,  Barometerbuch  zum  Gebr.  der  Seeleute. 
Oldenburg,  Schulze.  Geh.  3 Mk. ; geb.  3 Mk.  80  Pf. 
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Jahrbuch,  kleiues  nautisches,  f.  d.  Jahr  1885.  24.  J.  Bremerh., 
v.  Vaugerow.  60  Pf. 

— dass.  f.  d.  J.  1886.  Ebd.  60  Pf. 

Physik. 

Annalen  d.  physikalischen  Central-Observatoriums , hrsg.  v.  H. 
Wild.  J.  1883.  1.  u.  2.  Thl.  (St.  Petersburg.)  Leipzig,  Voss’  Sort. 
25  Mk.  60  Pf. 

Kley  er,  A.,  die  elektr.  Erschoingn.  u.  Wirkungen  in  Theorie 
u.  Praxis.  19. — 24.  Lfg.  Stuttgart,  Maier.  i\  25  Pf. 

— Lehrb.  d.  Magnetismus  u.  Erdmagnetismus.  Ebd.  6 Mk. 

L u x , F.,  über  elektrische  Beleuchtung.  Vortrag.  Mainz,  Diemer. 
1 Mk.  20  Pf. 

Obermayer,  A.  v.,  Lehrb.  d.  Physik  f.  d.  k.  k.  Infant.-Cadetten- 
Schulcn.  2.  Atl.  Wien,  Braumüller.  Geb.  2 Mk.  60  Pf. 

Serpieri,  A.,  die  mechan.,  elektrostatischen  u.  elektromagne- 
tischen absoluten  Masse,  m.  Anwendung  auf  mehrfache  Aufgaben 
elementar  abgehandclt.  Aus  d.  Italienischen  von  R.  v.  Koichenbach. 
Wien,  Hartleben.  3 Mk. 

Sumpf,  K.,  Schulphysik.  2.  Afl.  Ilildeshcim,  Lax.  4 Mk.  50  Pf. 
Tait,  P.  G.,  Wärmelehre.  Dtsche.  Asg.,  besorgt  v.  E.  Lecher. 
Wien,  Toeplitz  & D.  8 Mk. 

Waeber,  R.,  Leitfaden  f.  d.  Unterr.  in  der  Physik  m.  besond. 
Berücksichtg.  der  Mineralogie.  4.  Afl.  Leipzig,  Hirt  & S.  1 Mk.  25  Pf. 

Wittwer,  W.  C.,  Grundzüge  d.  Molecnlar-Physik  u.  d.  mathera. 
Chemie.  Stuttgart,  Wittwer’s  Verl.  5 Mk. 

Wrobel,  E.,  die  Physik  in  elementar-mathemat.  Behandlg. 
I.  u.  III.  Rostock,  Wcrther’s  Verl.  6 Mk.  90  Pf. 


Vermischte  Schriften, 

Acta  mathomatica.  Zeitschr.,  hrsg.  v.  G.  Mittag-Lefflcr.  6.  Bd. 
1.  Hft.  Berlin,  Mayer  & M.  prcplt.  12  Mk. 

Borichte,  matkemat.  u.  naturwissenschaftliche,  aus  Ungarn.  Rep. 
v.  L.  Fröhlich.  2.  Bd.  [Juni  1883 — Juni  1884.]  (Budapest.)  Berlin, 
Friedlftnder  & S.  8 Mk. 

Mittheilungen,  mathematiscli-naturwiss.,  hrsg.  v.  0.  Boockleu. 
1.  Hft.  Tübingen,  Fues.  2 Mk. 

— mathomat.  u.  naturwiss.,  aus  d.  Sitzungsber.  d.  k.  preuss. 
Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin.  J.  1885.  1.  Hft.  Berlin,  Dümmler’s  Verl, 
prcplt.  8 Mk. 

Sitzungsberichte  d.  kais.  Akademie  d.  Wissensch.  Mathem.-naturw. 
Classe.  2.  Abth.  Abhandlgu.  aus  d.  Geb.  der  Mathematik,  Physik, 
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Mechanik,  Meteorologie  u.  Astronomie.  90.  Bd.  3.  n.  4.  Hft.  Wien, 
Gerold’s  S.  6 Mk. 

— dass.  90.  Bd.  5.  Hft.  Ebd.  7 Mk. 

— d.  mathem  -physikal.  Classe  d k.  b.  Akademie  d.  Wissensch. 
zu  München.  1885.  1.  Hft.  München,  Franz.  1 Mk.  20  Pf. 
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